W. GONTCHAROFF

Sur quelques notions fondamentales de la Topo-
logie abstraite

N 1.

C’est a la théorie des ensembles ponctuels dans 'espace Euclidien E,
qu’on rattache ordinarement les principes de I’Analysis situs. On obtient
I’Analysis situs général ou Topologie abstraite, si la nature des points ou
éléments d’ensembles n'est pas déterminée (¥). Il est bien connu que les
procédés de la théorie des ensembles sont régis par les lois formelles de
I’Algebre logique, dont on emploie souvent aussi le langage et les nota-
tions. En étudiant des relations topologiques, qui existent entre les varié-
tés abstraites, je me suis apercu que la notion du point n’y joue aucun
rdle essentiel et qu'on pourrait entreprendre de s’en passer. Donc, j'ai eu
'idée de rattacher I’Analysis situs directement a I'Algébre logique sans
avoir recours a la théorie des ensembles. L’ouvrage présent est sorti de
cet ordre d’idées.

Deux groupes d’axiomes servent de point de départ. Le premier
groupe, introduisant la notion primitive de la variété et la relation primi-
tive de 1’inclusion mn'est pas essentiellement distinct du systéme
d’axiomes de I’Algébre logique (**). Le second introduit la relation primitive
d’étre conjoint, ou, plus intuitivement, gtre a coté de, ce qui
sert a caractériser le mode de continuité dans l’espace considéré. En
développant la déduction on définit les notioms suivantes: point ou
élément, variété connexe, composant dune variété, etre située
entre deux variétés, variété linéaire (ou ligne) simple, ligne de
Jordan. Il va sans dire que ce ne sont que les premiers pas vers le
but proposeé.

Jai a insister surtout sur un principe qui m’a guidé dans le choix
des définitions, des énoncés et des démonstrations: c’est qu'on ne consi-
dére que des propriétés intrinséques de la variété étudice, sans faire appel
a I'espace environnant. Il est évident que «de la ligne de Cantor ou la

(*) Voir, pa—rexemple, M. Fréchet. ,Sur les ensembles abstraits* (Ec. Norm., 38).

(**) Schroder. Algebrad. Logik; E. V. Huntin gton. Setsof independent postulates
for the algebra of logic (Trans. Am, M. S. Vol. 5).
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définition topologique de la ligne de Jordan fermée proposée par Schoen-
fliess (*) n'y satisfont pas.

La nature des notions primitives convenablement spécifiée, on retrouve
les notions correspondantes de I’espace Euclidien £,. La notion de la variété
linéaire, introduite ici, présente une généralisation de la ligne de Jordan.
M. Zoretti a défini la ligne par la propriété d’étre irréductible entre deux
points (*¥); il démontre dans l'ouvrage cité que cette définition ne permet
pas toujours d’établir les relations d’ordre entre les points de la ligne.
On verra que la définition de la ligne, introduite ci-dessous, le permet
presque par définition. '

N 2.

Les objets considérés, appelés variétés et désignées par des lettres
latines majuscules A, B etc., sont supposés appartenir a une classe X
bien déterminée ou donnée (on dira 'espace X). On aura a considérer des
classes de variétés faisant partie de X: ces classes sont désignées par des
lettres A, B etc.; dans ce cas A représente une variété quelconque
de A, B celle de B etc.

La relation de I'inclusion , A4 fait partie de B“ ou , B contient A“ s’écrit:
A < Bou B> A(cestla méme chose). La relation d’égalité A = B est, par
définition, équivalente au systéme de deux relations A < B, 4 > B (¥%%),

Groupe d’axiomes A

I1. |
2 aubl A% B, B#E,. ona-AXC.
1Ly . 1° Quelle que soit la classe donnée des variétés A, il existe une

variété 11 (A) qui posséde la propriété suivante: la relation X <1II(A)
est équivalente au systéme des relations X <A, on A est une

varieté quelconque de A.

2°. Quelle que soit la classe donnée des variétés A, il existe une

variété 2 (A) qui posséde la propriété suivante: la relation X > 2. (A)

est équivalente au systéme des relations X > A, ot A est une
variété quelconque de A.

Dans le cas oit la classe A est formée d'un nombre fini de variétés A4;
({=1,2...r) on"“écrira aussi:

Hiay A8, . A, 2R =404 ‘{LA,,.

On démontre l'unicité de II(A) et de 2 (A). On appelle II(A)
produit et 2 (A) somme des variétés de la classe A.

(*) A. Schonfliess. Die Entwickelung d. Lehre von d. Punktmannigfaltigkeiten
(Jahresbericht d. Deutsch. Math., Ver. 1908, Erginzungsband 1l p. 119).
(¥*) Acta Mathem., 1913.
(***) 11 est a remarquer que I’égalité A =B ne signifie pas en général Iidentité de A
et de B,
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X étant la classe de toutes les variétés considérées, posons:
HiX)—0, 2 X)==~

0 et Q sont appelées (resp.) variété nulle et variété totale. On a
0<X, X< Q quel que soit X.

Si la classe A est vide, on a 4 poser: II(A)=20, % (A)=0.

Au cas oit II (A) —0 on écrira tout simplement 2(A) ou 4;+Ay+...+An
au lien de Z(A) et 4,4+ 4.

L. A désignant une classe de variétés donnée, BA celle qu'on
obtient en multipliant chaque variété de A par B on a

B3 (A) < 3 (BA).

Puisque la relation B3 (A)> 2 (BA) est aisément démontrable, on

en déduit:
BZ (A) =2 (BA).

IV. Quelle que soit la wvariété A, il existe une variété A qui satisfait aux

relations suivantes:. i o
A+A=Q, AA=0.

La variété A est unique, ce qu'on démontre facilement. Nous avons
a distinguer les axiomes II;, et Il finis ou transfinis, selon que la
classe A est supposée étre formée d’un nombre fini on infini de variétés.
Le systéme classique de Schroder n’admet-que les axiomes finis. Tout de
méme je ne vois aucune nécessité 3 éviter dans la Topologie générale
des procédés quon emploie sans scrupules dans la Théorie des ensem-
bles. Quoiqu’'il en soit, on verra ce qui serait & modifier dans la théorie
suivante si I’on s’était décidé a rejeter les axiomes transfinis.

Il est bien connu que chacun des axiomes II; et II, est une cons¢quence
des autres axiomes: c’est par raison de symétrie qu’on les introduit tous
les deux. D’ailleurs ce n’est pas la question de lindépendance des
axiomes que nons avons a étudier.

Il n’est pas nécessaire a rappeler ici les lois des opérations formelles
qu’on déduit des axiomes A [—/V.

La variété 4 est dite é1ément ou point, si les conditions X % 0(¥),
X < A entrainent X = A. L’existence des éléments n'est pas postulée,
ainsi que leur absence.

Les propriétés suivantes des éléments sont a remarquer:

1) un élément A et une variété quelconque B étant donnce, on a ou
bien A <B ou bien AB=0, »

2) deux éléments A et B non égaux étant donnés, on a AB=0,

3) un élément A et une classe de variétés B étant donnés, si
A < 3 (B), il existe une variété B de la classe B (au moins) telle que A < B.

(*) Le trait vertical signifie la non-existence de la relation.
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Soit Ea la classe de tous les éléments faisant partie de A. Alors
2(E4) <A. Si, de plus, la relation

BB

est verifiée, la variété A est dite é1émentaire. La condition nécessaire
et suffisante pour que A soit élémentaire est que chaque partie de 4
non nulle contienne au moins un élément.

On démontre:

1) si A<B, B étant élémentaire, A est aussi élémentaire,

2) si toutes les variétés 4 de la classe A sont élémentaires, 2 (A)
est aussi élémentaire,

3) une variété quelconque est la somme de deux variétés A et B
telles que AB—0, A est élémentaire, B ne contient aucun élément.
Drailleurs les cas A=—0 ou B=0 ne sont pas exclus.

L’exemple d’une variété élémentaire est fourni par I'ensemble E des
€léments quelconques: on définit les variétés comme sous-ensembles de E
et la relation A < B signifiera que A est sous-ensemble de B. Alors E(=0)
et tous les sous-ensembles de E sont élémentaires.

Jemprunte 2 M. S. Bernstein I'exemple d’une variété non nulle sans
elément (¥). La classe X est formée de toutes les suites possibles des
nombres 0 et 1 (fractions dyadiques si I'on veut:

A=(a;, a. ;... 0,..)= [a,].

La relation A <B veut dire que I'une de trois circonstances suivantes
(au moins) a lieu:

1°, ou bien la suite [a,] contient un nombre fini ou nul de nombres L

2°. ou bien la suite [8,] contient un nombre fini on nul de nom-
bres 0, ;

& o0 bien on a @< B, (n=1,2,3.0)

La variété = (1, 1, 1...) ne contient aucun €élément, ainsi que toute
autre variété qui n’est pas égale 2 0=(0,0,0...).

N 3.

La relation primitive ,A est conjoint de B“ est désignée par A >< B.

Groupe d’axiomes B

L. Siivd< Bii‘om.a - Boc A aussi
on dit tout simplement que les variétés A et B sont conjointes.
I o 0> A
0% A<B entraine A><B.

(¥) ,Les axiomes de la Théorie des probabilités* (Commun. de la Soc. Math. de
Kharkow, T. XV, N 5—6, p. 245).
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En particulier, on a, A étant non nulle, A= Q A< A,
[I. Les relations, A>< B, A*> A entrainent A*><B.

Dornc, si A><B, A*» A, B*> B, on a A*><B* (1 et 1II).
Si AB+0,0n a A><B (Il et III).

Iv. Si A><B--C, on a l'une des relations (au moins)
Ase BouwiAa<C.

Il sensuit: si A><B,—-By+ ... B, (somme finiel), on a A><By,
k étant un (au moins) des nombres 1,2...7.

Les propositions suivantes sont conséquences de III et IV:

1) De Ak B, A* <A, B* <B il suit A*>K B,

9) De A B, A>C il suit AXB-}-C.

Considérons le cas spécial (qui est le plus important) de la classe de
variétés élémentaires. Supposons que la notion de la limite d’'une suite
d’éléments [A,] est introduite jouissant de.deux proprietés suivantes:
1°. si lélément A est la limite de la suite [4,], il est aussi la limite de
chaque suite partielle [Ap,]; 2°. 'élément A est la limite de la suite [A]
dont tous les termes sont égaux 2 A. On définit, comme d’habitude, la
variété (ou ensemble) dérivée A’, ainsi que les dérivées d’ordres supérieurs
finis on transfinis.

Sauf indication contraire, dans ce cas spécial la relation A><B est
interprétée comme équivalente a la relation

AB--AB -+ AB+0,
ce qui signifie: ou bien les ensembles A et'B ont un élément commun ou bien
il existe un élément-limite de 'un de ces ensembles qui fait partie de I'autre.
D’ailleurs, on pourrait interpréter la relation A><B comme équivalente a
ABFBFB L F B L BALA LA LA 0
ou :
Afafaf. . fam@le L8 L. B0,

4 désignant un nombre quelconque fini ou transfini.

N 4.

Revenons au cas général.
La variété A est appelée connexe, sielle n’est pas la somme de deux
variétés non nulles et non conjointes, c’est-a-dire si des relations

A Xl v Ty

il suit ou bien X=0 ou bien V=0.
Il est évident que chaque élément est connexe, 0 aussi est connexe.
Théoréme 1. Si la variété connexe A fait partiede X+ V7,
oit. X>k Y, on aoubien A<X ou bien A<Y.
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Dém. De A<X-4-Y on déduit A=AX--AY. Puisque X>K7Y,
AX <X, AV <Y, on a AX>AY. Or, A étant connexe, l'une des varié-
tés AX et AY est égale 2 0. Soit AY=0. Alors A—AX < X.

Théoréme 2. Si les variétés connexes A et B sont con-
jointes, leur somme AJ-Best connexe.

Dém. Soit A—-B non connexe: A4-B=X-1-¥, X>< ¥, X0, Y+0.
En vertu du th. 1 on a ou bien A <X ou bien 4 <Y. Soit 4 <.X. De
méme on a ou bien B< X ou bien B<Y. En admettant que B< X, on
obtiendrait 4--B<X, ¥—=0. Soit, donc, B<Y. Alors, de A<X et
X>K Y il s’ensuit A>k B, ce qui est contraire 2 I'hypothése.

Théoréme 3. Soit A une classe de variétés connexes
(dontle nombre est >1). Si 2=2(A) n’est pas connexe,
on peut séparer des variétés de la classe A en deux clas-
ses A, et A, (toutes deux non vides) d’une telle maniére
que deux variétés A, et A, appartenant auxclasses diffé-
rentes soient toujours non conjointes.

Bém. Fn effet, soit T XL ¥, XskeV. X +0, Y =£0. Chaque variété
A de A fait partie ou bien de X ou bien de Y. Soit A, la classe de
variétés A qui font partie de X; de méme, A, la classe de variétés A qui
font partie de Y. Si, par exemple, la classe A, était vide, on aurait ¥—0.
Soient A, une varieté de la classe A, A, une variété de la classe A,.
Puisque A, <X, 4, <Y, X>k VY, on a Apsle B

Théoréme 4. Inversement, soit A une classe finie de
variétés connexes et non nulles; sil’on plelit sepidncr A
en deux classes non vides de la maniére indiquée dans
le théoréme précédent, alors 2=2(A) n’est pas connexe.

Dém. On pose X=23:(A), V=23 (A,) et applique I'axiome IV B.

La généralisation au cas de la classe A infinie n’est pas possible,
comme l'exemple d’'un ensemble continu quelconque de £, le montre.

La classe de variétés A est dite monotone s'il existe la relation
d’ inclusion entre deux variétés quelconques Iui appartenant, c’est-a-dire
si, quelles que soient 4; et A, de A, on a ou bien A, <A, ou bien
A, > A, ;

Théoréme 5. Soit A une classe monotone de variétés
connexes et non nulles. La somme =3 (A) est connexe.

Dém. Dans le cas contraire, soient A, et A, deux classes construites
d’apres le th. 3. Soit A, une variété de A, A, une variété de A,. Alors
on a A4; >k A4,, AA,=0. Puisque A est monotone on peut supposer
A; < A,. Par conséquent, A,—0, ce qui est contraire 2 I'hypothése.

N 5.

La variété U est dite composant de la variété A, si elle satisfait
aux conditions suivantes: 1°. U est connexe, 2° U=0, 3° U< A,
4°. Si U< X <A et si X est connexe, on a X=U.
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Théoréeme 1. Si la variété B connexe et non nulle fait
partie de la variété A, il existe un composant de A qui contient B.

Dém. Soit Cg la classe de variétés connexes, contenant B et
contenu par A: par exemple, B apartient a Cg. On s’assure que
2 =0 (Cg) est le composant de 4 qui contient B. En eifet, 2 est con-
nexe: autrement on séparerait la classe Cg en deux classes (th. 3 N 4)
d’une telle maniére que des variétés appartenant aux classes différentes
ne soient pas conjointes, ce qui est impossible, puisque toutes les varié-
tés de C”BI contiennent une partie commune B+0. On a 2 < A, puisque

toutes les variétés de Cg font partie de A. Enfin, supposons X connexe .

et <X <A Alors B<3<X, et X appartient a Cg; donc, X < 3, d’ont
X = Do doad )

Il est évident que, inversement, si la variété n’a pas de parties con-
nexes, elle n’a pas de components.

Théoréme 2. Deux composants de A non égaux ne sont
pas conjoints.

Dém. Soient U, et U, deux composants de A tels que Ui>< Bl ER
vertu du th. 2 N 4, U, 4 U, est connexe. Des relations U; < [ sl < A
U,<U,--U,<A on conclut, U, et U, étant composants de A: e ti=h
U Uy = Uy, @on Uy =Uy

Théoréme 3. Une variété quelconque A est la somme de
tous ses composants et dune variéténe contenant pas de
variétés connexes non nulles. ‘

Dém. En désignant par Us la classe des composanis de A, on a
I (Us)<A. En posant Z=AZX(Us), on obtient A=3Ua)+Z et
g’assure aisément qu’aucune partie mon nulle de Z mlest connexe.

En particulier, les cas Z=0 ou 3(Ux)=0 ne sont pas exclus.

Nous réservons le nom de variété réguliére a une variété qui est
égale 2 la somme de ses composants;

K== S{U4).

Toutes les variétés élémentaires sont régulicres.

La proposition suivante est réciproque aux théorémes 2—3.

Théoréme 4. Soit U une classe de variétés connexes et
non nulles. Posons A=2(U). Si l'on a Usk AU quelle que
soit la variété U de la classe Ula classe U esd lacdasse
de composants de A

Dém. Si X est variété connexe, on déduit de U< X <A que X =0U-1
- XU, et, puisque U AU entraine U>k XU, U étant non nulle, on
conclut XU =0, donc, X < U, X=U. Cela veut dire que U est un compo-
sant de A. -

Inversement, soit' V un composant de A. Puisque V <A = Z(U), on
a V=23 (VU). Toutes les variétés de la classe VU ne peuvent pas étre

(*) En renoncant a I'axiome 1, A transfini on aurait & prendre ce théoréme pour
laxiome nouveau.
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nulles (car V£ 0), donc soit VU*+£0. Alors V= VU*-} VU* et de
U* >k AU*, VU* < U*, VU* < AU* on déduit, V étant connexe, VU*—0
(puisque VU*#0). Donc, V= VU*, V<U*<A. U* étant connexe et V
composant de 4, on en conclut V= U* c. q. 1. d.

Corollaire. En particulier, si U est une classe finie de
variétés Unon nulles, connexes, et que U;>k U, quelles
que soient U, et U, de U(U;#+ U,), U est la classe de compo-
sants de A=2(U).

Il suffit de se rappeler 'axiome IV B.

Théoréme 5. Si U est un composant de 4, et B> A4, U est
composant de A+ B aussi.

Dém. Admettons U < X < A-|- B, X étant connexe. En vertu du th. 1 N 4
on conclut X' < A, parce que de X < B on déduirait U < B, tandis que UB—0.
Alors de U< X <A il suit que X="U, puisque U est composant de A.

Théoréme 6. Si U est un composant de A} B, et U=<A,
Uestun composant de 4 aussi.

Dém. X étant connexe, U<X<A-L B entraine X—=U. A fortiori
U < X < A l'entraine.

Soit B une partie connexe et non nulle de 4. On désignera le
composant de A qui contient B par US.

Théoréme 7. B, et B, étantdeux parties connexes et non
nulles de 4, s’il existe une variété connexe C telle que

B =L <4
B, et B, font partie d’un méme composant de A4:
Us, = Us,-

Dém. U +C etant connexe (th. 2 N 4), on a UA < UA—I—C<A
d’ont il suit UA+C-——UA €< Uy .Deméme G I Donc, UA Uil
et, enfin U’f1 _UA (th. 2 N 5).

Corollalre B* étant connexe, si O:Q:B"<Ug, on a Ug*:
= Ug. (On prend: C=—U2).

Theoréme 8 B étant connexeet non nulle, la relation
BoAsAt eatratne U< UL,

Dém. Uy} Uy’ étant connexe, de Uj < UA-]- UM< A% on déduit
Uz Uy = Uy, dott il vient U4 < UL,

Théoréme 9. Soit 0:§:Q<A A et Qetant supposees con-
nexes. Alors, si U est un composantde AQ, AU est connexe.

(Cette proposition est d’importance partlcuhere pour la théorie qui va
suivre).

Dém. Supposons que AU he soit pas connexe:

AU=X+Y, X>kY, X+0, Y=o

Q étant connexe et faisant partie de AU (car U<A@, on a ou
bien Q<X ou bien Q<Y (th. 1 N 4). Soit Q<X; alors Y <AQ.
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Considérons la variété U- Y. Elle ne peut étre connexe: en effet, U4V
étant connexe, de U < U-|-Y < AQ on déduirait U-+ ¥V =U, ce qu1 est
incompatible avec Y 4= 0. Par conséquent, on peut poser:

UtY=X-+§ XXV X0 F=0

Puisque U est connexe, nons avons ou bien U < X, ou bien U < Y,
(th. 1 N 4). Soit U< X;. Donc, V3 <Y, et de X>KV il suit X>KVY,.

On a, plus loin:

A:UJI“AUt U‘}‘(X_f‘ Y):X_HUJ;_ YVy=X-+4 (Xt Y1) =(X - K41y

En vertu de l'axiome IV B les relations X>V,, X, >V, ont pour
conséquence X - X, >Y;. Puisque XX, +0, ¥, +0, A n’est pas con-
nexe, ce qui est contraire a I'hypothése.

Donc, AU est connexe.

Immédiatement, on obtient la généralisation suivante.

Théoréme 10. Soient A et Q deux variétés connexes
telles que 0 Q< A. Alors, si 2 estlasomme d’'une classe
finie de composants de AQ, AY est connexe.

Ce n’est pas le cas pour une classe infinie, comme l'’exemple suivant
va le montrer. Considérons le plan. Euclidien. A soit formé: 1) du seg-
memt QU< x< 1, y=0), = 2) des segments's L (X =, Owippa 1,
e Fa > Sy > 5 lima,—0; =1, 2:3-..),/3) du'pemit F{x—10,

y=1)Ainsiil ot A:Q+E U, P. Il est aisé de s’assurer que A
fi=l

est connexe. Les segments {J, sont composants de AQ (ainsi que le

point P). Cependant AZ Uy,= Q- P n'est pas connexe.
1

N 6.

On dit que Q est situé entre P et R dans A, si les conditions
suivantes sont satisfaites: 1°. P, Q, R+ 0, 2°. P, Q, R sont connexes,

ey e o ) Al i e D R v el R i
On représentera ce fait par la notation:

PQIR(A).

Il est évident que les relations P|Q|R(A) et R|Q|P(4) sont
equivalentes.

Théoréme 1. La relation P|Q|R(A) implique Up=Upy="Us.

 Dém. D'apres 5° on a Up = Up = U. Soit Uy % U. Alors UgU = 0(th. 2

N 5), donec QU =0, U < AQ. Puisque P, R< U, on a UﬁQ:UﬁQ (th. 7
N 5) ce qui est incompatible avec I'hypothése P|Q|[R (4). ,

Théoréme 2. P* étant une variété connexe, telle que
0 == P* <A, P*Q= P*R =0, P*>< P, la'relation P| QIR (A) entrdine
P*[ QIR (A. ‘

Leprwmenn. Haykosi sanucku, sui. II1 6
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Dém. D’abord, on a Uﬁ*: Uf‘e. En effet, puisque P{— P* est connexe,
le th. 7 N 5 nous donne Us,=Us,, doit il suit Up,—Uj, puisque
Ut~ Q;‘. De méme UAQ ‘ UAQ et de U4 Uy on conclut UAQ 4
Co

Fhéoreme 3. -QF étant connexe telle’ gue Q<O <A,
Q*P—Q*R—=0, la relation P|Q|R(4) entralne P|Q*|R(A).

Dém. Du théoréme 8 N 5 il résulte: U2 < UA9, puisque P < AQ* <
< A0, De nieme, 5% « U}gQ. Done, U % UﬁQ entrainant UQQXUQQ
fln BN Bheon: aclit S L2, dan 2T L U7

Théoréeme 4. B étant supposée connexe, telle que B< 4,
PO R<B; larelation P|QIR(4) entralne PO R(B). 3

Dém. De U§Q>KUAQ UBQ < UqQ UBQ < UAQ on conclut U,IfQ>|<

H6 Il : BQ B
S l2Y) wou il suit L% LU0,

Théoréme 5. Chacune des relations

PIQ|R(A), QIRIPA), R|P|Q(A)

est incompatible avec une autre.

Dém. On s’appuie sur le th.9 N &.

Soit P|Q|R(A). Posons: UA-U =B Bi US:FB, les relations
Q|R|P(A) et R|P|Q(A) n'ont pas lieu, puisque U‘S:i: Uﬁ, U’S:Q: Ug.

Supposons donc: Uﬁ:Ug: Ug:B. Alors on a P|Q|R(B) (th. 4).

Soit, pour abréger, Uf,QzU, UngU*.

En vertu du th. 9 N 5 BU est connexe.

Puisque P < U, on a BU < BP.

D’un autre coté R < U*, et puisque UU* =0, on a R < BU.

Enfin, de U < BQ résulte Q < BU.

Donc, UBP Ug” (th.7 N 5).

Cela veut dire que la relation R|P|Q(B) n’a pas lieu.

Par conséquent, la relation R|P|Q(A) n'a pas lieu aussi (th. 4).

De méme, on démontre 'impossibilit¢ de Q|R|P(4).

Théoréme 6. Etant donné B> A, de P|Q|R(A) résulte
P|Q|R(B) oubien il n’existeaucune des relations

PIQIR(B), Q|R|P(B), RIP[Q(B).
Si, en outre, A est un composant de B, on a nécessaire-
ment P|Q|R(B).

Dém. En effet, de Q|R|P(B) on déduirait, par exemple, Q|R|P(A)
(th. 3) ce qui est incompatible avec P|Q|R(4).

Soit A un composant de B. Supposons que la relation P|Q|R(B)
west pas satisfaite. Alors U5%— Us—=U < A, donc U < AQ. Puisque
P, R< U< AD, U étant connexe, on en conclut /4% — UAQ (th. 7 N 5)
ce qui est incompatible avec P|Q!R (4).
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Remarque. Dans les théorémes suivants, la variété A étant sup-
posée toujours la meme, on &crira tout simplement P|Q|R au lieu
de P|Q|R(4). ‘

Théoréme 7. Se’tantsupposée connexe, telleque 0FS5< 4,
PS=QS=RS—=0, Uf=U:, 1a relation P|Q|R entraine l'une
des relatlions PleS ou R|Q|S (au moins).

Dém. D’abord, la condition 5° est remplie: Uj= UA—UA En sup-

posant les relations P|Q|S et R|Q|S non satisfaites, on aurait UAQ Ugf?

UA?— U4°; donc, on en déduirait UR—=U4?, cesta-dire P|Q|R ne
seralt pas satisfaite.

Théoréme 8. Si P|Q|R et Q|R|S, on a P|R|S et P|Q|S.

Dém. On a PS=0. Autrement P S serait connexe, et I'on conclu-
rait P--S|Q|R et Q|R|P-S (th. 2) ce qui est impossible en vertu
du th. 5.

O fadait dw th 2 =0k — b .

Puisque P|Q|R est sahsfalte PIRiQ ne lest pas (th. 5). Donc,

UAR — UAR D'un autre coté, Q|R|S entraine U3® + UR 1l en résulte

UAR:FU d’ou il suit P|R|S.
On obtlent P|Q|S par le méme raisonnement aprés qu'on change
de place les relations P|Q|R et Q|R|S.
Théoréme 9. Si P|Q|R et Q|S|R, on a P|S|Ret P|Q|S.
Dém. On démontre comme dans le théoreme précédent: PS =0,
Lomlieal e — 1
Posons UM =U, Us*=U* On a UU*=0, d'ott il résulte QU* =0,
U* < AQ. 5okt
Admettons que P|S|R ma pas lieu. Alors USS— UA® = U*. Dong,
P« Ut R U™
En vertu du th.7 N 5 on obtient U4%= UQQ, c'est-a-dire la relation
P| Q| R n’est pas satisfaite, contrairement a I’ hypothése. Donc, on a P|S|R.
D’ autre part, de P|Q|R on déduit ou bien P|Q|S ou bien R|Q[S
(th. 7). Mais R|Q|S est incompatible avec Q|S|R (th. 5); donc, on
2Pl QS
Théoréme 10. Soit QS=0. Si P|Q|R et P|S|R, on a ou bien
P|S|Q et S|Q|R ou bien P|Q|S et Q}S{R.
Dém. On a d’abord: U—U—U U
De P|Q|R on déduit, en" vertu du th. 7 ou bien P|Q|S ou bien
R|Q|S. De méme, en partant de la relation P|S|R, on obtient ou bien
P|S|Q ou bien R|S|Q. Les rel S| Q étant incompa-
tibles (th. 5), ainsi que R|Q|S et R|S|Q, il reste & prendre ou bien
Q|S et R|S|Q ou bien R|Q|S et P|S| Q.
Théoréme II. Si les relations P|Q|R, S|Q|R sont remplies,
la relation P|R|S ne 'est pas.
Dém. En effet, de P|R|S et R|Q|S il résulte P|R|Q (th. 9), ce qui
est incompatible avec P|Q|R (th. 5).

kas 25y
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N

Nous dirons que les variétés de la classe P sont alignées dans A4,
si, quelles que soint P;, P, P; de P (non égales entre elles), 'une des
relations.

Py Py | Py(A), Py Py P (A), Ps|P|Py(4)

est toujours satisfaite. On sait d’ailleurs que deux de ces relations ne
peuvent subsister simultanément.

La classe P est dite ordonnée, si une définition - de l'ordre est
donnée au moyen de la relation P, C P, (,P; précéde P,*), telle que:
I" quelles gie soient P, et P, (P, == F,) de P, o1 a ou bien P, C £, on
bien. F,C.Py;..et  non . simultanément, 2° P;CP;-et By 0P, entrainent
P, C P (transitivité).

La relation P,DOP;, (,P, suit P;“) est définie comme équivalente
a2 B

Théoréme. Siles variétés de la classe P sont alignées
dasis 4, on peut ‘deiinir les relations dordre dang 1a
glasse Pudiune delle . rmanidre®que PCPCP -entraine
FURAE A queltles gue soient P, P, P,'de P (don épales
entre, ellbes) (Par iconséquent, PP P (A entrdineraion
biems O PP o bied Pl PP

- Autrement dit, si les variétés de P sont alignées dans A, la relation
a trois termes ,étre situé entre dans A“ peut étre réduite & une relation
& delix (tenmes ", préceder,

On démontre le théoréme en s’appuyant sur les théorémes 8 — 10

du N 6.

En choisissant d’abord arbitrairement P et P de P, on pose arbi-
trairement aussi:
2 P

On sépare toutes les variétés P de P autres que P et P en trois classes
PP s pid suivant que la relation P}P\Jb ou.PyP]F" ou P\'F.’EP est
satisfaite (*). Chaque variété appart'ien‘c é. une sel.lle des tro.is classes
(th. 5 N 6). Admettons que P appartienne a P'. Alors, de P\}‘jiﬁ il doit
suivre ou bien P C {DC P ou bien PCPCP. Or, la derniére relation ne
subsiste pas, puisque P C 15; done, on z; a poser P C P PCA

De meme, on pose, P appartenamta P:"P 3 P, P( P, et, P appar-
tenant a P™: P D I;D, BN D :

(*) Il n’est pas exclu que certaines des classes P', P”, P’/ soient vides.
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Soient P; et P, (P, & P,) deux variétés de P autres que P et B. On
a 2 distinguer six .cas suivant que P, et P, appartiennent a1 une ou
'autre des classes P, P”, P”, comme le tablean suivant le montre:

PI p” P(//
| |
1 'Y ) |
| |
| |
2 °e l
| |
3 . ee®
i s
4 @ L]
5 ® ®
6 ® ®

Considérons d’abord le cas 4: soit P, la variété appartenant a P',
P,—celle appartenant a P”. On a P, C P, P CP,; donc, pour satisfaire a
la transitivité, on posera P, C P,. i o '

En général, P, et P, appartenant a des classes différentes (cas 4, 5, 6)
on a a poser P, C P, ou P, C P, suivant que l'indice de la classe a la-
quelle appartient P, est supérieur ou inférieur a celui de la classe a laquelle
appartient P,. :

Dans le cas 1 on a P, 1P Pet P, ]P[P donc, dbng n’est pas

satisfaite (th. 11 N 6). Par conséquent, on a ou bien P, ]szP ou bien
2;P1|P. boit, pour lixer les idees, P”Pn]P ce qui entraine P, |P9\P

(th. 9). 11 doit en suivie ou bien P, CP,CP ou bien PO P, VP le
dernier ¢étant impossible, puisque P; et P, appartiennent a P, on pose
nécessairement P, C P,.

De méme, dans le cas 3 on a ou bien P]PI}P ou bien PIPQIP1
On pose (respectivement) P;C P0 ou. B (P]

Enfin, dans le cas 2 de P & [P et PL Pq(P on déduit ou bien P| P1 | s,

P,| P,| P ou bien P |51 Py, P \P,| P; on a a poser (resp.) P,C P, ou P GF,.
On a défini ainsi une relation P,C P, ou P,C P, entre P, et Py,
P, et P, étant soumis a une seule condition P & P,. Nous avons a véri-

fier maintenant que 1) cette relation est transitive, 2) de P,CP,CP;
il suit Pyl Pyl Pa
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Evidemmeut, il suffit de supposer que P;, P, P, sont autres que
P et P. Dix cas sont possibles, indiqués par le tableau suivant:

P P” |
1 !oeo | ’
2 o0 ; :
3 r XX
4 oo &
5 o °
6 & ®e
7 t X °
8 ® I oo
9 [ R
10 l ® ! o iy

| L g

Dans les cas 1, 2, 4, 6, soit P,C B,, P,C P;, cest-a-dire P,| P21P°,
P,| P, | P. Donc, B P Pel P,|Py| P (th. 9), la derniére relation ayant
pour conséquence P, C P;.

Les cas 3, 2, 9, 7 se laissent traiter d’ une maniére semblable.

Dans les cas 5, 10 soit P,CP,CP; P, P,CPCP, De la on
déduit P1|P2115, P1|1'D§P3, PglmPs. En vertu des th. 8 ou 9 on en obtient
P,|P| Py et P,|P|P;, ou P P

De méme, dans les cas 8, 10.

Remarque. En revoyant la démonstration précédente, on s’apercoit
que, P et P étant choisis arbitrairement et la relation PC P étant
imposéé, toutes les autres relations en sont conséquences° nécessaires.
Il est évident qu’en changeant le sens de la relation initiale, c’est-a-dire
en posant PO P, on aurait 2 changer le sens de toutes les autres relations.
On s'assure que, quel que soit le choix de deux variétés initiales P et £ on
vient toujours 4 l'une de ces deux systémes de relations. Donc: c’est de
deux maniéres dificrentesiqu’il est pessible dordonndr
(ou orienter) la classe P. Toutes les relations d’ordre
changentde sens en passantdel’ une orientational’ autre.
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N 8.

Une variété L sappelle variété linéaire (ou ligne) simple
si:1°. chaque variété connexe P (qui n’est pas élément) telle que 04 P< L
contient une partie connexe Q telle que Q =0, Q4P 9% P et Q ¢tant
parties connexes de L, QP est une variété réguliere (N 5), 3L wul wcon-
nexe, 4°. quelle que soit la classe P, satisfaisant aux conditions énumerees
au début du N 7 (en remplacant A par L), les variétés de cette classe
sont alignées dans L. D’ ailleurs, en vertu du théoréme du N 7, il est
suffisant 2 supposer (condition 4°) que les variétés des classes formees
par trois variétés soient alignées dans L.

Théoréme 1. Une partie connexe de la variété linéaire
est aussi linéaire.

Pour la démonstration il suffit de se rappeler le th. 4 N 6.

Théoréme 2. L étant linéaire et une variété connexe Q*
satisfaisant a la condition 04 Q*<Q, de P|Q|R() il suit
PIQ*|R(L).

Dém. Puisque P, Q% R sont alignées dans L, 'une des relations
| PIQ*|R(L), Q*|RIPL), RIPIQ*W)
est satisfaite. Cependant Q*|R|P(L) (resp. R|P|Q¥(L)) entrainerait
Q|R|P(L) (resp. R|P|Q(L) (th. 2 N 6) ce qui est incompatible avec
P|QIR(L) (th. 5 N 6). Donc, on a PLO* R
Théoréme 3. P étant une partie connexe et non nulle de
la variété linéaire L, LP est connexe ou bien consiste de

deux components.
Dém. D’apres 2°, LP est réguliere. Soient U, U,, Us—trois com-

ponents de LP. Alors on a
U,|P|Us(L), Up|PlUs(L), UslPIULL).
D’autre part, U,. U,, U, étant alignées dans L, on a l'une des relations

Uy | Us (L),

U, | Us | Ug (L), Us|Us| U (D), Us
soit la premitre. Alors (en vertu du th. 9 N 6) on a:
P|Us|Us (D),

ce qui est incompatible avec U,|P|Us(L).
. Une partie S non nulle et connexe de L soit appelée segment de L,
si LS est connexe et non nulle. Pour que S soit un segment de L, il est
nécessaire &t suffisant que les conditions suivantes soient satisfaites:
1° S0 SY% L 2. 3 est coniexe, 8% S« % S nes pas entre deux
variétés dans L. Il est évident que, S étant un segment de L, LS V'est aussi,
Sl existe deux components de LP, P étant supposée une partie con-
nexe et non nulle de L, on les désignera par 200 A 2l
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Théoréme 4. Si 1a variété linéaire L n'est pas un élément
(ce qui n’est pas exclu par la définition), elle contient des seg-
mepts: Ew pardienliern P letant unespaglie Eonneges(non
segment de Lyetimon'nullede L, P et Poadinsl gue’ P P
et P1P" sont des segments de L.

Dém. D’ aprés 1° L contient une partie connexe P telle que P =0,
P = L. Supposons que P n' est pas un segment de L. Pour s’ assurer
que PP’ et P-|-P” sont connexes, il suffit de se rapporter au th. 9N 5.

Si 8§y, S, S; sont des segments de L, il est impossible que les rela-
tions S;S, = 38,5, =5,5, =0 soient satisfaites (on obtiendrait alors 'une
des relations S, |S,|S5(L), Sa|S5|S;(L), S5|S.|S2(L). De plus, on dé-
montre la proposition suivante.

Théoréme 5. S|, S,, S; étant des segments de L, I’ une (au
moins) des relations de I'inclusion

S S Sk Sy SdiGy
S S, S=<S S,«h
est satisfaite.

Dém. Remarquons d’abord que, si un segment S contient une partie
connexe P (non segment) de L, on a ou bien §> P’ ou bien S» P”.
En effet, S> P entraine AS < AP—=P - P”. Puisque P’ >k P”", on a ou
bien AS <P’ ou bien AS<P” (th. 1 N 4). Soit AS<P'. Alors
S>> P+ P> P

Admettons maintenant qu’aucune des six relations ci-dessus n’est
satisfaite, c’est-a-dire soit

SikS; G, j=1,2 3; i%F))
Alors S:S; =+ 0. En vertu de la condition 2°, S;S; est régulitre. Donc S5,

contient une variété P; connexe et non nulle. On a, par conséquent:

Pi/ < Sz’ sy . . (1)
— L
) hEF S0 5 SHfuny
Conformément au th. 3:

L—P;+P 1P,

(oit I’ on convient de poser P:.j:O si Py est segment de L). D’aprés
la remarque faite plus haut on peut supposer:

Si> [):'j' (3)

La relation (2) fournit S; <P+ P, d'oii il suit o u bien S; <P, ou bien
Sj< P, (th. 1 N 4). Si S;<P,, on a, a cause de (3): S;<S, et le théo-
reme est démontré.

Il reste a supposer:

Srelly elbsdi b 2804 F9) (4)
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(1) et (4) donnent en particulier:
Pows. 0P
e S <P (5)
BixS, <P

doir. il suit que PPy == PasPie=PyuPes=0. On_en conglut gue P,
P,;, P; sont alignées dans L, ce qui entraine l'une des relations
Pia| Pog| Py (L), Pog| Py | Pio(L), Py |Pia| Pog(L). Supposons, par exemple,
que c’est la premitre qui a lieu: Piy|Pys|Ps (L). Cela veut dire que
ol Pm font partie de deux components différents de LP,;. Puisque
P31<P (a cause de (b)), on a Plo<P On en conclut, 3 l'aide de

P;;«: S, (3), que P, < S,. La relation derniére est en contradiction avec
P,,S,=0 (2). Donc, la supposition (4) est a rejeter.

Théoréme 6. Si S, et S, sont deux segmentsde L tels que
S 8, S; %8, I'nne (ag meing) desrelatigns

8$,8,=0, S,fS=1L
estsatistaites o
Dém. Considérons trois segments S;, S, et LS,. Puisque les relations

Suxifae 8, LULS,
BRI s

ne sont pas satisfaites, ou a, en vertu du théoréme précédent, ou bien
S, < LS,, ou bien LS, < S,, ce qui revient (resp.) 4 5,5, =0o0u S, 8y =1L.

Théoréme 7. S'il existe une relation de inclusion entre
les segments S, et S,, ainsi que entre lessegments S, et S;,
il en existe une entre §; et S§; aussi.

Dém. Quatre cas sont possibles: 1) §; < S, S5 < 85, 2) §;< S5, Sp< S
B)raSy €8y Sp< 8y 4) 5, % Sy | 5; <5 SN suffit “de condidérer les
cas 3—4.

Dans le cas 3 supposons que S; K S; S; < S;. Alors on a ou bien
S;S;=0 ou bien S,-}S;=L (th. 6). Si §,S;=0, il n’existe pas de
relagjons de Pinclusion entre les segments S, S, LS, ce qui est en con-
tradiction avec le th. 5. Si S, S;=L, on conclut S,> S +S;=1L,
So=L, donc §, n’est pas un segment.

Le cas 4 se ramene au cas 3, car S, > S, est équivalent a
IS a8, Sy< 8 2 L5, <15

Théoréme 8. Soit S la classe de tous les segments de L.
Laiclasse § peat €tre séparée ewdeux clasyes § i 8¢
telles quil existe ou non une relation de linclusion
entre deux segments suivant qu'ils appartiennent a une
méme classe ou bien a des classes différentes.

C’est le corollaire des théorémes 5 et 7.
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Théoréme 9. Les segments & et §” appartenant respec-
tivement aux classes 8 ¢t 8, 5'5" estconnexe.

Dém. De la relation S'S”—=S'LS” ou conclut que S'S” est régu-
ligre (2°). Soient U, et U, deux composants non égaux de §'S”, ainsi
que U, >k U,. :

Si S” appartient a la classe 8, le segment L5” appartient a la
classe §’. Donc, on a ot bien §' <LS” ou bien S »LS”. Puisque
N A <L nest pas possible, et, par conséquent, S’ L5 En
se rappelant que S'S”=S'LS”, on obtient: U, | LS| Uy (S7). 11 en suit
U, |LS"| Uy (L), puisque de U, | U, | LS” (L), par exemple, on conclurait
Ui, [ LS (ST).. Or g \U,(L) n'est pas possible, car LS’ est un
segment de L.

Donc, §'S”, étant réguliere et ne contenant plus d’un composant,
est connexe.

Théoreme 10. S, et S, étant deux segments de L, tels
que S, <S,, S; est un segment de S,.

Dem En effet, en vertu du théoreme précédent, S,5, =S, . LS, est connexe.

Théoréme 11. Si P|Q|R(L), S est connexe, S<L, SP=0,
SR=+0, on a2 S »0Q.

Dém. Soit, au contraire, QS=0. Puisque @S, (=0Q.LS), SP(— PLS)
SR (:R.LS) sont réguliéres (2°), on peut en extraire (resp.) des compo-
nents U, V, W. P|Q|R(L) a pour conséquence V|U|W(L) (th. 2 N 6
et th. 2 N 8). La derniere relation, d’autre part, n’est pas possible,
puisque, S étant connexe, de V; W< S on conclut Uw ULU (th. 7 N 5).

Théoréme 12. P, et P, étant parties connexes de L, PB,
est connexe.

Dem, Soit BB, 0.

1) Le théoréme est démontré dans le cas out P et P, sont des seg-
ments de L.

9) Soit P, (=S),un segment de L, et L=P,-+P,-}P,, P,+0,
P, £ 0. Puisque P~ P, et P,-}-P, sont des segments de L (th. 4),
S(P,+P,) et S(Py--P,) sont connexes. Done, si SP, =0 ou SP, =0,
le théoreme est démontré. Supposons SP, &0, SP, 4 0. Alors, se rap-
pelant que P, |Py|p, (L), on conclut a I' aide du th. 11: P, <S. Par%on-
séquent, P,S="F, est connexe.

3) Passons au cas général. Soit L =P, 1P |- P . Puisque P,-}-P,
et P, P, sont des segments de L, (Pl—}—Pl) P, et (P, +P,) P,sont con-
nexes. Si P\P,—0 ou P,P,=0, le théoreme est démontré. Soit P;P2 + 0,
P.P, 0. Alors le th. 11 donne, puisque P, |P,|P, (L): Py <P, dou il
smt que PP, (=P, ) est connexe.

Théoréme 13. Soit S une classe de segments de L qui
appartiennent ala classe S’. Alors 2:2-(8;) est s uns§ops
ment de la classe 8 ou bien égale a L.
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Dém. = est connexe en vertu du th. 5 N 4. Si 'on avait 2| 2|27 (L),
on aurait de méme 3 |S,|2" (L), ot S, est un segment quelconque de
la classe S'?, ce qui est en contradiction avec la définition du segment.

Théoréeme 14. Soit S; une classe de segments de L qui

appartiennent a la classe §. Alors H:H(S'*) est un segment
de la classe 8 ou bien est nulle.

Dém. 11 suffit de remarquer que LII est égale 2 la somme des seg-
ments de la classe LS .

Théoréme 15. P étant une classe de variétés connexes,
faisant partie de L, II=1II(P) est connexe.

Dém. Soit L =P+ P --P" (P"+0 ou P"=0), P étant une variété
quelconque de P, P” et P” des segments des classes §" et 8" respecti-
vement. Soit P’ la classe des segments P’, P” celle de P”.

Il suffit de remarquer que II = L2 (P").LZ (P").

N 9.

Une variété A est dite irréductible entre M et N, si elle satis-
fait aux conditions 1°—3° du N 8 et, en outre, 4°. A><M, A><N,
5°, il n’existe aucune partie connexe B de A qui vérifie les relations
Bo< M, B>< N, B+ A.

Théoréme 1. Soit L une variété linéaire, jouissant de la
propriété suivante: quels que soient des segments S'iet 8"
(appartenants aux classes 8" et 8" respectivement), on a:

St M8 < N
S AT SR
Alors L est irréductible entre M et V.

Dém. On a L><M (resp. L><N), puisque S'><M (resp. §” ><N).
D’autre part, soit 2 une partie connexe de L. Si P est un segment de la

classe §' (resp. §8”), on a P>N (resp. P> M). Si P n'est pas un

segment de. L, posons L=P-+P" 4P’ P' 40, P"40. P+ P (resp.
P-- P") étant un segment de L de la classe 8’ (resp. §”), ona P+ P'>kN
P-4 P>k M. Donc, P>X M, P> N.

Théoréme 2. Soit ' A une variété irrédductible entse M
et N. Alors A estlinéaire. Des segments de A satisfont
au relations duadthéoréme précédent,

Dém. Soient P,, P,, P, trois parties de A, connexes et non nulles,
telles que P,P,=— P,P,= P,P, =0. Supposons qu'aucune des relations
Py|Py| Py(L), Py|Ps|Py(L), Ps|P,|Py(L) n'est satisfaite. Alors, posons:

AP, AP, __ g7.

Ueft—= U =0
AP, AP,

2= 7 2 /

I =i vl

Uth— U4

5
'— U,

Py Py
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ce qui entraine P;<U;(i, j=1,2, 3; i/). On en conclut AU, <AP,
et puisque P, < AU, AU, étant connexe (th. 9 N 5), on a U“JD Uipt':Ui,
doll b suit AU, U G 7=1,"2"% i L)) < /

Sl était U, >< M, U, >k N, on obtiendrait AU, > M (axiome 1V B),
de méme AU, ><N ce qui, AU, étant connexe, signifierait que A n’est
pas irréductible. Donc, supposons, par exemple, U; ><M. Alors U, >K N
a cause de lirréducibilit¢ de A. Par conséquent, AU,><N (axiome [V);
_ puisque AU, < U,, on a, plus loin: U,><N. On continue de la maniere
semblable: U,><M, AU, ><M, Us;><M, UsS< N, AU, ><N, U, ><N. La
derniére relation, jointe a U;>< M, est en contradiction avec Iirréduci-
bilité de A.

Donc, il reste a2 supposer que P,, P,, P; sont alignées dans A, c’est-
a-dire A est lindaire.

Soient S8’ et §” deux classes de segments de - A.

Un segment S* de la classe S§' est conjoint a l'une des variétés

M, N. En effet, de S >k M, S; >k NV on déduirait que LS*><M, LS* >N
ce qui est impossible de méme, il faut rejeter S' >< M, S' ><N.
Soit S >< M, S S N. Alors LS (de Ia classe S”) satisfait aux re-

lations: LS >k M, LS s,

On s’assure sans peine qu’on a S'><M, S N S M, ST N
quels que soient les segments S’ et S” des classes S’ et §” resp. (th. 8 N 8).

Il serait possible de prendre lirréducibilité entre M et N pour la
propriété définissant les variéteés lin€aires. Cependant l'irréducibilité entre
M et N n’est pas une propriété intrinseque de la variété considérée
(voir le N 1). C’est pourquoi j'ai procédé autrement.

Il n’est pas nécessaire a insister sur le fait que Uirréducibilité ici
définie n’est pas équivalente a [lirréducibilité¢ de M. Zoretti, méme pour
le cas de I'espace Euclidien, ainsi que la notion de la ligne elle-méme.

N 10.

Dans le cas ot L est une variété connexe élémentaire,
la condition nécessaire et suffisante pour que L soit li-
neéaire consiste en ce gque- tous ses eléments soient alis
gnées dans L.

Les démonstrations des théorémes du N 8 sont simplifiées beaucoup
dans ce cas. Le théoréme du N 7 peut étre appliqué a la classe E; de
tous les éléments de L. Un segment S de L peut étre défini par ce qu'on
appelle ,Section de Dedekind*.

Considérons le cas particulier de I'’espace Euclidien E,. On appelle
ordinairement ligne simple de Jordan l'ensemble J de points de
'espace E. homéomorphe(*) a I'un des intervalles JO0<C¢< 1),
10D, | 0<E<CTD).

(*) Deux ensembles sont dits homéomorphes, s’il existe une correspondance biunivoque
et bicontinue entre eux. '




Sur quelques notions fondamentales de la Topologie abstraite 93

Ou s'assure’ aisément que la ligne de Jordan est une variéte
linéaire dans le sens précisé dans le N 8. Il est suffisant de
le vérifier pour les intervalles |, i, [ Trois éléments t=1¢, t="1,, t=14
étant donnés, soit, par exemple, ¢, <, <Z;. Alors, en posant U= (t<t),
V= (t>1,), on a £, < U, t;<V, U>KV, puisque UV L v =0,
Bongc, £ |\ ts (1) »

La notion de la variété linéaire est, cependant, plus large que celle
de la ligne de Jordan. L’ensemble de points consistant de la courbe

y»:sinéc— (x4 0) et du point x—y=0 en donne la preuve.

I est intéressant d’indiquer une classe des variétés linéaires qui,
dans le cas de lespace Euclidien, soit confondue avec la classe des
lignes de Jordan.

Définition Soit L une variété linéaire, P une partie connexe et
non nulle quelconque de L. Soient A et B deux classes quelconques de
variétés connexes et non nulles, faisant partie de L. Supposons, de plus,
que, A étant une variété de A, il existe toujours une vari¢té B de B,
satisfaisant a la relation: :
A|B|P(L).

Si, chaque fois que les conditions énumerées sont
remplies, la relation P><2(A) entraine P><3(B), la variété L
est appelée ligne simple de Jordan.

Dans le cas oit L est élémentaire il suffit de prendre pour A et B
deux classes d’éléments.

Il est facile a vérifier que la ligne de Jordan au sens habituel satisfait
3 la définition ci-dessus. 1l suffit de considérer les intervalles |, i, | Soit
P=(t=p), A soit la classe de points {f=a}, B la classe de points
{t=>5}{, telles que la relation p<la (resp. p>a) entraine lexistence
d’un . point & tel que p<<b<la (resp. p>b>a). Supposons que
lim a,=p. Alors, en choisissant des points b, d’une telle maniére qu’il

n—roo

soit p<b,,-< a, ou p > b, > a, suivant que p<a, ou p>a, on en con-
clut: lim b,=p. Donc, les intervales |, §, [ et, par conséquent, toutes les

n—co
lignes de Jordan (dans le sens habituel) satisfont a notre définition.

La proposition inverse, affirmant que chaque variété linéaire, satisfai-
sant 2 la définition précédente, est homéomorphe a l'un des intervalles
I. i, |, est demontrée dans un autre ouvrage.




