ILE PROBLEME MATHEMATIQUE DES
VIBRATIONS UNIVERSELLES.

Par A. Korn.

Le probléme ,des vibrations universelles® me parait, apres le pro-
bleme de Dirichlet, le probléme mathématique le plus important pour la
physique, parce qu’il sera a I'avenir le fondement des théories, qui expli-
quent les forces apparentes & distance d’une maniére purement mécanique.

Il s’agit de la question suivante:

Nous supposons dans un continu infini, qui se comporte, du moins,
quand il s’agit de mouvements rapides, comme un liquide parfait, un nombre
quelconque de particules faiblement compressibles; en appelant u, v, w les
vitesses d’un point (z, y, #) quelconque du systéme (supposees continues
daus tout I'espace et s’annulant & I'infini), peut-on démontrer l'existence
d’une vibration de la forme

teal
w=U 81nT2ﬁ,

U:VSiUiTQJE, (1)

e
w— Wsin— 2%,

Wi

olt T représente une durée trés petite; il faut ajouter que U, V, W, quoique
Unité de temps

assez grandes, ne doivent pas étre de lordre 7

n compa-

raison avec l’unité de la vitesse, ni

all d¥F dW

G w d
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Quelles sont les valeurs possibles de 7', et comment peut-on trouver les
fonetions correspondantes U, ¥V, W?
Une premiére analyse des équations du mouvement de notre sys-
téme nous mene au résultat suivant:

en comparaison avec lunité de Iaccélération.

Il faut que
U == d—Q )
X
oD
e (2)
Lo
W= 55
c72 0* di
Valer + + (8 a)
a l'extérieur, ;
AP + k2P = (3D)
4 Dintérieur des particules, olt
a2
e e )
k*=A4n VE (4)

(«2 une constante dépendant de la compressibilité des particules), et @
doit étre continue avec ses premieres dérivées dans tout l'espace et s’an-
nuler & Pinfini comme un potentiel.

Les domaines i et ¢, c’est ainsi que je désignerai lintérieur et
l'extérieur des particules, étant donnés, il s’agit de démontrer I’existence
de solutions @, % et de trouver des méthodes pour obtenir ces solutions
dans les cas les plus importants pour la physique. Voila ce que jappelle
le probleme mathématique des vibrations universelles.

Pour la premiere partie de notre tache, concernant lexistence des
solutions, nous pouvons nous servir d’une méthode analogue & celle ima-
ginée par M. Poincaré ') & l'occasion du probleme:

A+ d=0
4 lintérieur d'une surface fermée w,

@—=—0 A& la surface w;

1) H. Poincaré, Sur les équations de la physique mathématique, Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo, 1894.




mais il est & remarquer que ces deux problemes différent en bien des
points, comme on verra déja par l’exemple le plus simple, par le
cas d’une sphére. A cause de ces divergences il m’a paru utile de
donner la démonstration compléte pour I'existence d'une suite infinie de
nombres positifs et croissant indéfiniment

2 7.2 7.2 2
ks B, 702,--.,7@-,--

et d’'une suite infinie de fonctions correspondantes

B ot e

qui représentent des solutions de notre probleme, dans la premiere partie
de cet ouvrage.

Dans la deuxiéme partie nous traiterons des méthodes, par lesquelles
on peut obtenir ces solutions dans les cas les plus simples et en méme
temps les plus importants pour la physique, c’est-a-dire quand les parti-
cules sont de petites sphéres dont les rayons sont assez petits en compa-
raison avec leurs distances. Le probleme d’une seule sphere trouve sa so-
lution complete & 'aide des fonctions de Bessel, pour le probléme de plu-
sieurs sphéres nous démontrerons une méthode, analague & celle de Murphy
pour le probleme analogue de I'électrostatique. J’ai déja fait usage de
cette méthode dans ma théorie du frottement dans les masses continues ?),
mais sans donner une démonstration de cette méthode, évidente au pre-
mier aspect comme celle de Murphy. Mais comme on ne doit pas toujours
se fier & ces évidences apparentes, il m’a paru nécessaire de combler cette
lacune et de démontrer la méthode en question avec toute la rigueur né-
cessaire. On sait que des méthodes analogues existent pour les problémes
les plus différents de la physique théorique; nous retrouvons ici un des
instruments les plus puissants de l'analyse mathématique.

1 A. Korn, Eine Theorie der Reibung in kontinuierlichen Massensystemen.
Berlin, 1901. (Ferd. Dimmlers Verlag).




PREMIERE PARTIE.

LES THEOREMES D’EXISTENCE ET LES FONCTIONS UNIVERSELLES.

GEklk AP TR RE
COROLLAIRE D’UN THEOREME DE M. POINCARE.

§ 1. En w’appuyant sur un théoréme de M. Poincaré, que jai
démontré récemment dans toute sa généralité '), je me propose de dé-
montrer le lemme suivant:

Soient f;, f;,-.-,f, p fonctions continues avec leurs pre-
mieres dérivées dans tout I'espace sur lesquelles nous ferons la
seule supposition qu'elles soient linéairement indépendantes,
c’est-a-dire qu’il n’existe entre elles aucune relation

Bify+ Bofy - - “_ﬂgpﬂ,zo

dans tout 1'espace, 8, 85, -«- ,/J’P étant des constantes réelles
satisfaisant & 1’équation

BB+ ... +82=1,

et quelles aient toutes les qualités de potentiels & 1’extérieur
d’une surface fermée @ de courbure continue, qui peut se com-
poser de plusieurs nappes séparées; on peut toujours (pour un
nombre p assez grand) trouver p constantes réelles

o

af—l—a;’—l—...—i—a;: (5)

TREE
de maniere que

et que la fonction

p=of+ef,+ ... +af, (6)

satisfasse & ['inégalité

p2dr j
| s

) a

(e (o ()~ 7o

e

(7

1) Abhandlungen zur Potentialtheorie, Mo 4, p. 6, Berlin 1902. (Ferd. Diimmler’s
Verlag).

a2

?) On peut aussi bien écrire =

>
>
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o T

oll a® représente une constante finie ne dépendant que de la
forme de la surface o et tout & fait indépendante des fonctions

A

§ 2. La démonstration & l'aide du théoréme de M. Poincaré est
extrémement facile; on peut d’aprés ce théoréme toujours obtenir I'inégalité

o

T+ GT@-"vo

K]

et d’autant plus l'inégalité (7), puisque

(ngdf ‘ﬁwzdr
J

o/
]

(2 3 T

7

[+ @+ e

i+e i

CHAPITRE IL

SOLUTION D'UN PROBLEME TRES GENERAL.

§ 1. Nous nous occuperons maintenant d’un probleme tres général,
que nous énoncerons de la maniere suivante:

Soient f et ¢ deux fonctions continues avec leurs premiéres déri-
vées & lintérieur d’une surface o de courbure continue (qui peut se com-
poser de plusieurs nappes séparées) et @ = 0.

On cherche une fonction U7, continue avec ses premieres dérivées
dans tout V'espace, qui satisfait & lintérieur de o a I'équation

AP+t U—F, (8)

et qui a toutes les qualités d’un potentiel & l'extérieur de o (&* un nombre
positif quelconque donné d’avance).
Nous formons successivement les fonctions

1 s ar
u()(xs y, Z):—‘— E (]‘(S: 7]7 é—)—}’_,
: 1 5 = g (9)
uj(x,y, Z)—_—‘l_z'ﬂ: @duj._l(577]?5)7’
(.7':1,-2,3.‘.)



7 étant la distance du point (z, y, 2) d’un élément dz (&, %, §); alors on a

Adu, =,

Au, = — ¢?u,,

Pl (10)
du, = — s

a lintérieur de .
S’il était possible de démontrer que

lim ¢, =0,

j=co

Wt Bt~ b -

et que la série

représente une fonction continue avec ses premieres dérivées dans tout
I’espace, on pourrait affirmer que cette fonction est une solution de notre
probléeme.

Avant d’analyser ces questions de convergence 2 l'aide de la méthode
connue de M. Poincaré, il nous faut démontrer quelques propriétés des
TOREtions wy, Yyy tyy -+

§ 2. Supposons qu’il y ait entre les p 4 1 fonctions

u,

01 Wys Ugy ovesUy 4y U

P
une relation

Bths + By 8; T Bt =< s —{—ﬂpup:(), (11)
By By By, -+, 8, 6tant des constantes réelles, qui satisfont a la condition
B +6+8+ ... +8 =1 (12)

(p un nombre entier et fini).
Nous allons d’abord démontrer que Pon peut toujours déduire de
(11) une relation

70u0+71u1+72u2+ st —1‘7",,_1%_1:0» (18)
Yos T1s Yoo + oo s ¥poy Btant des constantes réelles, qui satisfont a la condition
e g e R T (14)

dans ces trois cas:
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‘ ——
1) si Péquation
| Byt Bt Be? 4 e B 0P =0 (15a)
ou
e B e SRR (156)
admet une racine imaginaire ; -
& oKy (= 0),
2) si cette équation a une racine réelle et négative;
3) si cette équation a une racine double.
En effet, définissons les p 4 2 constantes
Voo Tyavae p—11 L> a
par les équations :
ay,= 16)0 3
ay, =06, + axy,,
af, =8, a7, , 1
E B (S S R ey B (16)
@y
ce qui est possible de p maniéres, "z étant une racine quelconque de
léquation (15h); alors on a
Yotbg T 710 oo e Yp—1%y 1 amn
== x(?’ou[ + 71Uy _i— s + yp.*lup)
et a cause de (10) !
Mo it o, ) =

= — 2Py, Tyt o T )

& Vintérieur de @ si maintenant 1’équation (15b) admet une racine ima-
ginaire

z=o, iz, (2,%0),



S
on n’'a qu’a poser
Yol Yyl e v Yty = K tu X,

a multiplier 1’équation (18) par (X —:Y) et & intégrer sur le domaine
intérieur de ® pour arriver & la relation

[ —iDaX LT | oE =D (X Y | AT AR i)
57[ 0x 0x i oy dy ; 0z 0z ]dr

i+e
e S GAX? L V) de,

qui meéne, comme le premier membre est réel et z, = 0, au résultat

S.¢2(X2+ Y?)dr =0,

=
)

¢’est-a-dire

70“1+71u2+"'+7p_1%p:0, (19)

ou, par l'opération 4,
Totg T 700+ oo 7, 1, =0. (20)

Si Péquation (15b) a une racine réelle et négative

e 2
&= =i

on trouve en multipliant (18) par

Yoty TVt oo 7,4,

et en intégrant sur le domaine intérieur de @

r~

Z [6(70@01 "}_?’Z’MZ + .. -{—yp._lup) ]a -

iz -

Y
i+e

— xk jwz(%@h S R +7p—1“p)2 i),

i
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et on arrive de nouveau aux résultats (19) et (20), parce que le premier
membre de cette équation se uomposeralt de termes négatifs, qui devraient
tous s’annuler.

Si enfin ’équation (156) a une racine double que nous pouvons du
reste supposer réelle et positive

p=e,

on peut déterminer les p constantes d,, &
satisfassent aux équations

b de facon qu’elles

q it s p — 99

l)dozyo,
bd, =7y, bxd,,
bdy=1y,-bxd,,
g (21)
9 == p-zJTbE'Edp—a’
D=y i -rlad -,
: o9

et I’équation (17) devient

F—23F g F,=—0, (22)
ol
F =duy—1du, ... i
e LB
F‘_EJ r A%
i (23)
2]4'1
I, = 4.71: T‘h'
De (22) et (28) on tire
4B 220 F —Fe'F =
a lintérieur de @; en multipliant par (— F,)dr et en intégrant sur s

on obtient !)

( 9 (F? — 2% FF, - 7F?) dr =0,

e
g

L1000 2
IFIAFdT:fFAFld': :—JgﬂF"’dr.



d’ol1
F—zF, =0, (24)

uue équation de la forme

| | =
D dlom w5 =0

p—

Lol sol

- etant des constantes auxquelles on peut encore imposer
la condition

e gl e 1.

]

S|
I

Nous avons ainsi démontré la proposition que l’on peut toujours re-
duire I’équation

! | | i
Byt~ B8, %, Byt v o« +8,u,=0
4 une équalion

7ol + 71 + Vo by _i_ ores _‘!- Yt — 0, (“3 ? 27) (2’5)

dans laquelle 7, 7, 75> - -+ » 7,, représentent des constantes réelles satis-
faisant a la condition

e e (26)
et possédant la propriété, que I’équation
70+71x+y2x2+...+ym.x'”=0 (27)

admet m racines positives et simples.

Désignons ces racines par &, Zy, »s»+,%, , 00 aura

b= i s el
e Lin
2 2 2
&y Ly sy, =) ’

m--1 .m—1 .m—l
ﬂ'/'l x2 a0 I

m

(parce qu’il n’y a pas de racines multiples), et on pourra, & I'aide des m
relations




= ol il el I
Uy i 171 I U2 (2 Sy Lm’
= A | |
Uy ok &y Ul+ ‘(I"QUQT =S me—m’
=i 2 2 | 2 28
Uy T U1+ &y U_+"'T mevn’ (28)
= m—1 J_ m—17y7r _| m—1
Wi Ul [T Z)2 [ +Z1]l Um’

trouver pour U, U,, ..., U, des expressions linéaires par rapport i

Ugy Uy Uy v v oy, ;- Comme z,a,,...,z satisfont & 1’équation (27),
on tire de (25) et (28)

= ST, Ty - 230

m m - m?

et on pourra remplacer la définition (28) des U, U, ..., U, par la
définition
uj == x{Ul +x5U2+ e _.;;_ :I,'j Crm' (=12, - i) (29)

m

Par D'opération 4 il s’ensuit

_g)gulj—'l s x{A LTI +ngUQ _‘\_ Sy +x1jnd[]m (30)
=12, ...m)
ou, comme on a d’aprées (28)
R e L e B e (1)
(I=1,2,..,m)
on trouvera
0=2{"1 (2, AU, + 9*U,) + 2§~ (2,4U, + 0°TUp) + - - - o
32

L g=1 i P
T (2,40, 1+ 9*U,).
c’est-a-dire m équations linéaires et homogenes par rapport aux m quantités
xldlfl+¢2Ul’ xQAUQ_I—(pQUQ!"' }xa7ldl’7;n+¢2U s

dont le déterminant est = 0; il faut donc que
xjAU‘; = — (;()2 [C - (f=1.2, .. 00) (33)
(& lintérieur de ).
- Il y a pour chaque U, deux possibilités
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ou
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dans le dernier cas il faut aussi que le z; correspondant soit == 0.

La premiere équation (28) nous apprend donc que I'on pourra tou-
jours tirer d’une équation de la forme (11) la conclusion suivante: On aura

MOZU1+U2+'--+UH,I) (nZp)

Ups Ups 555 U, étant des fonctions, continues avec leurs premieres dé-
rivées dans tout 'espace, satisfaisant & des équations

1
A[[Y:-—— ——-——(pE U (j:l,?,...,%) (34)
J ; g

4 Dl'intérieur de o et ayant toutes les propriétés de potentiels & Dexté-
rieur de ®; les z; sont des nombres positifs, différents de zéro, safis-
faisant & 1’équation

ﬁo+1@1xﬁ—ﬂ2x2“‘f"‘+‘8 2P = 0. (35)

On peut toujours en conséquence de la supposition (11) affivmer
que la fonction

ot
n xj
U= —Z g U, (36)
Tk — —
&y
représente une solution de notre probléme
AU-+k¢2U=f (& lintérieur de o),
AU =0 (a Dextérieur de ),
- 1
pourvu que k* == Sy

i
La solution (36) a, comme fonction de %*, » poles simples

kQZ_. (§=1,2,.,n)

1) Pour f on trouvera la relation

[




T
Supposons qu’il y ait une autre solution U’ de notire probleme; il
faut alors que la fonetion U’'— U, coutinue avec ses premieres dérivées
dans tout l'espace, satisfasse & la condition
AL e U)=—k'“’g>2(U/-— U) (& lintérieur de o), (37}
et qu'elle ait toutes les propriétés d’un potentiel i lextérieur de .
§ 3. Supposons maintenant qu’il n’existe entre les fonctions
iys Yag s s 40
aucune relation de la forme

Byt~ Bt oo < B,u,=0,

p étant un nombre fini, Big o By ,ﬂp des constantes réelles satisfaisant
a la condition

B BR L ... A1

Nous formerons successivement les fonctions

I . dr
W, = —EJ[“Uf_" 9* (6t 00y 1 Gty = - o o = )] e

(38)
1 dt
b 2, = =YD
wy we q)'wj_l = (1=1,2,...)
1
p etant un nombre entier et fini, ¢ , @, ... , ¢, des constantes réelles

satisfaisant & la condition

@4 et a=1.

~

Nous allons, d'une maniére analogue & la méthode connue de M.
Poincaré, démontrer que I'on peut (en prenant p asser grand) choisir les
constantes o, &, ..., e, de facon que

abs. (F¥w,) < 4. L7, (89)
si A représente une constante finie, L satisfait & la condition
0L =1:

k* peut &tre un nombre aussi grand que l'on veut, mais donné a I’avance.
o
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L’inégalité (39) une fois démontrée, on pourra affirmer que la fonction

-

VTR ST SR L B SR (40)

représente une fonction, continue avec ses premiéres dérivées dans tout
’espace, satisfaisant a l’équation

AW_I_IGQQO %_aof P ((X “()JI—OC Uy I e +0€pup ]) (41)

a4 lintérieur de @ et ayant toutes les propriétés d’'un potentiel & Pexté-
rieur de ®.

Nous chercherons pour la démonstration de notre proposition une
limite supérieure pour le quotient

j’ Qw2 dt

5

bl
@
S ¢ wm—ldr

1

m étant un nombre entier et fini quelconque, mais donné & I’avance.

On a évidemment

S[(ﬁw ) (dw ) (r)wm) ] = S y
. l dy + 0 = — |\ w, dw,dt
jw? drf(dw )2 dr < max. ¢ ‘/XW drS 40T

en désignant par max. @? la plus grande valeur que ¢? puisse avoir; done

\ @2w? dr j’w,idr :
2 e e : -
ow Jw ow
e T
J’ w0 | y[\ d{l’; + 01,/ ] 05 dr

i ite

Si Pon prend p suffisamment grand, on pourra, d’aprés le lemme
p. 4,choisir @, &, ..., de fagon que

6




Sa
\ widT
; ? a*
j[(dabm)z_‘_(d_zfﬁ)g#(”c%u_m)“] dz 15/23_2
oz-) '\ oy '\ oz

e

(¢ une constante finie ne dépendant nullement de p ni de w,), puisque
Wy, = gty g~ O Uy = Oalhy 1y += o Uy
Il viendra donc

S @ w?2 dr

i — C* finie
o < —= =
5 Q*w?r_dr Vp

7

(42)

pour un s fini quelconque (mais donné & I’avance), en choisissant p assez
grand et en prenant pour ¢, &, €, ..., des valeurs af™, o™,
g ,a;’") proprement choisies !).

Comme on a

952 e ] e : ;
g P2, dT = jum_ldwmd’r = jwmdzom_ld‘c

i i ' ‘
] 2'}
= 2
— 5 P w, W, 07, (m=1,2,8,..)

g

2
[j Q*wk_, dr} = ggogw,ﬁdrj o2l ,dr,

q g ¢

on conclura

et ainsi successivement en tenant compte de D'inégalité (42)

1) Nous ajoutons lesindices (m), parce que les « varieront avec le nombre m , pen-
dant que p sera tout & fait indépendant de m.

?) On posera pour m =1

— Q2w,,_o = tof — @2 (@ + AUy + 0. A U, ).



2.9
\41;0 w§ dT
o/

i

1 , : { -
| pofer— st a
S\ q)?/z.,(;lg dt ( go2w,i dt
¢ — C finie
.

Aol it s ;
j g’gz(‘,g dr quzuﬁz—ldt ‘/p

7 7

v

Al

Ce résultat n’est démontré jusqu'a présent que pour un m fini quel-
conque, mais donné & l’avance, il importe de le démontrer pour un m
croissant indéfiniment. Nous regarderons pour cela (™, a{™, ... ,ag"J
comme les coordonnées d’un point sur la sphere

05(')2—}-0512—{—...+%2=1 (44)

dans un espace de p—1 dimensions, alors la condition (43) sera remplie
pour un centain domaine d_ de cette sphére.

Nous pourrons de la méme maniere, en choisissant proprement

agn-{-l) ; a(1171+i), i ’agn-}-]) :

S p’wldr f p2wldr

1 i

obtenir les inégalités

el 2 ! | i 5 iy 27,52
~ ltxof——q) (igt o, - Shgmy s ocpup_l)I dr P w, dr
J g2w?dr Sgozw;j’H_l dr
= = ¢ et — O finie
S RRE < e S e
Eg¢QW$_JdT 5~¢2widr Vo

7 g

(44)

(la Gt finie étant toujours tout & fait indépendante de m et de p).
Les points

amtl)  glmtl) s ‘a(;n—i-l)

0 ] ’ » Y

qui satisfont & la condition (44) se trouveront dans un domaine J 41

interieur & d,,, puisque les conditions (43) sont toujours remplies & la

PY




suite des conditions (44). En continuant de cette maniére, on trouvera
que le domaine d, ., correspondant doit 8tre intérieur & d, ., et ainsi
de suite; il faut donc qu'il y ait des valeurs

o= lim oc}m) y (=0,1,2,+..,5) (45)

m=0o0

pour lesquelles les inégalités (44) seront toujours vraies, méme si m croit
indéfiniment.
Alors nous aurons en posant

1
L —=5—
. 7Y

et en désignant par B une constante finie, indépendante de j,

(46)

Sqﬂw‘jdr?B.Lgf. (7=0,1,2..) (47)

i

En tenant compte que

on trouvera

(]

Max.@ . dr
Mo | |

)

p—
.;-“
uj<

done:
abs.w;, < A. LI, (§=0,1,2...) (48)

A étant une constante finie, indépendante de j.

Si nous prenons maintenant pour %% un nombre fini quelconque, mais
donné d’avance, nous pourrons toujours en choisissant p assez grand obte-
nir que

kng?L,

si L est un nombre quelconque satisfaisant & la condition

0= lr== 1
et on aura alors

abs. (kgfwj’) = 4.1 (49)
ce que nous voulions démontrer.
La série
w0 = w, k2w, - krew, 1 - . . (50)

2

el



e i

représentera donc une fonction, continue avec ses premiéres dérivées dans
tout I'espace, satisfaisant i 1’équation

dw—~ K 9w =a,f — ¢*(a,u, + gty =« +apup—1) (51) ,

a l'intérieur de @ et ayant toutes les propriétés d’un potentiel & I'exté-

rieur de ®.

§ 4. Nous supposerons d’abord que %° ne soit pas une des racines
de I'équation

(—FPo, - (—FyTa + "_kzap—l'Jf_ap::O,

¢'est-d-dire que le déterminant

(XO al O£2 ® ap
P 0, 0
D=lo 1—8... 0 (52)
0 € 0 ssal—p§
soit == 0; on pourra alors définir les p -1 fonctions
Gl el e Py
par les p—+1 équations linéaires
a0U+alU’—}—azU"+...+apU(P)=w -
U=l =u, ,
o= 20" = (53)

COR < . “ . . . 0 s 0 L} L)

- 2 i
@) — 2 7 — U

Chacune des fonctions U, U', ..., U® représentera une fonction
continue avec ses premiéres dérivées dans tout lespace et ayant toutes
les propriétés de potentiels i ’extérieur de ®; nous verrons facilement
que la premiere, la fonction U, satisfait & Iintérieur de @ & I'équation

AU+Fg U=F. (54)

1) Les indices (j) ne doivent pas étre pris ici dans le sens que UV représente
la j-me dérivée de U par rapport & une variable quelconque.
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En effet, écrivons les équations (53), a l'exception de la premiere,
de la maniere suivante

Ui=9 — 20 —u,_ =0,  g=12lp ')
appliquons-y Vopération 4:

APGD—RATD+ @y, =0, e o

additionnons ces deux groupes d’équations, aprés avoir multiplié le pre-
mier par k*@?; on trouvera

UU+RP U——RUT B¢ U 4 92u) =0, f

AT LU - gPu) — (AT +He2 U’ +9%u) =0,
(55)

(A ge—1 + k2g? jw=1 + ¢2up_2\) (A U(P)'+ k*g? @) _"_ @2 wp—l) = 0.

Si l'on ajou'te A ces p Gquations la premiére relation (53) que Ion
peut écrire, en tenant compte de (51), de la maniere suivante

(AU + BT —[) + &, (AU + BPg*T" + 9°u;) i
+ a, (AU + K292U" +9*u,)
Byt e A S e (56)

+a, (TP + B P + ¢, _,)=0,
on a p-—1 équations linéaires et homogénes par rapport aux p quantités
AU+ B U—F, AU -+ U +9%uy, AU +FE9*U" +9?u,,
SR D o T SR

dont le déterminant (D) est & 0; ces quantités doivent donc s’annuler, en
particulier la fonction U doit satisfaire & 'équation (54) & Vintérieur de .
D'aprés les équations (53) on aura

P
= 7)
1) En posant pour j=1:
U(J'_l) — U
2) En posant pour j=1:
;o =—1




ol
w. AL g = By &k %
ty — 8. 0 0 0
P il ol il 0 0 (58)
By 0+ 1 —7

nous avons ainsi obtenu une solution U de notre probléme, si 1'on
choisit p suffisamment grand,

i
<V,
et ne satisfaisant pas & l’équation
=

Le cas exceptionnel demande une discussion spéciale.

§ 5. Si %? se rapproche d’une des racines

b s g gy ,7.7;3
de 1’équation
D=0,

la fonction U croitra d’apres (57) indéfiniment, exception faite pour le
eas que P s’annulle en méme temps.
Il s’agit d’examiner la fonction P au voisinage des poles

P2, B2, R
On a d’apres (38)

| dw o @, e
Auo = e 0
AP:}Aul Io—=—F e 0 b,
T SRS
et a lintérieur de o
‘\“of_@g(“luﬁ“&gui—}—. ! .—}—apup_l) G Oy oo B @
| BPeu, b Sy =
AP+k2¢2P=‘—¢2vu0+k2<p2ul 1L —% ...0 0

1——(p2up_2—}—k2(p2up_l 0“0 & =32




ou
AP+ 12¢* P =f.D. (59)

Si nous désignons par P; les valeurs de P pour

k2 G k3 3 (j:]"z!"‘Jp)
NOUS aurons
AL = k;’.qﬂ P, a lintérieur de o, (60a)
AP;=0 4 Yextérieur de o (600)

nous savons du reste que les fonctions P sont continues avec leurs pre-
miéres dérivées dans tout l'espace, et qu ‘elles ont toutes les propriétés
de potentiels & D'extérieur de .

Nous introduisons maintenant la notion des fonctions universelles
par cette définition:

Nous appellerons fonction universelle correspondant & la surface
d’une seule ou de plusieurs particules chaque fonction &, continue avee
ses premieres dérivées dans tout l’esydce satisfaisant & lmteneur de o
aux équations

A@z—@#@,jﬁ@ﬁzl (61)

£

et ayant a 'extérieur de @ toutes les propriétés d’un potentiel; nous
appellerons 792 le nombre correspondant & la fonction universelle ?,.
Dans les apphcatlons a la physique nous poserons toujours ¢?=1.
Aprés cette définition, nous pourrons énoncer notre résultat anté-
rieur ainsi:
Les fonctions

| o a, a, &y G
‘ uy —k; 0 o 0
Pj:\ul i k; i) 4 g (i=12..0)  (62)
z L] . L] L] - L] L]
,2
, ; O 0 I =

sont ou identiquement nulles, ou elles représentent des fonetions univer-
selles avec les nombres correspondants kz

Il est facile & voir que les racines k; de Téquation D=0 -corres-

pondant a des fonctions F;, qui sont ldenthuement nulles, ne peuvent
étre des poles pour la bO]llthIl



P
g

de notre probleme fondamental. Car on a dans ce eas, si Zr est une va-
leur dans laquelle coincident m racines (m=1,2,...,p)

dD @D d"-1Dp " D

Dzﬁ]{;ﬁ)_ d(k?)? e g T A (k2m—1 ==y (k)"

*0,
ar

d(kz)m

de ’

d(k2)m

ll—

m

et A7) reste continue avec ses premiéres dérivées, si 'on donne & %2

une des valeurs £2(j=1,2,...,p).

On demontle aussi facﬂement que les racines k% correspondant &
des fonctions universelles ne peuvent &tre des racines multlples On au-
rait pour une racine double ') d'aprés (59) & l'intérieur de o

753’.(13213]. _ APJ.
d.P;

e e ikl o >
e = N a2

Multiplions ces deux équations, divisons par ¢2? et intégrons sur 7;
alors en tenant compte de Didentité

J' 7 dP; _J’ d.P APd
P 3oy ™ = ) g A%

7

on trouvera

' jgdgﬁzo,

3

12+ (2 (] oo

e

ou

c’est-a-dire
P=C*=0;

done P; ne pourrait &tre une fonction universelle, c.q.f.d.

1) Comme on aurait




Nous avons obtenu ainsi un résultat qui est d’une grande impor-
tance pour les questions concernant les fonctions universelles:

I. En choisissant le nombre p asser grand et en supposant

92 3/_3
k* <V p?
on pourra toujours trouver une fonction
Vi, z, y, 2)

de maniere que 1’expression

V(kgs xillj"g) = l)
o= b (T2 2 : 9 9 3 O 5
B, AR T e
satisfasse & ’intérieur de @ & 1’équation
AU+FPo*U=f,
si
k2 :f: ]ﬁ?, (=1,20....1)

. 8r— . 4
V représentant pour toute valeur %k2(<C )/ p?) une fonction conti-
nue avec ses premiéres dérivées dans tout 1’espace, ayant toutes
les propriétés d’un’ potentiel & Vextérieunr de . B2, k7, ..., k2

seront des nombres bien définis et <13/2?, tous différents en-
fre enx.

Pour k*=#3(j=1, 2,...,n) la fonction ¥ devient une
fonction universelle @;, correspondant a la surface @, & un
facteur constant pres.

Nous avons démontré ce résultat en supposant qu'il n’existe entre
les fonetions

s
U =" el
0 4J'cjf r
i
. d 5 T 1Ay
?’6] | 4_’/’[ (p ?/Lj'—l ) J=15%,

aucune relation de la forme

Bythy B + o+ B,u,=0,

1) Pour le cas n=0, on doit poser le second membre

=VF#,z,y,2).
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p étant un nombre fini, 8,, £, ...,ﬁp des constantes réelles, satisfaisant
a la condition
By 8+ e -8 =13

P

mais d’aprés le § 2 1) notre résultat reste vrai, méme dans ces cas par-
ticuliers; donc dans tous les cas.

Nous pouvons ajouter, comme a la fin du § 2:
La solution (63) a, comme fonction de %*, » pdles simples

]‘;2:_.]{/3’ (j:1,2,---,’}’&), (02%?@)
dans l'intervalle
0 <k <V p

Toute autre solution U’ de notre probleme pour une valeur donnée

% de %2 ne differe de (63) que d’une fonction universelle ayant k* pour
nombre correspondant 2).

Gl P TR IS SE T
L'EXISTENCE DES FONCIIONS UNIVERSELLES.

§ 1. Nous pourrions démontrer I’existence d’une suite infinie de
nombres positifs et croissant indéfiniment

2 2
ke il o koo e s
et d’une suite infinie de fonctions correspondantes
Doy Dy Byyev o, Dy -

en démontrant que chaque potentiel

1
1) En posant kj: m—j’ G=1,2,....n).

%) 8l en existe une; autrement le probleme n’admettra que la solution (63).
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peut &tre représenté par une série

les O’ étant des constantes bien définies et les @, étant les fonctions uni-
verselles que 'on obtient par la solution de notre probleme fondamental,
si nous supposons toujours que f est continue avec ses premieves déri-
vées & l’intérieur de o.

La démonstration serait absolument identique avec la démonstration
analogue pour les développements en séries de fonctions harmoniques by

Nous allons, pour abvéger, nous contenter de démontrer cette exis-
tence des ki, Qij en établissant les théoréemes suivants:

II. En partant d’une fonction f?) quelconque, continue
avec ses premidres dérivées a 1’'intérieur de o, et donnée
d’avance, on peut toujours trouver un nombre p fini de maniere
que la solution de notre probléme fondamental nous mene du

moins a une fonection universelle.

IIL. Soit p? un nombre fini quelconque, il n’y aura qu’un
nombre fini de fonctions universelles linéairement indépen-
dantes avec des nombres k? correspondants, satisfaisant & la
condition

0<I <Vt

1V. Si 1’on connait toutes les fonctions universelles avec
des nombres correspondants satisfaisant & la condition

) i
g=p <V

(p? étant un nombre fini donné d’avance) on pourra toujours
trouver un nombre p'2(>p?® fini, de maniére qu’il existe au
moins une fonction universelle avec un nombre correspondant
k2, satisfaisant a la condition

VR =k <V

Nous poserons des & présent toujours ¢*=1.

1) Comp. W. Stekloff, Communications, T. VI, 2 et 3. A. Korn, Abhandlungen
zur Potentialtheorie 4, Berlin (F. Dummler’s Verlag).
2) Qui n’est pas identiquement nulle.

i R
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§ 2. Pour démontrer le théoreme II, supposons que p soit un nombre
positif assez grand, et que la solution (63) de notre probleme fon-
damental ne nous ait pas mené & une fonction universelle @, avec un

S—
nombre correspondant % < V.
Alors le rayon de convergence de la série

fugdf%—kg jufdr—l— kit jufdr—’ vt

2 K ?

= B
sera > l/p‘*; on aura donc

puisque

2! T4 s
gugdr s uldr

&
2

gu[)zdt fuf’dr Su?dr
| a0
v

1

et 1’inégalité

Sugdt
1

ARl P
§f2dr Vo'

entrainerait pour cette raison l'inégalité

j@ﬁ-dr < WP sz ar.

7 )

S e 5 Fige
() l/p4 17

ne pourrait subsister pour un p? aussi grand que l'on veut, & moins que

Or la relation




J ucdr =10,
(1
ce qui enfrainerait f=0, ¢ g.f.d.

§ 3. Pour démontrer le théoréme III, on remarquera d’abord, qu’en
posant dans notre probléme fondamental

f:_@g(a]qjl+a2@2+...(Xp@p)’ (64)
LR S ,qu étant p fonctions universelles avee les nombres corres-
pondants k2, &, ..., k2 @, a,,... » @, des constantes données, la so-

lution (63) deviendra

v 49
U=u()+k2ul+lc4u2+.u=2 e (65)
el )

aussi longtemps que %* reste plus petit que le plus petit des nombres
Bk e

Soit p* maintenant un nombre quelconque assez grand, mais fini,
et supposons que @, @, , ... ,@p soient linéairement indépendantes, alors
on saura trouver les conmstantes «,, @,, ..., de fagon que la série (65)

converge absolument et uniformément pour n’importe quel
e
B <Vh—1p;

mais comme l'expression (65) croit indéfiniment, quand %2 se rapproche

S
du plus petit %%, il faudrait done qu’au moins un des k? soit >V (p—1)2;
done il ne peut exister plus de p—1 fonctions universelles linéairement
indépendantes avec des nombres correspondants

e

p représentant toujours un nombre quelconque assez grand, mais fini. On
n’aura qu’ad changer p —1 en p, pour arriver & notre théoréme III.

§ 4. Supposons pour la démonstration du théoreme IV que nous
connaissions toutes !) les fonctions universelles avee des nombres corres-
pondants, satisfaisant a la condition

%) Leur nombre est Zp d’aprés le théoréme III, si p?® est choisi assez grand.



(p* étant un nombre fini, donné d’avance), et soit f une fonction quelconque
continue avec ses premieres dérivées; alors il peut arriver des deux
choses I'une: On peut trouver f comme une expression linéaire par rap-
port aux fonctions universelles données, ou la solution de notre probléme
fondamental doit nous mener au moins a une nouvelle fonction univer-
selle avec un nombre correspondant fini et

— S
> Ve
Comme on peut toujours facilement donner p 4 1 fonctions £ linéai-

- rement indépendantes, le dernier des deux cas doit arriver au moins pour
une de ces fonctions f.

§ 5. Nous finirons ce Chapitre par un théoréme important sur Jles

fonctions universelles, absolument analogue & un théoréme connu sur les
fonctions harmoniques.

V. Soient @, et @, deux fonctions universelles avec des
nombres correspondants %2 et %7, on aura

S(d@i 0D, 09, 00, 09, dqjk)d 5
,Ec—dx‘dydy de aed

ite

1
y@i@kdt:O, ) (66)

-
si
2 2
k== k2.
On n’a, pour la démonstration, qu’a multiplier I’équation
A0, = — D, & lUintérieur de o

par @, et a intégrer sur 7; alors on aura

ka@i@,‘dr=~ j Qﬁkddiidrz—f@id@'kdr,

kquﬁi @, dr = 2 5 D,0,dz ,
i i

c’est-a-dire on trouvera les relations (66),-si %2 & k2.

') Dans le cas général

f@2@,.@kdr —

1‘




DEUXIEME PARTIE.

SOLUTION DU PROBLEME DES VIBRATIONS UNIVERSELLES POUR DES
PARTICULES SPHERIQUES DONT LES RAYONS SONT PETITS EN COMPA-
RAISON AVEC LEURS DISTANCES MUTUELLES.

EHAPITRE L[

LE CAS D'UNE SEULE PARTICULE.

§ 1. Nous cherchons les fonctions universelles

oD B

J

avec les nombres correspendants

2 . 2 L2 2
I I I

sae e

pour le cas que la surface @ est représentée par une sphére de rayon R.
En prenant le cenire de la sphére pour origine et en introduisant
les coordonnées sphériques par les transformations
z=rcos,
y =rsin® cos@, (67)
g =rsindsing ,

nous pourrons écrire les équations différentielles auxquelles doivent satis-
faire les fonctions universelles:

L [0 f 0 5 B adidic e 08 1L @D | rog—
r?sind :dr (r i 01») : ()vS*(SHUSL 019)+ sin & 0q>2}+k B—=h

4 l'intérieur de la spheére,

R e e L e 1 o)
P2sin & {ar(”" - d?‘) | a&(sm‘SL e Y

a Dextérieur de la sphere.

Les fonctions @ doivent &tre continues avec leurs premiéres dérivées
dans tout ’espace et s’annuler & linfini.

Assurés de Dexistence des fonctions @, et des nombres k‘j, nous pou-
vons les représenter sous forme de séries procédant par fonctions sphériques

o= Y, 9),




ol la fonction sphérique Y.(9, 9), satisfait 3 ’équation:

Lcadiola ; Logopis . = i
sing 99\ "7 55 ) Tsmrg ggr TiiF DY, =0. (1)

SI nous introduisons la valeur (70) de @ dans les équations (68)
et (69), nous trouverons, en tenant compte de (71), que les fonections flr)
doivent 8tre des solutions des €quations (i =0, 1, 2....)

of,
%[% (7'2 d‘f)ﬁi(z'—kl)fiJ LB f=0 (72)

a l'intérieur de la sphere,

Lt ol o de') -
— | =] —i+1Df|=0, 73
4 l'extérieur de la sphere.

Les solutions générales de I'équation (78) sont

1 .
e, R =Gt (74)

C;1s €y 6lant des constantes quelconques; les solutions générales de léqua-
tion (72)

Jl_i_L(L?) J_(,_{_%) (ZJ")
f;':OnW‘i_OmT’ (75)

si C;;, C;, représentent des constantes quelcongues et J, (z) la fonction de

Bessel
(i)n—[—?f\ i)
; 2
T,@) =) (=1 — (76)
= "

AT+ 110"

Pour les fonctions J,-+i et J—(’H—]—) qui nous intéressent ici on
2 2

peut trouver des expressions analytiques plus faciles & manier

1) En posant
Hih) =12 [ Bossilg 1 T (0 =1,
z
Doyt I (n—1)n '
n=co z(z—.Ll)(z—{-nuU

R e *wf'f_’—;!




1

— -

& i \ H_(LLZ)_(L))\' ¢V e
JH';T(OC)_I/E%Z;]](}H)ﬂ(@'—ﬁ,) o cos| (1 2)2 z|,

g (77)
J_ =ty )(50) 1 l/ﬂacZ i) (2_)) (#) sin [(;, i x]

Comme les fonctions f; doivent &tre continues & I'intérieur de la
sphere aussi bien qu’d l'extérieur de la sphere et s'annuler & Pinfini, il
faut que

C“):O’

1a

Cie=0,

de maniére que @ doit avoir la forme

€,
g — Ezm Yi(ﬁ‘, (p)
0
(a Vextérieur), {78)
© J+z (k) ]
B Y0 = 108, @)

i l/kr
(a lintérieur);
les constantes ¢,, C; doivent en outre satisfaire aux équations suivantes ré-

sultant de la continuité de @ et de ses premiéres dérivées au passage
de la surface, c’est-a-dire aux conditions

Z:@i’
00| _[o@
or E“ or |,

d’olt s
ViR
Ce— 1 Cis
RHJ, o b (AR)
| (79)
IRT LGB — oy 2 GB) 35 D
]

J 9 ]/ﬁ e RH—l i

1) Pour ce deuxiéme groupe d’équations il faut supposer que les premiéres dérivées
de @ soient aussi développables en séries procédant par fonctions sphériques; on dé-
montre facilement la rigueur de ce développement em: tenant compte de ce que towtes
les dérivées des fonctions @ sont fimies, ce qui résolte de leur définition.




|
L A

Comme la premiere de ces équations donne la valeur de g, Ja
deuxieme devient une équation pour  seul
(2i-1) Ji%_ (kR) 27;RJQ.'+% (RE)—=1, (80)
> =02

les valeurs possibles de 7, %, , kyy «.., doivent done &tre des racines
d'une de ces équations (80), et les fonctions @j correspondantes auront

la forme
Y.(9, 9)
(DJ.:% (& Dextérieur),
(81)
ViR T2 ()

7 J+1 3 7 s\
R e]}+%(lgR_} | kv
(& lintérieur),
les Y, représentant des fonctions sphériques quelconques d’ordre 7, k,
b ' etant une des racines de I'équation

(27F1)J I(L )+ QLRJ (7»"R)=O, (82)
que l'on peul, ce qui est sans grande importance ici poar nous, pré-
senter dans une forme plus simple, en introduisant la fonction I,

2

I. Les fonctions universelles correspondant & une particu-
le de rayon R sont (& un factear constant pres)

Thiby o)l of auiilon A g
@J':T (& 'extérieur de la sphére),

VEE  Jir®) 39, g
s (kR Ve BT

(& 'intérieur de la sphere),

) Dans la forme

J_1(&R)=0, (82)
)

L (x) :l/E CosS .
s

Comp. Graf-Gubler, Einleitung in die Theorie der Besselschen Funktionen, I, p. 45.

en posant




L |

e .

Y, représentant une fonction sphérique d’ovdre j, kR une ra-
cine de I’équation transcendante 1)

<:>j+1)J,-+L(x)+2x%f+g<x>=o, (=018,

%

4

Les exemples les plus &nnples, que j’ai considérés pour mes théories
de la gravitation et du frottement dans les masses continaes, sont les
fonetions correspondant aux deux nombres k‘ les plus petits possibles

JT
By =2 s
2R
¢ i :
@, =— (b l'estérieur), (83)
-
: (n r )
n =
, 2 R o
D, = 4_;1 (a lintérieur);
s
T
LG g
cosd . i
D =c e (3 Pextérieur), (84)
R oy
n——— C0S —
¢ R R R garainy
g — - cos?  (a lintérieur);
Losier r

la vibration correspondant & (83) est une pulsation de la sphere, celle
qui correspond & (84) une oscillation de la sphere dans la direction de
I’axe des z.

§ 2. Les calculs qui nous ont mené aux fonctions universelles nous
permettent de donmer la solution d’'un probléme un peu plus général.

Nous savons toujours trouver une fonction g, continue dans tout
espace avec ses premiéres dérivées, qui satisfait a lintérieur d’une
surface @ a 1’équation

dp+Eyp=f (85)

1) Qu, ce qui revient au méme,

Jj 1) =0 W compap 32
T
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(f une fonction donnée continue avec ses premiéres dérivées A Vintérieur

de @) et qui a toutes les propriétés d’un potentiel a lextérieur de
pourvu que le nombre donné %% n’appartienne pas & la suite

b} 9 ¢
]i}o, kl_’ ]L':zz,--- -

Pour le cas de la sphere il est facile de donner la solution de ece
probléme en forme de série. On peut, comme on démontre facilement &
l'aide de la théorie des fonetions sphériques et des fonctions de Bessel o
développer f et @ en séries de la forme

o

pamy

D,
J

e (86)
g—y v
7;

3

ol les ng et & sont des fonctions universelles correspondant & la sphére.

Les fonctions D, peuvent étre dérivées de f en forme d’intégrales
définies, et on arrive ainsi sans difficulté aux mégalités :

27
[

fH] sinddddg | , U=012..) (87)

o

I@J’?a

(4]

e

o étant un nombre fini, H, une certaine fonction sphérique d’ordre J
dont la valeur absolue est <25+ 1 et f représentant les valeurs de f
sur la sphéve concentrique a la sphére originale, pour laquelle I'inté-
grale a sa valeur maximum.
Entre les P, et les D on a la relation
D,
J

T —

i ]CE -2 ]i‘;) L]

U=0.1,2,... (88)

a cause de (85).
Supposons que %2 differe de
n—1?

.2 79 .2 2 2
Y ]'“17""7?’ A‘n—[—l’ Z’n—}—?""

par des nombres > &, « étant un nombre fini et bien connu, pendant
qu'on mne fait aucune autre restriction sup la grandeur

e

que la supposition qu'elle ne soit pas nulle.

') Des développements analogues sont possibles dans lIe cas général d’une sup-
face » quelconque; comp: p. 26. i

"
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Dapres les raisonnement de ce paragraphe nous pourrons affirmer
que dans tout l'espace les valeurs absolues de p et des ses premieres
dérivées seront

fal
12—k?2

n

= q.abs. Max. (f)-+b;

3

olt @ et b sont des constantes finies ne dépendant ni de la fonction f ni
de k2, abs. Max. (f)-la plus grande valeur absolue de f & lintérieur de
la sphere et ;

T =

n S jf'H!z SIIlﬁ‘dﬁ'dgp
0 0

Ce résultat (que I'on peut aisément généraliser pour des surfaces
plus générales) sera trés utile pour la solution du probleme que nous
nous poserons maintenant.

CHAPITRE IL

DEUX OU PLUSIEURS PARTICULES DONT LES RAYONS SONT PETITS EN COMPA-
RAISON AVEC LEURS DISTANCES MUTUELLES.

§ 1. Quoique le probleme de deux particules puisse trouver sa so-
Jution complete & P’aide des coordonnées dipolaires de M. C. Neumann, le
physicien préférera toujours & cette méthode une méthode approximative
comparable & celle de Murphy pour les problémes électrostatiques. Il
s'agit de démontrer qu'une telle méthode est possible, et quelle méne &
la solution du probleme avec toute I'exactitude que l'on veut.

Supposons toujours pour plus de simplicité que les rayons des deux
particules soient égaux; alors la premiere idée qui se présente, et qui
est juste, comme nous verrons, nous suggére que les durées de vibration
pour le systéme composé de deux particules ne differeront des durées de

rayon

distance
comparées avec les valeurs originales. Il est vraisemblable qu’a chaque
nombre %2 de la suite

vibration d’une seule particule que par des grandeurs d’ordre

9 Smol
ks By kS, 0ns
correspondant a une des sphéres, on puisse assigner un nombre

.2
Z"n + Sn
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s G —
(ou peut-8tre plusieurs) qui appartient & la suite
2 9 2
Ky, Ki, K, ...
correspondant au systéme composé des deux sphéres, et que chaque £
: rayon :
> soit d’ordre - Y en comparaison avec k2.
distance

; On essayera done, pour trouver les vibrations universelles des deux
sphéres correspondant au nombre k2-—¢,, & poser d’abord

B Bl Bl L
Fold o)
Pol—= " ”_;1 (& Pextérieur de la sphere 1),
5]
(90)
ey i ;.
o VEE  Iilr) g o)
& JJ'+;IT.(7§1§ F) Vk; g Bt
(4 Tintérieur de la sphere 1),
Y;’z(‘?") 2 @2) | . N
cﬁglﬁ:T;l% (& lextérieur de la sphére 2),
2
(91)
W V]f}y},R J"”Jl‘%(k’]l?z Ygll’g(ﬂ'gs (pg)
# ~J”+}(]E:ZR) X V]:ir-z 3 R’n-l—l

(& Dintérieur de la sphére 2

en prenant les deux centres des spheres respectivement comme poles de
deux systemes de coordonnées polaires s &, 0% ok s s 9,0

Nous laisserons d’abord les ¥-', ¥12 et la constante k, arbitraires;
la fonction @! serait toujours continue avec ses premiéres dérivées dans
tout 'espace, si k) était égal & k,; mais comme nous ne ferons plus cette
supposition, on pourra seulement affirmer qu’elle sera continue dans tout
espace pendant que ces premitres dérivées seront discontinues aux deux
surfaces @; et o, des spheres. D, satisfait du reste aux équations

Adlne ey, & Pextérieur des deux sphéres,
AD, - (EV2Dl = (EH2 @12, a Pintérieur de la sphere 1, (92)

AD) — (#})?* Dl = (k)2 0L, A Pintérienr de la sphere 2.
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Il faut caleuler les discontinuités des dérivées normales de @) aux
surfaces @, et ®,. En désignant toujours par r les normales intérieures
on aura a la sphére 1

@ 00! f _i 1: . ’ddﬁll <, _‘_1)71711,:.1(191’..%)
dr la Aa' e ‘ a dr i = Rn—l—?
l/m :Y-ilz,l (&1 s q]1) kl i i J"+ : (.CU) l
e ol e R
ou
(0] |ad] ‘ kq, -JM_%(k;R)
n e g ‘ i
‘ 0r la or li R”+1 JnJrl_(]”glgR) :YH : 1) ( {1)
2

et d’'une maniére analogue & la deuxiéme sphére

lﬁ@ﬁ! C)Q)H n_’ + 0 ) Y12 (& ) (93b)
iee Sy —_— _, — & n’2 99 ¢-’) & 9 /
l or la \’ Pn_l n+~— (]\’IR) 2 -
Posons

e s e

wml@ 47 J‘ or |a or e} r ’

®7 (2)
(94)
V,w, A== Vn 1 + Vﬂ,ﬂ’

alors nous pourrons affirmer que la fonction

D]+ 7,

est continue avec ses premieres dérivées dans lout l'espace; d’apres (92)
elle satisfera aux équations

AP =0, & Vintérieur des deux spheres,
AP+ (B2 P = (k1) (DL V,), & lintérieur de la sphere 1, (96)
AP+ (P Pr=ED2H(D + T, 2 I'intérieur de la sphere 2.

Nous pourrons toujours développer

djyl:,12 + Vﬂ,l = ¢11 7%— (;P:} + (p: + s (970[)
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en série procédant par les fonctions universelles de la sphére 1, et

gp:z,l + Tfn,Z—_xll -f_le +x33+ Jas

en série procédant par les fonctions universelles de la sphére 2, et nous
voulons maintenant calculer les Y21, ¥1.2 et k! jusqu’a présent arbitraires
de maniere que

=0,
(98)
Xns0
Ces équations seront vraies dans tout espace, si
¢, =0, a la surface o,
(99)

Li=0, a la surface w,,
et la théorie des fonctions sphériques nous mene facilement aux relations
auxquelles les 4n—+ 3 grandeurs

I‘],l, Fhiz gt
i3 % 2 il
doivent satisfaire:

k1d, 1 (k1 R)

1
o

| Ya{’g(’%: P,) [

. 71 e ‘
B, R g e
100
Tl o (i) U paitges iving (100)
m_uﬁgi‘ 171,2 ('9') b §00> === E G |
Rn ,Z_’L;L (&:R) n 2 2 ,}.;L—I-l }n

en désignant par — v et | —|¢ les fonctions sphériques d’ordre » dans
les développements & la surface w, et o,.
Ce sont

4n—2

équations linéaires et homogénes en Yo' et Y2 on peat donc calculer
a laide des 4n—-2 équations (100) Jes ¥'! et T2 & un facteur con-
stant pres, qui reste arbitraive, et k.

En formant #! avec ces valeurs de i Y)»*, k! nous appellerons
¥ la premiére approximation de la fonction universelle cherchée.

Il importe de montrer que %! défini par les équations (100) ne dif-
fere de %, que par une quantité qui peut étre aussi petite que I'on veut,

: R : : : : :
st Pon prend ?” suffisamment petit (¢ la distance des deux sphéres).
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En effet, pous pouvons écrire les équations (100) daus la forme suivante

2n-H1

(= 2
dindly Z Cxi¥io

1 J

2n-+41
o) el s g 1
T-Yy — Z_Cz.j?/j )

| 4
oll nous posons
.1 al
Ln R. Jn———}z U”n R)

SRR R 7 R

ol les y;, y; sont tout 3 fait indépendants de R et o et supposés de me
pas s'annuler tous en méme temps, et ol les ¢; sont

R y‘2n+]
=a,. (r) 3
kj 0

\

«,; représentant des nombres ne dépendant nullement de R et ¢.

Il faut done que

kéR-Jn_}?(k;R) R \2wH
OB L (_0) ; o

@ représentant un nombre ne dépendant nullement de B et ¢, fini et
différent de zéro, puisque le déterminant des «; est toujours == 0.

Comme on a
JH_L(L"”R)-_— 0,

et 1'équation

Jn__‘l‘(_x):o

n'a au point z#=~F%, R quune racine simple, comme 4 ce point k, R et
J +_il#(lcnR) ont des valeurs finies différentes de zéro, on conclura
2

3 \ 2n-1
- ) , (102)

0

R Inble (L
3(4*) Z"i]ay"R-—knR“Z;/ (

0

N

3 et 7 représentant deux nombres finis et différents de zéro, ne dépendant
. B : = o
nullement de R et ¢, sl —(:— est plus petit qu'un nombre positif, diffeé-

rent de zéro, ne dépendant que du nombre 7.
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§ 2. Nous allons trouver maintenant une deuxiéme, troisieme appro-
Ximation etc. et démontrer la convergence de ces approximations.

Nous caleulons la fonction @' continue avec ses premieres dérivées
dans tout I'espace ayaat a lextérieur de w, toutes les propriétés d’un
potentiel et satisfaisant & ’équation

i AD%T () P2 = — (k12 (D12 - 7,), alintérieur de la sphere 1, (103a)

et la fonction @2 continue avec ses premieres dérivées dans tout I'espace
ayant a l'extérieur de o, toutes les propriétés d’un potentiel et satis-
faisant a 1’équation

D22 - (B2 D22 = — (E1)2 (DL |- V,), alintérienr de la sphére 2. (103b)

Nous pouvons trouver ces fonetions (comp. Chap. I, § 2), et ’on aura
en désignant par C le maximum des valeurs absolues de @l ef @LF

P (104) 3
. ‘Qﬂﬂl<faij(~) |

. - y ; ) s R
ol @ est un nombre fini ne dépendant ni des ¥'', Y12, ni de i

1) A cause de (95), @2 V_ . ne contient pas de fonction universelle d’ordre
n 7,1 P

n, et Von aura & Pintérieur de o,

o

R )'n+1

)2n+1

R \snt2
l? e-te finie. C (T) -

< c¢te finie, C’(

O

—a‘bd

vV Z c¢te finie. C
et (

Ce qui concerne V.

w2y 00 a & Pintérieur de v,
2

V

n,2 b

la fonction universelle d’ordre n, que V, o contient, & une valeur absolue

ok R \4n+2
”Zc-ie finie. C’( ) s

| Vn, 2 0

done
14 ! f7 ‘ R \2n+1
\h?;%%wumac(r) , (Qaprés 102).
| fkn) 2R km ;

Le raisonnement du § 2 Chap. I nous donne ainsi la premiére inégalité (104), la
seconde s’obtient d’une maniére analogue.

-~
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e

La fonction
b b G

sera continue avee ses premieres dérivées dans tout Iespace, aura toutes
les propriétés d’un potentiel & lextérieur de o, et w, et satisfera aux
équations

Ay 4+ (B2 = (k1) P2, & lintérieur de la sphere 1,
(106)
x>+ (k222 = (k12 P2', A& lintérieur de la sphere 2.

Comme nous avons calculé %! et les rapports des Y1, Y.° & laide
des équations (98), nous les calculerons maintenant & I’aide des équations
g2l=g —-}@ jpa==0%" iy surface @,

(107)

= gl—| @2 |2 =0, ala surface o, ,

en prenant les ' ot et | ’“’2 dans le méme sens que p. 38; nous appelle-

rons les valeurs Lmrespondantes Mot B
On aura
B — B |ToR—R|
pritigiiiog 0.0, (108)
— R

- o s \ R
si b désigne une constante finie ne dépendant nullement de e

Pour démontrer ces inégalités (108), nous n’avons qu'a faire voir que

B\ 2
‘@_,_ dyt Bl ( 3 ) , & la surface o,
(109)

‘@21@2:3 C e S oo
| o n < 9 *'(*)* 54 g BUEace (Dz’

: : B .
B étant une constante finie (ne dépendant nullement de ?”) , puisque les

f Py 241
termes ¢! et y! sont de lordre (_(:—) , et ces inégalités (109) dé-

N

coulent immédiatement des inégalités (104).




= 1 2l 2 2
ctions @, , @31, R S

-
— 109 —
Nous recalculerons maintenant les fon
introduisant partout les valeurs
9 0.1 2,9 : ol W v o
ko, X234, Yo ag licu des TR L 4
et appelons
2,1 2,9 2
e ¢n ? w-n’
>

ce qui était avant @2! @22, 42

3 X .alors la

fonction w2 sera une fonction

continue avec ses premitres dérivées dans tout I'espace ayant toutes les

propriétés d’un potentiel & Pextérienr de o
équations

Api+ EPe=EDT, av

Ay + ED*p2 = (B2 @Y, a1

ol nous posons
o2 e 22 [ 5,29 |
Yo __gbn r % |

e R L R
wu ‘wn iwn ‘
Nous appellerons vy, k2 la deuxieme

querons que d’apres (104)

iy n-4-2
Za()(%} y Sl

(112) 2)
: R n+-2
— — 3 ‘ TR
vyl <a.C ( 0) , a lintérieur de w,,
N
) ll.'Ji’Q},,lL la fonction uuiverselle d’ordre » de la sphére 1 que gbi’z contient;
H)fb’l (;Z a la signification analogue.

?) On pourrait penser au remier aspect que
b D

et @,, et elle satisfera aux

intérieur de o,

(110)
intérieur de @, ,
ol

(111)
n

approximation, et nous remar-

intérieur de o,

2

Y 9 2 :
les fonctions ¢!, 122 ne satisfas-

A s v » < 29 . - 9
sent pasaux mémes inégalités que (Df;l, @~ puisque les nonvelles fonctions 6277]2’ -+ e

et @1 1 Vo contiennent maintenant des fonction
mais les valeurs absolues de ces fonctions seront d’

et, divigées par f (kfl)g — Af

e o R our
< ¢t finje, C — .
p | pour
R \n}2

i) — e
',’J,‘;l )Zc—tﬂ finie. C

donc en tout cas

el 5
! L]/n’z‘f < cfé finie, C’(

‘)n—f—2

s universelles d’ordre n: o,

apres (107) et (104)

1

et Yon

R \2n+}2
Z c-te finie. C’(T) ;
s

W21 5

N w]_’
9 9

R .
T a wZJ

a Pintérieur de
29

a Dintérieur de o, .
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et d’apres (108) et (104)
R

;ng-—w;\fz“b.o}j—,
(113)
S g k;ﬂﬁw%.

§ 3. Nous procédons a une troisienie approximation. _

Nous caleulons la fonction @' continue avec ses premiéres dérivées
dans touf lespace ayant & lextérieur de o, toutes les propriétés d'un
potentiel et satisfaisant a I’équation

AP —}—(703)2@1'1:—(152)2;7;2’2, a Vintérieur de @, (114a)

et la fonction @*' continue aves Ses premiéres dérivées dans fout l’espace
ayant & Dextérieur de @, toutes les propriétés d'un potentiel et satis-
faisant & 1'équation

A 2 Al D= (k22pt, a lintérieur de @,. (114b)

Nous pouvons trouver ces fonctions (comp. Chap. L, §2), et I'on aura
d’apres (112)

B ZarC (f)Jr
| (115)
oz ()
La fonction
=it Bl 47 ()

sera continue avec ses premieres dérivées dans tout Iespace, aura toutes
les propriétés d'un potentiel a Pextérieur de o, et o, et satisfera aux
équations
AgE+ B2 2 = ()07, & Iintérieur de o,
EL1)
A3+ (kD212 = (k2)2@%1, & Vintérieur de o,.

Comme nous avons calculé k2 et les rapports des 17", Y22 & laide
des équations (107), nous les caleulerons maintenant & I'aide des équations

Bl 2L RS0 e > :
=@l —| D=0, ala surface @, ,

. | | (110)
xi= sz—-]@f;lﬁ:-o, a la surface o,;

nous appellerons les valeurs correspondantes el s ol
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On aura [la démonstration est analogue a celle des inégalités (108)
du § 2]

B B2 s, | (2]
2
Rt L (119)

2 Bal=—g3 o (DN
e [<b.c.(—).

Nous recalculerons maintenant Tes fonctions P B Lg% g o
introduisant partout les valeurs

i 73,1 73,2 o S O 2,2
Bl XNy X, au lieu des k, , s 10

et appelons
3,1 3,2 3
wu. ’ gl)'n d wﬂ 2

¢e qui était avant @2, @32, y2: alors la fonction ¥ sera une fonction
continue avec ses premiéres dérivées dans tout l'espace ayant toutes les
propriétés d’un potentiel i Vextérieur de ©, et @,, et elle satisfera aux
équations
3 282908 —— (1.3 221,3:2 2 N e ~
A2+ (%2 wo=(kE3)29>2, A Pintérieur de o,

2

(120)
Apy 4 EBP w3 = E22p52, 4 Pintérieur de o,,
ot nous posons
aﬁ,‘_)r,___z/}i,g_ﬁiwi,z rlL 1

o, {121)
o= 2 |

Nous appellerons 92, k la troisitme approximation, et nous rematr-
querons que d’apreés (115)

= n--3
%3-;22612.0- (f)

, & lintérieur de @, ,
(122) %)

R \nt3 ) -
(T) » a4 U'intérieur de @, ,

‘) Comp. la remarque Yip.49
“) On fera le raisonnement analogue & la remarque 2) p. 42.
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et d’apres (119) et (115)

.w?Pwﬂzwﬁﬁ(R)i

0

i B\E
<b2ik’)’lb——kn,(—g—_) .

B O
‘ ]"n ]"n

(123)

§ 4. II. En continuant ainsi on obtiendra la solution du
probleme dans la forme

S =yl +w—p)+@i—v)+ ...
(124)
Kn S kn + (kilz S kn) + (kvzl,— ké) + (k?z e kr-z) + g

(Ces séries seront absolument et uniformément conver-

o : A
gentes, 51—9_ est suffisamment grand, puisque leurs termes

sont respectivement plus petits que ceux des progressions géo-
meétriques

(% neBlattidiaf
Ojt+ 5+ O)+”},

N

0

h, + (il — k) {1 +b§+be(R)2 L }

A chaque racine k! de 1’équation algébrique résultant des
équations (100) correspondra une yaleur K .

La méthode analogue & celle de Murphy est donc démontrée; je 1'al
déja employée dans mon livre 1) ,Eine mechanische Theorie der Reibung
in kontinuierlichen Massen-systemen® pour les cas

n=~0 (Théorie de la gravitation),
n=1 (Théorie du frottement);

nous savons maintenant qu’elle est applicable pour un quelconque pour-

soit assez petit, et la méthode peut dtre immédiatement

vu que

i
généralisée pour un nombre fini de particules.
C’est le résultat que je voulais obtenir.

1) Comp. p. 3.




