Sur le principe fondamental de la méthode de
Neumann dans le probléme de Dirichlet.

Par A. M. Liapounoff.

La méthode proposée par M.Neumann pour le probleme de Di-
vichlet a été dans ces derniers temps lobjet de nombreuses recherches,
parmi lesquelles il faut surtout signaler celles de M. Zaremba, de M.
Stekloff et de M.Korn. Ces recherches, provoquées par celles de M. Poin-
caré (Acta mathematica, t. XX), ont amené a une large extension de la
méthode en ce qui concerne la surface qui sert de frontiere au domaine
considéré. Mais il reste encore a faire une extension en ce qui concerne
les valeurs que doit prendre sur la surface la fonction harmonique cher-
chée, car & 1’égard de ces valeurs on a di faire une certaine restriction.

Tl est vrai que M. Korn cherche & se débarrasser de cette restric-
tion *). Mais les théord@mes dont il se sert & cet effet ne me semblent pas,
sinon exacts, au moins assez clairs pour ne pas soulever des doutes.

Dans ce qui suit, je me propose de montrer, comment Iextension
dont il s’agit se déduit de quelques résultats que j’a1 obtenus dans le
Mémoire Sur certaines questions qui sc raftachent au probléme de Di-
richlet (Jowrnal de Mathématiques, t. IV, 1898).

Au lien de la méthode elle-méme, je considérerai le principe qui
lui sert de base et que j’ai appelé dans le Mémoire cité principe de Neu-
mann. Cest ce principe qu’il faut établir en toute généralité, car la mé-
thode de Neumann en découle immédiatement sans aucune démonstration.

1. Commencgons par rappeler, en quoi consiste le principe de Neumann.
Soient: E une végion de l'espace, ne s'étendant pas a I'infini, et S
la surface qui lui sert de frontiere.

-

¥) Abhandlungen zur Potentialtheorie. Berlin, 1901. (Vour Abhandlung 5, p. 64
et Abh. 1, p. 5—11, 19-25).
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Nous supposerons que cette surface consiste d’une seule nappe fermée
ayant une aire finie et admettant, en tout point, un plan tangent déterminé.

Soient: p et p’ deux points de cette surface, » leur distance mu-
tuelle et @' Dlangle que fait la normale intérieure (c’est-a-dire, dirigée
vers F) au point p’ avec la direction p'p.

En entendant par ds’ un élément superficiel contenant le point p°
et par f' la valeur en p' d’une fonction f définie pour les points de S,
nous allons considérer des intégrales de la forme

(1) -S‘f’cbsgo’ds’

r? :
Pintégration étant étendue & toute la surface considérée.
Cette intégrale est ce qu’on appelle la valeur directe en p du po-
tentiel de la double couche donné par la formule

P feos@ ds'
jrege

ou R désigne la distance du point p° & un point P qui ne se trouve
pas sur S et @' l'angle de la normale en p' avec la direction p'P-

L’intégrale (1), qui dépend de la position du point p, définira une
nouvelle fonction sur S. Si la fonction f est continue, cette fonction le
sera aussi, et la méme chose aura lieu dans un cas plus général, celui
ot la fonction f est seulement limitée et telle que Uintégrale

j‘fds*)

étendue 4 S ait un sens comme limite de somme, conformément a la dé-
finition ordinaire. Si f est dans ce cas, nous dirons que ¢’est une fonction
intégrable sur S.

Cela posé, soit v, une fonction donnée quelconque intégrable sur S.
Cette fonction étant substituée & la place de f, Pintégrale (1) divisée par
2m représentera une fonction que nous désignerons par o,. Enappliquant
le méme procédé & »,, nous en déduirons une nouvelle fonction w,. De
méme, en partant de v,, nous obtiendrons v,, et ainsi de suite.

De cette maniére nous parviendrons & une suite indéfinie de fonctions

(2) /U(), v]) '021 037 NS

*) Dans cette formule, ainsi quen d’autres analogues, nous entendons par dsun
élément superficiel contenant le point p, auquel se rapporte la valeur de la fonction
4 intégrer.
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olt v,_, désigne la valeur au point p" de la fonction v, _,. C’est a cette
suite que se rapporte le principe en question que I’on peut énoncer ainsi:

Quelle que soit la fonction vy, on a. en tout point de la surface,

(3)

vm—{—l P /Umt < L ’

L, 2 étant certaines constantes positives indépendantes du nombre M,
dont la seconde, 1, est moindre que 1 et ne dépend point du choiz de v,-

L’inégalité (3) étant établie, il en résultera que v, ®w croissant
indéfiniment, tendra vers ume certaine limite, et il est facile d’établir,
dans des suppositions bien générales & I'égard de la surface, que cette
limite ne peut étre qu’'une constante.

Soit O cette constante.
Nous aurons, quel que soit m,

L Vin _E— (?)m-}—l B Um) —i— (Um+2 Bl /Um-{—l) + *

et par suite, en vertu de (3),

| 75
SOl LA (1 F A+ R+ )= A

i 1

Done, L, étant une certaine constante positive, il viendra
(4) ol =t S,

Cest sous cette forme que j’ai employé le principe de Neumann dans
le Mémoire cité plus haut. Maintenant je préfere de le considérer sous
la forme (38).

9. Récemment M. Stekloff est parvenu & établir le principe de Neu-
mann dans des suppositions bien générales a U'égard de la surface, mais
sous la restriction que la fonction v, est susceptible de se présenter sous
forme du potentiel d'une simple couche, répandue swr la swrface consi-
dérée d’'une maniere continue.
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Clest précisément ce cas que j’ai considéré dans mon Mémoire, o
le principe de Neumann m’a servi de point de départ, mais ot je ne lai
employé que dans la supposition ci-dessus & Uégard de v, *).

A présent, dans les mémes suppositions & I’égard de la surface que
celles admises par M. Stekloff, je me propose de montrer que, si le
principe de Newmann est établi sous la restriction signalée & égard de
vy, il est exact en ftoute généralité.

Quant aux suppositions que je ferai, ’'une d’entre elles a été déja
énoncée plus haut et les autres se réduiront & celles-ci:

I. On peut assigner une longueur D, telle que, un point quelconque

p de la surface S étant pris pour centre de la spheére de rayon D, une

parallele & la normale & S en p ne puisse rencontrer S, & lintérieur de
la sphére, qu’en un seul point;

II. 9 étant I'angle compris entre 0 et & que font entre elles les
normales intérieures en des points p et p" de S et » la distance pp’, on

peut assigner au rapport — une limite supérieure indépendante de la po-
r

sition des points p et p'.

Dans ces suppositions, je pourrai me servir des résultats obtenus
dans mon Mémoire, oll certaines propositions ont été établies méme dans
des suppositions un peu plus générales.

8. Conjointement avec le principe de Neumann, nous allons consi-
dérer un autre principe analogue, celui qui sert de base & la méthode
connue de Robin relative au probleme électrostatique. ‘

En retenant les notations du n° 1, désignons par ¢ l'angle que fait
la normale intérieure au point p avec la direction pp’, et partant d’une

*) Quelques passages des Travaux contenant des renvois & mon Mémoire me
donnent lieu & soupgonner que je n’ai pas été bien compris. On dit que, partant du
principe de Neumann dans le cas des surfaces non-convexes, j'ai cru possible de me
fonder sur les recherches de M. Poincaré. Mais moi, je ne Dai dit nulle part et je ne
vois pas, d'olt pouvait-on tirer cette conclusion. Si jai cité le Mémoire de M. Poincaré,
ce fut bien naturel, car les nouvelles ressources que donmait cet important Mémoire
ne laissaient uucun doute sur la possibilité d’une démonstration générale du principe
en question. Mais, pour obtenir cette démonstration, il fallait encore chercher & modi-
fier Tanalyse de M. Poincaré de maniére 4 la rendre indépendante de certains postu-
lats qui y étaient admis et dont quelques-uns coincidaient avec les propositions que
je voulais établir. Je ne pouvais donc pas me fonder sur les recherches de M. Poin-
caré, et d’ailleurs je n’en avais pas besoin, car fout ce que je voulais faire se rédui-
sait a signaler certaines comclusions, auxquelles on powrrait parvewir, si le principe de
Newmann étaat déja établi pour la surface comsidérée, soit qu’elle soit convexe ou nmon.




fonetion quelconque F,, intégrable sur S, formons une suite indéfinie de
fonctions

st T WO
se déterminant successivement par la formule

1 [ k._,cospds
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(5) k

. ’ s e 9 A ; . ’ = 2ol e T N
ou k,_, designe la valeur de %, , au point p' et lintégration s'étend 2
toute la surface considérée.

Cela posé, le nouveau principe, que nous appellerons principe de
Robin, s’énoncera ainsi:

Quelle que soit la fonction ky, on a, en tout point de la surface,

(G) ‘km—}—l T km < qum I

M, @ étant certaines constantes {positives indépendantes du nombre m
dont la seconde, i, est moindre que 1 et ne dépend point du choiz de k-

St Pon parvient & établir I'inégalité (6), on pourra conclure que la
fonction %, tendra, m croissant indéfiniment, vers une certaine limite, et
cela uniformément pour tous les points de la surface.

Soit % cette limite, qui représentera une certaine fonction continue
sur S et vérifiant ’équation

(7) e H g

]_j I cosp ds’

ot k' est la valeur de % en p' ¥).
Nous aurons

k= km + (k-m—{—] T km) + UGWE—}—Q e km—]—l) + Sy

d’out, en vertu de (6),

km——k; = ‘Bjnum(l +|u+#2 + o ):
et par suite

(8) b, — k| < M, ™,

M, étant une certaine constante positive.

*) En général, étant considérée une fonction quelconque f d’un seul point de
S, sa valeur en p’ sera désignée par f'.
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C’est une nouvelle forme du principe de Robin.
On apercoit une analogie compléte entre ce principe et le principe
de Neumann. Seulement la limite % de %_, en général, n’est pas une con-
stante: c’est une fonction qui représente la densité d’une couche €lectrique
4

en distribution naturelle & la surface considérée.
Il est facile de s’assurer que l'on a, quel que soit m,

{kmdSZXkotis,

lés intégrations s’étendant &-toute la surface.

Par suite, si 'on a
Xko ds =10, : :

Skdszo.

il viendra

Or, on sait que dans ce cas 1'6quation (7) ne peut &tre véritiée,
qu'en supposant k=10 pour tous les points de la surface.

Done, si 'on a
j kyds =0, 1

I'inégalité (8) prendra la forme
L

< M.un,

ce qui fait voir que la série
kgt kb kL k£ -0

sera convergente, et cela absolument et uniformément pour tous les points
de la surface.

4. Supposons que le principe de Neumann soit déja établi dans le
cas, ou l'on a

ky ds’
(9) Uy = 7 ;i l

k, étant une fonction queleonque confinue sur la surface.

Alors, comme il a été montré dans le Mémoire cité plusieurs fois,
on pourra établir le principe de Robin en toute généralité.
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Nous I’avions montré en partant de I'inégalité (4).

Signalons sommairement, comment pourrait-on le faire, si l'on. ne
voulait se servir que de linégalité (3).

Avant tout on remarquera que la formule (9) entraine, pour toutes
les valeurs de m, des formules de li méme forme

c} ! !
e km ds
L = G ’

ol les k, vérifient les équations de la forme (5) i

Maintenant posons
km—{—l e 7'71)1, o hm 2 vm—l—l = el (m=0,1,2,...)
Alors il viendra: d’une part

( &, ds’ 1 [ ki, _yceseds
U — h, = -

i jainzt 2 2

et d’autre part

’ o ’ £
1 &’um_lwb@ ds

P2

Par suite, la condition (3) prenant la forme
\um’ ==

qui est un cas particulier de (4), les raisonnements développés dans notre
Mémoire nous conduiront & une inégalité de la forme

Doy — By | < M ",

|
m |

analogue a celle (6).

@ ‘oo -a
ShOdSﬂj b s gkod.s:()-

#) Cette conclusion résulte immédiatement de la considération dela formule con-
nue de Green qui sert & exprimer la fonction harmonique au moyen des valeurs sur
la surface de la fonction elle-méme et de sa dérivée normale. Dans mon Mémoire, ou
je voulais établir le principe de Robin dans des suppositions, & Pégard de la surface,
un peu plus générales quici, j'al dt, pour pouvoir appliquer la formule de Green, in-
troduire une certaine restriction & 'égard de la fonction k. Ici cette restriction est
inutile, puisque, dans les conditions actuelles, on peut établir ladite formule par la
considération des surfaces paralléles, ainsi que je Pai signalé dans mon Mémoire & une
autre occasion.
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Done, en vertu de ce qui & été montré au numéro précédent, nous.
aurons aussi une inégalité de la forme

< M‘um,

' h m

qui n’est autre chose que P'inégalité (6).

Nous avons imposé & la fonction %, la condition d’&tre continue.
Mais il est facile de s’en débarrasser.

En effet, quelle que soit la fonction %, que nous supposons toujours
intégrable sur S, la fonction %, sera continue et, par suite, pourra jouer
le role de k, dans la démonstration.

De cette maniere nous parvenons a la conclusion que le principe de
Robin est une conséquence nécessaire du principe de Newmann.

La réciproque est encore vraie, car on voit immédiatement que le
principe de Robin conduit au principe de Neumann pour ce qui concerne
le cas, oll la fonction initiale v, est susceptible de se présenter sous forme
du potentiel d’une simple couche & densité continue, et cela suffit, comme
nous allons le montrer ici, pour établir ce principe en général.

5. Avant tout, il convient de signaler une autre forme pour la res-
triction ci-dessus a 1’égard de ¢,, sous laquelle nous supposons établi le
principe de Neumann.

Soit f une fonction, telle que, pour tous les points de la surface S, on ait

(10) rde { G’ds"

”

6 étant une fonction continue sur S.

Alors Uintégrale
] 6( dsl
R 3

tant pour le domaine intérieur & S, que pour celui extérieur, représentera
la fonction harmonique se réduisant sur S & f, et comme cette fonction
admet, sur la surface, des dérivées normales régulieres *), nous pouvons
conclure que le potentiel de la double couche

(11) (f’cos@'ds’

R2
o/
sera dans le méme cas; car, d’aprés ce qui a été montré dans notre Mé-
moire, c’est & cela que se réduit la condition, nécessaire et suffisante

*) Pour ce qui concerne Vexpression dérivée mormale réguliére, je remverrai &
mon Mémoire (Journ. de Math., 5 série, t. IV, pages 246, 247 et 285).
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pour que la fonction barmonique, définie par sa valeur f sur S, admette
des dérivées normales régulidres sur cetie surface.

D'ailleurs il est facile d’établir directement que, si l'intégrale (11)
admet des dérivées normales régulieres sur S, la fonction f est suscep-
tible de se présenter sous la forme (10).

Pour le montrer, il 0’y a qu’a répéter les raisonnements développés
dans notre Mémoire. ‘

Soit 9L la valeur commune, en un point p de S, des deux dé-
rivées mormales, intérieure et extérieure, de lintégrale (11} %), cesdér-
vées étant supposées régulieres sur S.

En supposant que dans la définition de ces dérivées intervient la
direction de la normale intéricure, considérons I’équation

1 [ KW ceospds
(12) ]Z“i"—g—ﬂ_ T—L»
h étant une fonction inconnue.

Admettons provisoirement que Pon ait réussi & obtenir une solution
continue de cette équation.

En désignant cette solution par H, posons

qudSI
i T

et désignons par W lintégrale (11).

Alors, eu égard aux propriétés connues des potentiels des simples
couches, nous parviendrons & la conclusion que la dérivée normale exté-
rieure de la fonction V,—- W sera égale & zéro pour tous les points de
la surface S, et de 13, cette dérivée étant réguliere, nous pouvons con-
clure que, pour tous les points de espace extérieur par rapport a S, on aura

(13) V,=Ww.
Pareillement, si nous considérons 1’équation

(14) y _Oi 1h'c032gocls':__
o0 r

__‘_L,

en admettant que 1'on en ait obtenu une solution continue K, nous arvi-
verons & la conclusion que, V, étant défini par la formule

#) Quelle que soit la fonction continue f. si Pune des deux dérivées normales
du potentiel (11) existe, Pautre existera aussi et lui sera égale. Voir le Mémoire cité,
pages 293, 299 (remarque).




la dérivée normale intérieure de la fonction ¥, — W sera égale a zéro
en tout point de S. Donc, cette dérivée étant réguliere, la fonction

V,— W conservera une valeur constante dans I’espace intérieur par rap-

port & S.

D’ailleurs on pourra toujours choisir K de telle maniére que cette
valeur constante soit égale & zéro.

En effet, ayant trouvé une solution de 1’éguation (14), on peut en
obtenir une infinité, en ajoutant & cette solution diverses solutions de
I'équation (7), et ces derniéres sont telles que lintégrale

k' ds
B

représente, dans l'espace intérieur & S, une quantité constante suscep-
tible d’une valeur arbitraire. )

Done nous pouvons supposer que la solution K ait été choisie de
maniére & avoir ;
(15) v,=w

pour tous les points de Uespace intérieur & S-

Maintenant supposons que les points, auxquels se rapportent les
formules (18) et (15), se rapprochent indéfiniment vers un point p de la
surface S.

En vertu des propriétés connues des potentiels des doubles couches,
la formule (13) se réduira, & la limite, &

H'ds' - ( r cos.ggp as oaf,

r ?

L

et la formule (15) deviendra

SI{ ds :jf cosg;) ds g
¥

r

Par suite, en posant
Lt Ey—
47 e

on aura bien la formule (10).

A

e et cm———
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Il ne reste qu'a montrer que les équations (12) et (14) sont possibles.
A cet effet, considérons la suite indéfinie de fonctions

h hyy hgy hgs -:e,

07
liées entre elles par les équations de la forme

1 [k, _ cos@ds

m

GRS 72 :

en supposant
hy= L.

Par la définition méme de la quantité L, nous aurons

des=O.

Par suite, comme nous l’avons déja remarqué, toutes les séries de
la forme
byt byl & e

seront convergentes et leur convergence sera uniforme sur S. D’ailleurs,

tous les %, représenterons des fonctions continues, puisque, les dérivées

normales du potentiel (11) étant régulitres, L sera une fonetion continue.
De 14 on voit que la série

hy—hy+hy—hg 1+ -+
représentera une fonction continue vérifiant I'équation (12) et que la série
—hy—hy—hy—hg— ...

représentera une fonction continue qui vérifiera I’équation (14).
Nous pouvons donc poser

H=hy—h +hy—hy o,
Bl ly e oo i,

% étant une solution convenablement choisie de I’équation (7).

6. En vertu de ce que nous venons de montrer, la restriction imposée
& la fonction », peut étre présentée sous cette forme:

Les dérivées normales du potentiel
vy cos D’ ds’
i e

existent et sont régulitres sur la surface.
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Or on peut signaler une condition assez simple, sinon nécessaire, du
moins suffisante, pour que cette circonstance ait certainement lieu.

En entendant par p le point variable, auquel se rapporte la valeur
f d’une fonction désignée par la méme notation, placons ce point dans
une position quelconque sur la surface S et considérons I’ensemble des
points u de S dont la distance a p ne surpasse pas la longueur D figurant
dans la premiére des deux conditions énoncées au n°® 2. La position de
tout point @ de cet ensemble pouvant &tre définie sans ambiguité par
celle de sa projection sur le plan tangent & S en p, regardons la valeur
f,. de la fonction f en w comme fonction des coordonnées polaires dans
ce plan de la projection du point ¢, le point p étant pris pour pole.
Puis, en entendant par ¢ le rayon vecteur et par u langle polaire de la-
dite projection, calculons Uintégrale

£

dans la supposition qu’on ait attribué & ¢ une valeur fixe, assez petite
pour que la condition pw < D soit possible pour toutes les valeurs de o
entre 0 et 2x. Alors la quantité

2%
1 = tad
| Tuds=g
u.
24 .
représentera ce que nous appellerons valeur moyenne de la fonction f au
voisinage du point p & la distance 0 de la normale en p.
Dans le Mémoire que nous avons cité plusieurs fois, nous avons
établi la proposition suivante:

En tout point de la surfuce, on la fonction continue [ vérifie une
inégalité de la forme

f—fl < do*t,

A, « étant des nombres positifs indépendants de @, le potenticl

“fecos @' ds’
R2

admet les dérivées normales. D ailleurs, si la condition ci-dessus se trouve
remplie powr tous les points de la surfuce avec des valeurs fives de A et
de «, ces dérivées seront régulieres.

Donc, v, 6tant une fonction continue et v, désignant sa valeur
moyenne au voisinage du point p a la distance ¢ de la normale en p,
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si, pour toute position du point p sur la surface et indépendamment de la
valeur de ¢, on a

(17) [, =)« A gee

avec des valeurs positives fixes de A et de «, il sera certain que les dé-
rivées normales da potentiel (16) existent et sont régulidres. p

Par suite, la condition (17) suffit pour que la fonction continue Yy
puisse étre présentée sous la forme (9).

Dong, dans le cas de cette condition, nous pouvons regarder le principe
de Neumann comme établi, et par cela méme nous pouvons encore le re-
garder comme établi dans tous les cas, oll, au lieu de v,, une autre fon-
ction quelconque de la suite (2) satisfait & une pareille condition.

Or nous allons montrer que la fonction v, vérifie toujours une iné-
galité de la forme en question,

laz "_Ule <derH,

et cela quelle que soit la fonction v,, continue ou discontinue, pourvu
qu’elle soit intégrable.

C’est de cette maniére que nous arriverons a l’extension requise du
principe de Neumann.

7. Nous allons élablir la proposition suivante:

Posons
feos @' ds’

2 ==

¥

e/

et désignons par w la valewr moyenne de cette fonction au woisinage du
point p a la distance ¢ de la normale en p. Toutes les fois que la fon-
ction [ vérifie une condition de la forme

(f—]u‘ < gr,

a, & étant des nombres positifs indépendants de la position des points p
et p', auzquels se rapportent les valewrs f et f', la fonction w, si Uon
suppose ¢ < 1 %), vérifiera une condition de la forme

lw—w| < 4>+,

ou A est un nombre positif ne dépendant ni de ¢, ni de la position du
point p-

*) Il est évident que, si f ne se réduit pas & une constante, le nombre « ne

peut pas surpasser 1, et que d’ailleurs on peut toujours supposer o <7 1.
16
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Considérons un point quelconque p, de la surface et désignons par

= ’
foa Wor Wor Pos 7y
les valeurs que prennent les quantités

e o
{. ity Wy B ¥

considérées comme fonctions du point p, lorsque ce point coincide avec p,-
Le point p, étant pris pour pole des coordonnées polaires dans le
plan tangent & la surface en p,, soient ¢ et @ le rayon vecteur et 'angle,
polaire de la projection du point p sur ce plan tangent.
Nous aurons
o

i, 1=
Wo_wo:""—ﬂj (w0 — w,) dy

0

en supposant que, dans la fonction & intégrer, l'on ait attribué & ¢ une
valeur fixe assez petite, et quant a cette fonction, qui est donnée par la
formule

cosg’ cos g, e
S E N Pl

e
r 7o

nous pourrons la présenter sous la forme

' COSe, s
w——wOZS(COS;p = 0)(]‘"—]“0)(18 .

2
/i U

puisque, d’aprés un théoréme connu,

‘cosp’  COSQL\
(e
r ’}"0 ?

queiles que soient les positions des points p et p,.
Nous allons chercher une limite supérieure pour la quantité

|10, — ]

A cet effet, nous devrons nous occuper d’abord de la fonction
w—w, et, pour faciliter notre recherche, nous allons décomposer I'inté-
orale, par laquelle nous venons d’exprimer w-—w,, en trois intégrales,
étendues A trois portions de la surface définies de la maniere suivante.

Concevons une surface eylindrique de révolution C ayant pour axe
la normale au point p, et désignons la portion de la surface S découpée
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par C au voisinage de p, par S et tout le reste de S par S". Pour rayon
de cette surface cylindrique, nous prendrons une longueur fixe gD, en
entendant par g une fraction assez petite, pour que la portion S, setrouve
toute entiere a Dintérieur de la sphére de rayon D ayant pour centre le
point p, (n° 2).

Imaginons ensuite une nouvelle surface cylindrique de révolution,
ayant le méme axe et correspondant a un rayon J plus petit que ¢gD.
Cette surface déecomposera S; en deux portions: celle intérieure, que nous
désignerons par S, et celle extérieure, qui sera désignée par 8y -

De cette maniére la surface S se décomposera en trois portions
Sy, 8;, 87, et en désignant les intégrales de la forme

“feosgp’  €OSgy\ :
I e

72

étendues & ces portions respectivement par Jy> J,, J’, nous aurons
2
w—w,=dJ,+dJ,4J -

Pour aller plus loin, nous devons signaler certaines inégalités qui
résultent des suppositions que nous avons faites a Pégard de la surface
{n® 9).

8. Soient % et x' les directions des normales intérieures aux points
petyp.
En vertu de la supposition II, le rapport
tang(n, n')
gy
pour des valeurs assez petites de », ne surpassera pas une certaine li-
mite, quelle que soit d’ailleurs la position des points p et p’, et nous
pouvons prendre pour D une longueur assez petite, pour que l’on ait

’ r
tang (n, n') < —,

toutes les fois que » < D.

Cela posé, prenons le point p, pour origine des coordonnées ree-
tangulaires, en dirigeant ’axe des z suivant la normale intérieure en ce
point, et désignons par z, y, 2 les coordonnées du point p et par r la
distance p,p. En vertu de la supposition I, 2 sera une fonction uniforme
de z, y, tant que r < D, et nous aurons

0z\? 0z \?
o oo = | S .
tang (n, 2) l/(dx) -+ (dy)
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Par suite, en supposanli r < D, nous aurons

AT

Or, si l’on pose
x=0c0Sy, y=0siny

et que l'on régarde z comme fonction de o et de p, il viendra

02\2 [0z \2 dz \2
LRk
Done, dans la supposition r < D, on aura

z r
— — <1
00 <D i

et par suite
sl <o, r=Vei+2<V2e.

De 14 on déduit

0z — 0
09 <‘/27)_’
ce qui donne
I %
18 — .
(18) 4l <755

Remarquons qu’en vertu de cette inégalité il vient

1T 72

|7cosg’ | <V—gj,

toutes les fois que » << D; et comme, pour » < D,

cos(n, n') > i

Ve’
on aura, dans la méme supposition,

rcos(n, n')

(19) |oos 9’| <——
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L’inégalité r < 1/5@, que nous venons d’obtenir en supposant r < D,
fait voir que, pour rayon du cylindre C, nous pouvons prendre 171§D'

Quant au rayon d\, nous supposerons
1 .

En méme temps, nous supposerons que le point p se trouve sur S,
et que 'on ait

Dans ces suppositions, pour toute position du point p’ sur S,, nous
aurons

r<r4r<30+1Y26<24<D

et, par suite, nous pourrons nous servir de I'inégalité (19), ainsi que de
celle-ci:
roc0s(n’, 2)

(20) lcoscp;,] < s ke

Nous désignerons les coordonnées du point p’ par z', y', ' et nous
pOSerons

« =0 cosp’, ¢y =¢ siny.

Alors, pour toute position du point p" sur S, et S , nous aurons

0z'\? d0z2'\* _ 7o

1

g— Vg’

Par suite, si nous nous arrétons & la supposition nous aurons

(22) |22’ | <%@2.
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Signalons enfin certaines inégalités qui résultent de la supposition
1 . ’
r < 5 d, lorsque le point p’ se trouve sur g,

Soit @ l'angle que font entre elles les directions pyp et pp'. Nous
aurons

r? =2 12 — 27,1 080
et, comme, dans notre supposition, on a
Lo
e e,

le développement connu

loe]
7, r\»
_ , = Z P (cosw) {—
Vrd+1*—2r rcoso - )

donnera
r 4 2
0 ) r
— =1 = 08w + 2 — ¥,
77 7"0 7‘0

ot & désigne une quantité comprise entre -—1 et 4 1.
De la on déduit les trois inégalités suivantes:

3

9 e r2
S 1—3 cosep| <235,
r U e
3 3
92 1 7
—‘;~1l<14-—, —+ <8,
r To

dont la premiére, eu égard a ce que
’ 4
rr,cosw =z’ + yy -+ 2¢

et en vertu de (22), donne

3 ’

s xx' -+ yy ( 3) re
R Ty e Al
3 3 s <l|22+ 4 o

= 1
Done, dans la supposition r <?d’ nous aurons

r i 2
|1 _ 1 geatyy| o9
P re ’ 22
(23)
g noliiy & -ivt5 1
l C T e Bl e

Maintenant nous avons tout ce qui nous était nécessaire.




R

9. En nous reportant a 'expression de . — w,, nous pouvons écrire

1 2w
— j Jdy |,
i 0

L étant une limite supérieure de }Jol indépendante de .
Or, nous avons

'_fo)ds’)

en supposant que les intégrales sont étendues & .
Donc, en entendant par ! une limite supérieure de Jla fonction
|f’ ~f0| sur §, et ayant égard aux inégalités (19) et (20), nous aurons

U (eos(n',mds’ | 1 (cos(w',2)ds
EONSS j ET g f R

et quant aux intégrales qui figurent ici, la seconde ne surpassera pas,

évidlemment, 2ad et la premiére sera plus petite que 27 1/2d, comme on
s'assure facilement en remarquant que S, se trouve & lintérieur de la

sphere de rayon ]/20“ ayant pour centre le point Po+
De cette mauniére nous obtenons

. = !
[J0g<23r(1/2—[—1)—ﬁ-d‘,

et comme, en vertu de la condition du théoréme, nous pouvons prendre

l=a(V246) <ay24e,

nous aurons

|| < 22 (2 +/2) 5 dot,
Nous pouvons donc poser

=15 % 0ok,

Passons maintenant & la considération de I’intégrale

_j(cosgo Lo&(po) (=) ds

étendue & S, .




== 248 —

Nous avons

2 2

cosgp’  cosy, rcosgo’—a-ﬂcosq32,+ ( 1 1
Vi ¥ o 73 ¥

5 1 » COSQ, .
4f§’) 0€05%,

Or on a, évidlemment,
reosQ’ — r, cosp, = z cos(n’, z) + y cos(n’, y) -+ 2 cos(n’, 2)
e - ()z,‘ g 08 cos(n’, 2).
ar Yoy dy’

Par suite, si 1’on pose

zcos(n', 2) 1 1
,52 —— ——‘--3—— —— — — ’,
e (r3 7’0)( +yd )cos(n 2)
1 1 xx' { ]
et TR
4 %o 0
il viendra

cosg’  cosg, xzz' gy’ ; 0z’ 02"\ cos(n’, £)
i — 3 —— "y — Bl v e,

2 ——=1 2,
"o Yo ry

ce qui fait voir que, ’expression
cosp’  cosQ,

2
0

7r? 7
étant considérée comme fonction de ®» en vertu des formules

T =QcCosy, yZQSim/),

2 regsp’ cosgoo
el
0

Cela posé, reportons nous aux inégalités (18), (20), (21) et (23).

Eu égard a ce que
dg'\? dz'\*
<o l/(dx;) 3 (dyl)

il o il 2
et tenant compte de l'inégalité o <Ed' nous obtiendrons

on aura

02

x r
dx

d?cos(n’, 2) d2cos(n’, 2)
|sa\<(;/2+) Drd | o




Nous aurons done

1

27

d?cos(n’, 2)
Dy

2T rcosg’  cosg, 1
] ( 92 g

et par suite, eu égard & l'inégalité

f, *__fo’ < Wgy

il viendra
0 A o a . (cos(w. 2)ds’
= Tap| <110 (2D,

Or, lintégrale étant étendue & S,, on a

cos(n’, z)ds s d@ 2-75 ga-1
3—a = d

Done on trouve

1

2%

) 2x a atl
J Ay < g d
L]

Reste a considérer J'. Mais on voit immédiatement qu'il est pos-
sible d’assigner un nombre fixe A4’, tel qu'on ait

1

32T
5 J"d?/)l<A’@2,
O 5

quelles que soient la valeur attribuée & ¢ et la position du point p,.
Rapprochons maintenant les inégalités obtenues.
Nous aurons

|wy — wy| < (

et cela quels que soient d et ¢, pourvu qu'on ait

22 za /
a)jf’““—}-Acﬂ,

%D>d‘>2r.

Or nous pouvons satisfaire a cette condition en posant, par exemple,

d=2V20,
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o étant supposé assez petit, et dans cette hyboth‘ese notre inégalité con-
duira a celle-ci
‘—7/50'_ wo.l < AQGH-] 3

ot I'on pourra prendre pour A un nombre qui ne depend ni de ¢, ni de la -
position du point p,.

Nous arrivons done & l'inégalité qu’il fallait établir.

10. En vertu de la proposition que nous venons d’établir, nous
pouvons affirmer que, si la fonction v, satisfait & une condition de la forme

(24) |ty =] <C@r®

a et « étant des nombres positifs fixes, la fonetion |

7.2

1 ( v cosg’ds’
el g o e

vérifiera la condition requise
(25) |8, — | < Ao*H.

Or, d’aprés une proposition qui a été etablle récemment par M. Korn,
la fonction

1 S v, cos@’ ds’

R

oQx Va

vérifiera toujours une inégalité de la forme (24), pourvu que v, soit une
fonction intégrable sur S.

Dailleurs il est facile de le prouver par les formules que nous ve-
nons de développer.

En effet, soient: ! une limite superleme de la fonction |f| sur S
et J,, J,, J' les intégrales de la forme

cosg’  eos@,\ .
j( C 2 )fds

% 0

étendues respectivement & S,, S;, 8, de sorte qu’il viendra
w—w():Jﬂ—l-J}—PJ'-
En faisant les mémes suppositions que précédemment, nous aurons

7| <2 (/24 1) 45 0 < b — 4.
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Passant ensuite & la considération de oJJ,, nous remarquons que la
formule
¥ COSP  — g COSQ, = z——xi}é = cos(n’, 2)
0 0 '0.%’! Y 0?/ ] )
en vertu de (18) et (21), donne

1 l.?

ry,
{rcosgo'-——rocos%} < (V2 D +f°) cos(n’, 2),

; R LR e T : : : ;
ce qui, eu égard & I'inégalité r <5, (ayant lieu, si le point p' appar-

tient & S)), conduit &

1 i )rrocos(n',z) 11 trycos(n’,2)

|7 cosgp’ — ry cosgy| < (21/5 D S ]l

Par suite, la formule

CoSQ’  cOSQp, 7€0SP — #,COS P, ( 1

i "
e — —_—— ]y cosw
72 re 73 73 e el b2

en vertu de (20) et des inégalités

1 ] r 1 1
e =6 b e S

r 7 ¥ r T

donnera
’ ’
cosQ cosQ, reos(n', 2)
SR L 2 25 By
r 7‘0 7'0

Nous aurons donc

PRUEE B T
1J1’<Z5~D—15Ta

et & plus forte raison

l D
‘JI] < 50%"-5 l“lOgT-

Enfin, en ce qui concerne lintégrale J', il est évident que, a' étant
un nombre fixe assez grand, on aura
I’ <a'r.

@
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De cette maniére nous obtenons

|0 — w0, | <5ﬂ—~£~d—|— 50n%r10g—?~—l—a'r

3

et, comme nous pouvons poser d =2r, nous arrivons & une inégalité de
la forme
D
|w—w,| < arlog =
a étant un nombre fixe assez- grand.
Done, pour une autre valeur de a, on aura encore

|w—w0| < are,

« étant un nombre positif choisi arbitrairement sous la condition & < 1.

De cette maniére nous parvenons A la proposition suivante *):

Quelle que soit la fonction f intégrable sur la surface considérée et
quel que sott le mombre positif o plus petit que 1, la fonction

f'cos ¢’ ds’
=
/i

vérifiera une condition de la forme
| —w| < ar*,
a étant un nombre positif indépendant des positions des points p et p'.

Done, quelle que soit la fonction intégrable v,, la fonction », sa-
tisfera toujours & une condition de la forme (24) et, par conséquent, la
fonetion w, vérifiera une condition de la forme (25). Cette derniere fonction
sera donc toujours susceptible de se-présenter sous la forme du potentiel
d’une simple couche répandue sur la surface avec une densité continue.

Cela étant établi, nous pouvons regarder notre tiche comme achevée.

*) Remarquons que M. Korn n’a établi cette proposition que dans le cas de

o é%. (Abhandlungen zur Potentialtheorie, Abh. 1, p. 5—8).




