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Sur certaines fonctions périodiques qui S’écartent le moins
possible de zéro,

Serge Bermnstein.

En étudiant les conditions de convergence absolue des séries trigo-
nometriques '), j'ai établi la proposition suivante fondamentale pour cette
étude:

Si
n==N
Z @y, €08 1z - by, 8in nx
n=1

=1,

le maximum M de
n=N

5 [ an] 4| Bl

n=1

est de UVordre de VN.

La démonstration s’appuie essentiellement sur la considération des
fonetions

7 9 n—=p—1 /py’ ; t
f}’ (x) e 2 (_) (p ‘%) S na (pour p=4p.43),

pa/z n—1 P
] n=p—1/n :
fP (_q;) == pa/a Z (E) (p—%) CoSnx (ponr p—4p.--1),
n—1

ol (%’) représente le symbole de Legendre.

Je me propose de démontrer ici quelques propriétés remarquables
de ces fonctions, en supposant toujours p un nombre premier:

_Soit d’abord p=4g-3. Nous allons 6tablir le théoréme que voici:

Théoréme. Enire toutes les fonctions de la forme

flz) = nzﬁp‘_—lan sin na

n=1

1) Comptes Rendus, Juin 1914, et Communicat. de le Société Math. de Kharkow, t. XIV.,
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qui satisfont a la condition
n—=p—1
Y (m—apa|=1 e
n=1 :
c'est la fonction
B B :L_(”—“) (p —n) sin e
el T g ;
qui s’écarte le moins possible de zéro. Si la condition (1) est remplacée par
S |t tpn] =1, (%)
n—1
cest la fonction
V p 2 =
3 @ m) = 2 (-*1)” (n—p)sinnx

qui s’écarte le moins possible de zéro.
A cet effet, vérfions d'abord le lemme suivant:
Pour toutes les fonclions

n———

g @)= Y ausinn,

n=1
Bt o)

telles que

on a

N—1
: ; 2
le signe = ayant heu, lorsque a, = V—_ —|, st p est un wombre premier
- /4
de la forme 4u + 3.
En effet, on a |
I—E nzp;l h:p;.l :;1
2 2h 2 2. Oml
N @2( ”): 3 o2 Y dn Wt-% 2
h=—1 P n=—1 =1 =1
Done,
P
2 4 L
S Bl 9P 1
st e oS P




— 147 —
Ainsi,
parsl
Y [
n=1
atteint son maximum, si
oy =t == [ty | = =
5 Vp
D'ou
M:-—A- p——l
N ’oc S e
n‘:d! "‘1 VP

N : JE 2 [
On reconnait, d’autre part, que, si l'on pose an:T on a

p—l )

e p—1 th) h)
\' Qy | ——— el = |—|= i 1 |
nél I ] Vp % ( b ; (P

p etant un nombre premier de la forme 4u -+ 3. C. q. f. d
Cela étant, oon51dérons une fonction quelconque

n=p—1
(@)= Y a,sinnz.
n=l

On voit sans peine que

By — | sin—. (2)
b

Dusp sl S h
s by
- ]1§l f ( ) p

Par conséquent,

G ) h —n)h
HormilnGponi » >, f(%) (sin % — sin M) =
fe=1

il

Z f( ')i QT"- (3)

=1

Or, la fonction
AR
ST

@)= Y a,sinnz,

n—I

ou a, est donné par la formule (3), satisfait évidemment aux équations

) _ (o
§0( p )_ (p ) -(1.21,2,...,’%1)

T e
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Done, si
_p—1 _p—1
Mf—‘T -n,__T 3
¥ = 3 |a—al.=t, (1)
n=—1 n=—I

on a, en vertu du lemme qui vient d’étre démontré, au moins pour une

valeur de %,
Znh)‘ t (Qﬂ.h) VE
Sonike b - :
’f ( o )i %\ /| =p—1

Ainsi, a fortiori, aucune des fonctions f(x) qui satisfait & la con-

ey

dition (1) ne peut rester constamment inférieure & —% Or, la fon-

ction
9 fesn
p_‘—/-ﬁl £ (z) = o (5) (p—mn)sinnz

p(p—-l) e

qui satisfait aussi & la condition (1) jouit précisément de la propriété que

fp()‘< VP 3

le signe d’égalité ayant lieu pour x_—_?}g(hz il e e l).

Vrp

Done, la fonction i f(x) s'écarte le moins possible de zéro pour

toutes les valeurs de x, ef l'écart minimum de zéro des fonctions satis

Vo

faisant @ (1) est précisément

Pour obtenir le résultat énoncé dans le cas, ol la condition (1) se
trouve remplacée par (1"%), il suffit de remarquer que, si f(x) satisfait
a la condition (1), f(a:—{—n) satisfait & la condition (1"®); par conséquent,

S C
si p‘__p i f(z) fournit la solution dans le premier cas, c’est EO—_ﬂ—I];(x -+ )

qui résout la question dans le second cas.
Notre théoréme est done entiérement démontré.
Corellaire. St ad,0, 50, =0 "

k=p—1

k; \akle
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la fonction

n—p=—1
f(a"') T 2 @y, SIN NT (p==4P--8, premier)
n=I1 4
oo MVp,
ne peut rester motndre en veleur absolue que —; celte valewr we sera
b i
pas dépassée, seulement si
MVp
+ f(x) =§_—lfp($ ~+ k).

Démontrous & présent une propriété analogue de fp(x) dans le cas,
ou p=4u-1. '
Théoréme. Entre toules les fonctions de la forme

n—p—1
()= Y ancosnz

n—0
qui satisfont aux conditions f(0)=a, Vp et
p—1 ;
T

Y o tapal=1,

n=I1

=

c'est la fonetion
Vel L T
g fol) = i 721 " (p—mn)cosnx
qui s’écarte le moins possible de zéro (p#4y+ 1).
Remarquons d’abord que notre fonction satisfait bien aux conditions
du théoréme, puisque f,(0)=a,=0.
Démontrons ensuite le lemme suivant:
St la fonction
: p—1

NS =y

' 2
¢ @)= Y a,cosnz
n=>0
satisfait aux conditions @ (0)= a, Vp et
’¢(%T”)<1 (h=1,2,...,p——_1),

on a
‘H—“p_]
R
: Bt
O i =5
Y lem|= Ve

n==1
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€

: n :
le signe=ayant liew, lorsque =0, oy= (5), pour p=4p+1 premaer.

Vp
En effet, on a
;n———l - p—l
207 :
Lot 3 P(E Ee 2 5
n—l b n—1
et, puisqu'on & q:(O):ocon, done
p—1 p—1
%:T 4 n:g—
Y (ﬂﬂ) =2 ¥ a
dd P
n—1 p n=1

Par conséquent, on a, comme plus haut,
Sk

2 s
Z i(x”‘ép *13
=1l Vp

le signe=ne pouvant avoir lieu que, lorsqu’on a en méme temps

o | - 'p— 1
o = o — T
FU% ’(P )
2 ;
or cette circonstance se présente précisément, si a,,szV:(g), la fonction
p

et ‘allz...:\a’il;

5
a

p |

giple) — R X (n)cosnx
1

I

satisfaisant & toutes les conditions du lemme.
Cela étant, considérons la fonction

f(@)= nzi_lan COS N,
OD aura n—>0
g J
an:%[f(o)—k'«,__ ﬂ)]-l— 2 ﬁ f( ) ﬂz :

=

oﬂﬂ+ﬂM+f§4) 40+hﬁfﬁﬂ
Done, ?;1

h zh Q7h
anﬂ—a/‘{, nzéf(O—F 2 f(p)' T.

=1
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Or, construisons la fonction

p—1
n ..__p——

g(x)= Y aycosnx,
n=—>0
définie par les conditions

(p(‘z:zh) ¥ f(Qth) (h:O, ]J.__,fi:.l\ :

p

nous aurons {
p—1

o + f (Q“h)_ao

p~—1

—2— 2mh omnh
¢ (0 )+ P 2 (P( ) cos =ln 0y (4)
h=
Mais la condition ay=—— f(0) donne @y = —— go(O) et, d’autre part,
Vp Vp
h— o h= s
Z ’ (407 I e 2 ‘ ah'l" (277 ) 1-
=1 h=1

Par conséquent, en vertu de notre lemme, il y aura au moins une

valeur de h(h SRS p-:;l), pour la quelle

; Pk il
si
h:p41
S o+ apon] =1
h=1
donc la fonction pl fo(xz), dont le module ne dépasse jamaispudp1 ,

est bien celle qui s'écarte le moins possible de zéro.
A fortiori, pouvons nous affirmer la conséquence suivante:
Théoréme. Enire toutes les fonctions
n=p—1

f@)= Y a,cosnx (p=dp+1 '

n=1







