Sur la recherehe des soltitions partictilieres de
I’équation de Laplaee.

Par A. Friedmann.

Soit
AV=0

I'équation de Laplace; transformons cette équation en coordonnées curvi-
lignes orthogonales ¢, 01, 0s.

Lamé et puis M. Darboux et M. Wangerin !) ont indiqué les trans-
formations pour lesquelles le potentiel 7 a la forme particuliére:

/

V =f(0) fio1) fal02)

ou méme
V=24, 01, 02) fl0) filoy) fa(02),

o 7(0), fi(ey), fol0s) satisfont aux équations différentielles ordinaires du-

second ordre, A(¢, 0,, 05) étant une fonction ne contenant aucune con-
stante arbitraire.

Ainsi il est naturel de généraliser les recherches classiques menti-
onnées plus haut et de poser, comme le fait M. Stekloff *), le probleme
suivant:

1) Lamé, Lecons sur les coordonnées curvilignes. Paris, 1859.

Darbouz. Lecons sur les systémes orthog. et les coord. curvilignes. Paris, 1898.
Voir aussi les mém. de M. Darboux dans Ann. Ec, Norm. Sup. 1866, 1878.

Wangerin. Monatsber, d. Berl. Akad. 1878, p. 152.

Huaentzschel. Studien iber die Reduction der Potentialgleichung auf gewohnliche
Differentialgleichungen. Berlin, 1893.

2) B."A. Cmexaoss. O6mie merorn phmesis OCHOBHEXD 3alayb MaTeMaTHIeCKOR
tusurn. Xapsross. 1901, c. 242,
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Trowver toutes les tramsformations orthogonales x, y, 2 en 0, 0y, 0
telles que Uéquation

(4) V=10
admette les solutions de la porme

(B) V = f(0) V1(01, 02).

On sait que dans la théorie de 1’équation de Laplace les fonetions
dites fondamentales jouent le role prépondérant. Ainsi la recherche des
méthodes pour construire ces fonetions est un probléme important.
Si I'equation (A) admet les solutions du type (B), parmi ces solutions
on peut trouver parfois des fonctions fondamentales pour la surface
o =const et méme un systéme complet de ces fonctions.

En réalité, pour les surfaces du second ordre on peut mettre le
potentiel ¥ sous la forme (B) et on peut trouver par cette méthode les
fonctions fondamentales pour les surfaces mentionnées. Citons, par exemple,
les fonctions sphériques, les fonctions de Bessel et celles de Lamé.

Notre travail sera consacré a la résolution du probléme général,
mentionné plus haut, c’est-a-dire 4 la recherche des cas pour lesquels
le potentiel V a la forme (B).

§ 1.

1. Transformons l'équation de Laplace

(1) LV =0

en coordonnées orthogonales ¢, 01, 0.

Introduisons avec Lamé les fonctions H, H;, H,, dites les coeffi-
cients de Lamé, de la manieére suivante:

ds? = dg? +dy? + d2? — Hodo® + Hdo? + Hido®.

L’équation (1) transformée en ¢, 0, 0o Sera, comme on sait,

av oV v
dad—Q dala? daea
) Y1 s
@ de i 001 s 005 o
ol
H, H. HH HH
(3) 0‘=—1H2, al=—H‘gs Qo H:-
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Si cette équation admet la solution de la forme:

4) V ={f(o) Vi(or, 03),

il est évident, que f(p) satisfait & une équation différentielle linéaire du
second ordre. Moyennant la transformation qui n’altére ni I'orthogonalite,
ni la forme (4), on peut mettre cette équation sous la forme:

(3) 1= (o).

Nous considérons d’abord le cas ou (o) differe de zéro. Le cas
contraire sera examiné plus loin. Nous allons introduire cette condition
restrictive dans notre probléme géunéral: supposons, avec M. Dall’Acqua 1),
que chacune des quantités

olgV, olgl,
do, ’ 009

f
f bl

2

contienne une constante arbitraire, ne dépendant pas des constantes de
deuwx autres.
A Taide de cette condition et de la formule (5) nous aurons:

(6) — =0,

et la fonetion ¥, satisfera & une ou a plusieurs équations de la forme
oV
1 daOOVI
- doy

do4 i
o V., = 0.
o = 5 w(o)Vy

=

day

(M) ;
Nous avons deux cas & distinguer:
1) V, satisfait seulement 3 une équation de la forme (7) ou il
faut considérer ¢ comme une constante; toutes les autres équations pos-
sibles de la forme (7) sont linéairement dépendantes de cette équation;

9) ¥, satisfail aw moins 4 deux équations de la forme (7) linéaire-
ment indépendantes entre elles.

Faisons quelques conventions. Nous allons désigner pas les lettres
latines majuscules 4, B, C, G, F les fonctions de ¢; et 0o, par les let-

tres latines minuscules @, b, ¢ les fonctions d’une seule ¢, par la lettre
grecque 7 la fonction de o et o;.

1) Dall’ Acqua. Rendiconti della R. Accad. dei Lincei. 1908, p. 296.
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Dans le deuxiéme cas on peut écrire les équatlons sulvantes, aux-
quelles, d’aprés I’hypothese faite, satisfait 7;:

PP T ot |
AT e
(32V1 0V1 oV

0t T —|—,u2 o +#3V1

Moyennant les conditions de M. Dall’Acqua on peut écrire, eu égard
aux formules (6) et (7),

oc
0_1 + 1161 4 e =0,
01
©) da
=t + Votty - oty = 0,
005 :

p(o)a + vaa; 4wy =0,

Choisissant convenablement les fonetions si{o1, 95) et su(oy, 0s)
nous pouvons réduire les trois derniéres des équations (9) & cette forme
plus simple:

o =51(01, 0o)b1; @ =355(01, Qo)ls,

"ot

do + lulto =0 O
(10)

ﬁ@g + TD)tl = 0

wlo)a -+ vt - sty = 0.

I est évident que vy et s ne peuvent pas étre égales & zéro si-
multanément. Ainsi il faut distinguer deux cas:

1) v3 ou wy est égal A zéro,

2) v; et us sont différents de zéro. ;) >

Dans le premier cas il suffit de supposer ws=0, 7,0, le
cas contraire se déduise de celui-ci par la permutation des lettres o

et 95. Dans ce cas nous aurons:

3 o
b= —plp)—.
Si =0, v, =0,
oh oty
L0, 22=0, i = plo)(o,), f =2
Jor b e 4l w(0)A1(0s), 1o 2(9 01),



Sl
si Aulzo! 7’24:0:

il
d—g’;——ﬂ, f=p(0)h(0), = w(0)1s(03) + 250, 01).

Un calcul simple prouve que ces deux suites de formules correspon-
dent aux formules (III).

Si u; 0, on aura:

shodgi 1

b 901 w1

y i =w(0)(01, 0a), s =w(0)As(01; 0).

Ces équations conduisent aux formules (D).

Considérons a4 présent le cas on wy et vg sont différents de zéro
A laide de la troisitme des équations (10) on peut écrire:

¢ 5
g—gll + o1t + @13(9) =0,
0ty e

90, + 0yt 0,p(0) = 0.

Il est facile de voir que

t =my(01, 02)w(0) + 71(01, 02)%(0, 02),
ty = n(01, 02)W(0) T Ma(01, 02)%s(0, 01)-

Substituons ces expressions dans la 3-me des équations (10), divi-
sons les résultats par ®(o) (diftérent de zéro) et différentions par rap-

port & o. Nous aurons
&
), .. 1)
(% (2

do -+ gy do == 0,

’113’1’& 1

Supposons d’abord que »; et m, soient différentes de zéro; on peut
écrire:
S1(0, 02) = w(0) (&i1(02) 9(0) +-71(02)),
99(0, 01) = w(0) (§x(01) #(0) + 72(04)),
d’ol résultent immédiatement les formules (II) du théoréme I.

_ La démonstration de ce théoréme dans le cas ou l'une des quanti-
tés n; et m, est égal 4 zéro ne présente aucune difficulté 1).
®

1) Les formes pour H, H,, H, du théor. 1 se trouvent sans doute dans les formes
données par M. Dall’Acqua (l. ¢.).




Théoreme 2. Les fonctions f et Vy satisfont aux équations suivantes:
Pour les formules (1):

f' = Ka'f
24 24
@) e
5 —‘— X< —i— Kp V1 =0
d@l : ()Qg g : o

o K est une constante arbitraire,

BC AC AB

Fe e T

Pour les formules (1I):
f"=bKa+ K,

R 0V1
ap1 o dpr)
. K,pV1i=0,
(1) Glgen o
X 2 L K,pVi=0.
o 5 T + KopWa
Pour les formules (111):
=
op1 ZZI op1 33)71
2 L KpVi=0,
(I11) i e it
dngdVl
o A 0
i 00y _,

onw K, K;, K, sont des constantes arbitraires,

BC AB
P == LETE Pii— S s = l/

La démonstration du premier cas est trés simple. i
L’équation principale (2), dans le deuxitéme cas, peut §’écrire:

0 Vie_ o0V a¥: d ¥
. 1G—— vik
a(ﬂ) Yoo oPs 009 > o 1 (d 00, il ue d0s > BT

5 B o b

©
v T a7\ e T de.






BGD

a condition que:
A5(02) = (0 ;

deuz cas pewvent se présenter:

1) ou les équations powr Vi (Il,) sont incompatibles;

2) ou elles admettent les solutions de la forme Vi = ¢,(0,)9s(05), @y,
Po Glant des fonctions dont chacune satisfait & U'équation différentielle ordi-
naire du second ordre. A

Dans le cas du théoreme 3 les équations (II;) peuvent s’écrive:

oV
P do1
001

F

(K F—EKy)pVi=0,

A%
0py -
F""f—l‘szV}:O-

La premiere de ces équations donne:
Vi= ¢1(09)uy(01) + 62(00)12(01),

ol 1 et u, sont des solutions de cette équation, linéairement indépendantes.
Posons

On peut écrire:

2C2(05)

2 1(@9
dg,

(12) ul(@x)( +5~(@1)7ocl(@>)) +uo(<n)( +'9‘(91)2~702(92)) 0

Différentions cette égalité par papport a o, et considérons le
déterminant:

‘ 2 1(92)

\

dvye,(
———~ ${01)Aat;(03), 7 '}_'9'((’1)1202(90 l

: (9 ) d2q¢,(05) dz Vo0 (9 ) d2y 9(99)
V6,05 9C1(09 200,
W (o) don e a2 — (01)

Ce déterminant est un polynome quadratique par rapport & 9(o;)
& coefficients indépendants de ¢;. Trois cas peuvent se présenter:

1) les équations (II;) sont incompatibles 1},
. 2) 9(p;) est une constante,

') 11 est inutile pour nous de considérer la solution V, =0,

- |
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8) les coefficients de notre polynome sont égaux & zéro.
Les deux premiers cas démontrent le théoreme. Le dernier donne

la relation (coeff. de [9(o,)]* est =0):

d1g 2905(05) S d1g 296,(02)
dos. doy -’

co(02) = Cey(09),

ol C est une constante, et I'égalité (12) devient:

dvyc;(0,)

e i 3(91‘)2‘3 ¢1(02) =0

Done, ou 9(g;) est une constante, ou les équations (II) sont incompa-
tibles, C.Q.F.D. :

Remarques. 1°. Le théoréme 3 a lieu st F=0, G est indépendant
de 05, A1(01) = tu(e1) (au lien de 25(0p) = t2(05) )-

20, Le méme théoréme sapplique aux équations (III;) pour le cas
ot F est différent de zéro; dans le cas F =0, les formules (III) se
réduisent aux formules (I).

Dans tous les cas du théoreme 3, si 'équation de Laplace admet
une solution de la forme: V==7(0)Vi(o1, 05), la fouction Vi(es, 05) se
réduit nécessairement au produit fi(e1)72(0s)-

§ 2.

1. Ce paragraphe sera consacré a lintégration des équations pour
H, H,, H,, dues a Lamé, dans lesquelles H, H,, H, sont tirés des
formules (I), (1I), (III).

Ces équations, bien connues?!), sont les suivantes:

@H 1 gH, oH 1 oH oH .

do1des Hi doy dor  Hy dor’ dos
02 Hy 1 gH oHy . 0H, dHi

dodos  H gy 00 Hy do 0oy
2H, 1 oH oH, 1 ¢H, oH,

dodoy  H doy " do H, E—d(:

1) Voir Lamé, Legons sar les coordonnées curvilignes.

AR L R R e L

oo ) M miinds
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1 ot

K ol 0

d_@l(l—ﬂ'_d&)_l-%(ﬁ' 0o>+H§'dog'092 :
T el il SR s Tl ol
d@z(ﬂz.d—(lq)_{—d@(ﬂ‘ a0 >—|_Hf'091' d01 =0

0(1 aHQ) 0(1 dH')JrT_}—ZaHIQEg:O

1 gl dHl___O

do1\I: " a0, | " deo\Ha ' deo 2 dp " do

Nous allons appeler ces équations ,équations de Lamé“. En intro-
duisant des nouvelles fonctions » = H?2, h, = H?, h,= H}, nous obtien-
drons six relations, analogues & celles de Lamé, que nous allons appeler
,équations de Lamé transformées®. Dans plusieurs des cas qui vont suivre
nous pouvons intégrer ces équations jusqu'a la fin, lorsque les expressions
de H, H,, H, ont la forme (I), (II) ou (III), mais pour abréger cette note
nous indiquerons seulement quelques propriétés des intégrales'de ces
équations, propriétés, nécessaires pour le but de notre travail.

9. Les 1—3-me équations de Lamé pour H, Hy, H, définis par
les formules (I) donnent deux cas:

¥) @=¢onst., 4, B, € satisfont & 1’équation:

P4 1 0B 04190 04 _
00100, B 09, " do1 C " dor A 00, o
2) A = const.
Les trois autres équations pour le premier cas donnent (il est évident
qu’on peut poser a = 1):

H =A,
av) H1=B?
B0

ot A, B, C satisfont aux équations:

GR BB o4 (100 g
dg100s B 0oy dor  C'dor "dey
gty ol ail, B OB nd
g2 B ogi dor ' C%70gy 0gp
A G4 A 94 G 40 vl

| G2 C 00, des T BEden Gl

8- /15aC d (1 0B
ey et G 8 G ey
001 (B 091)+092(C 092) :




s

On peut remarquer que la derniére de ces équations est la condi-

est 4. L'intégration de ces équations en A (si B et C sont données)

* se ramene a deux équations linéaires du premier ordre et aux quadra-
tures simples. '

‘ Dans le second cas la quatrieme et la cinquitme des équations
de Lamé donnent:

d’ol:

a =
. -0 %",
ol %, »%: sont des constantes.
Ainsi les équations de Lamé donnent:

ek
(w0 4 %)
B
| (V) W = x__g + o
C
¥, = !
2 wptxy
ou B et C satisfont a 1'équation:
[ R S T
' ") de, \ B "do, +092 C" o, 5 4

3. Substituons les h, hi, ke, tirées des formules (II) dans la pre-
miére des équations de Lamé transformées. Nous obtenons une fonction
rationnelle en @, mais ¢ n’est pas une constante (les formules (II) coin-

{ cident, dans le cas contraire, avec les formules (I)), et par suite '’équa-
i tion obtenue sera une identité par rapport &.«; multiplions la par (¢ -+ F)
| et (a-+ @) séparément et posons a==—F, a=— G respectivement;
g nous pouvons écrire:
E A(G — SBAE, o
001 00>
{9 3G oG
AF—G)——=0
( ) 09, 902

tion d'intégrabilité de trois premiéres équations, ol la fonction ineonnue

L s st S e et v MRV R SR W

e

A R R



Il faut distinguer deux cas, selon que F est égal & G ou non.

8i ¥= G, on peut poser dans la premiére équation de Lamé a¢ = — G:
donc nous obtenons la relation: -

OF oF _ .

()Qi- dQQ_ .

Deux cas se présentent naturellement:

1) F est une fonction de o, seulement,

2) F est une fonction de oy seulement.

Faisons d'abord une remarque préliminaire. Saus altérer nila forme
spécifique de H, Hi, H,, ni les conditions spéciales de notre probléme,
on peut faire les substitutions suivantes:

0 =00,

01 = 0i(ea),
02 = 05(05),

ot 0(0), 01(01), 00(02) sont des fonctions quelconques de ces arguments.
L’emploi de ces substitutions peut ramener les équations et les fonc-
tions de notre probléme & la forme la plus simple.
A l'aide de cette remarque nous pouvons supposer, que F = g,
pour le premier des deux cas précédents et que F=o; pour le deuxiéme cas:
Désignons par £ l'expression suivante

#A 1 0404 1 B4 1 9C A

~ doido, 2A4°de1 do, 2B 00, 001 2C doi doy

La premitre équation de Lamé nous donne pour le premier cas:

H = A4b%a + 0,)%
(Vy) H, = Bb (a + 05),

H2: Cb (a+02)=
el les relations:

dlg VZ= alg C
001 001 '’
8 0o

Les conditions pour le deuxiéme cas s'obtiennent en permutant les
lettres o, avec g1 et B avec C. :

Si F est inégal & G, noas pouvons construire, en développant les
conditions (13), un tableau concernant 16 cas; mais en réalité ces 16 cas
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4. Examinons d’abord les formules (VI).
"~ On peut dire que: 1) a et b sont différents tous les deux des con-
stantes et que 2) @ est inégale & b; dans le cas contraire les formu-
les (VI)

H = Aab,
H1= Ba,
Hg: Ob,

se dégénerent aux formules (I). ,
Les trois premiéres équations de Lamé donnent:

Tt 1T 9B o4 1 90 9a'
00100, B 005 001 = G 901 005 . "

‘ L 9B 14 b 1 0B
(1. _&_(ﬁ'dog A4 sz) ?.F.Er*o
Bl 90 1 94 ﬁ’ioo‘_o
BAC D6 A0 & Olten

Nous avons trois cas a distinguer:

0B aC
e =0, 0 =0 £+ 0 fou ce qui revient au méme, — % :4=0)',
1

" 305
: OB 0C 7
2) ' 0, b0, e =0;

3) b'=0, a +=0 (ou ce qui est au fond la méme chose, a' =0,
N bk :
Dans le premier cas il est facile de déduire des équations (14) la
formule:
dlgb 1 0B 1 904
e
dlBag. 1 9B "
W B’ 099

d’ou (parce que dans cette égalité I'une des parties ne dépend que de o,
Pautre que de ¢, et @,) b=wca", ol « est une constante, ~ est aussi
une constante différente de 1 ou de 0 (voir plus haut).

—Les- formules (14) nous donnent: ..

A= (00)%(02)5
B =¢&,(opA ™,

k

0= &(0) A",
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ce cas on peat intégrer complétement les équations de Lamé et obtenir
deux formes différentes sous lesquelles se présentent les fonctions
G1(eq) et So(os).

5. Il est facile de démontrer que les cas 1, 2, 4, 5 de notre ta-
bleau [p. 257] sont impossibles. Multiplions la seconde des équations de

Lamé par (a -+ 0,) et posons 02 =—a(0), pour tous les cas mentionnés
nous obtenons la relation:

B(e, 02)b(0)a'(0) = 0,

ce qui démontre 'impossibilité de ces quatre cas.
6. Nous avons vu, que dans le cas 3 de notre tableau (p.257) les
conditions suivantes sont remplies:

dlgd dlgC

00y 00y
el #4 10404 1 0B,
00,095 A’0g " 0p; 2B gy do, '

La troisieme des équations de Lamé donne:

a-t+ o, 0C d(ba)zo
2a 09, dp

. it
Ainsi il faut distinguer deux cas: 1) (ba)' =0; 2) % —10), (bg) =0
1

La seconde des équations de Lamé peut s’écrire pour le premier cas:

b’az()g QE e
2(a +02) doy

Mais il est facile de voir que b'e =4 0, ainsi il faut conclure

B ; : 5 : .
que —— =0, et les équations (16), aprés une transformation légére,

00
donnent.
A = §1(01)85(02),
(VIIy) 0 —

"0 =t i),

Cette forme de 4, B, C suffit pour le but de notre travail; on peut
ajouter que dans ce cas-la les équations de Lamé s'intégrent compléte-
ment et donnent une forme particuliére des fonctions &1 et &,.
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On peut transformer ces formules ainsi:

1 1 1
H? = A(K+-01)(K+ g5) (ba— Kb)? (aiK+K+ ol) (a—fc+K+@2)’

1 VL
H§ = B(K-01)(ba—Kb) ( Ay KL gl) ’

o= <K+@z>(ba~fcb>( - )

On peut donner & ces formules cette forme plus simple:

' 4B+ 5) 2
H;:Bb ((L—]—QO,
H2='0.% (a-}0)),

ot b="ba— Kb, et, en vertu deés conditions précédentes, b' = 0. Donc
dans les formules du n° 6 on peut supposer toujours ' = 0.

: Les équations 2-me et 3-me de Lamé donnent (& laide des condi-
tions du tableau de la p. 257)

w0 dlal L dlgd  4lgd
402 r@a—01) - dor 0L —03 001 o

d’out il suit:

I
?\l

= (01)(@2 01),
= 8(02) (01 — 02),

deb:-

ou % est une constante.
On peut écrire les coefficients de Lamé ainsi:
H*=blo+ 010 + 0),
H3 =&(01) (0 + 01)(02—01),
Hj = 8:(02)(0 + 02)(01—02).
(0 + 02)(0+01)

A (02— 04)?
différentions la quatre fOlb par rapport & @; nous pouvons écrire:

df(a)

\ ;
do* =

et

Multiplions la 6-me des équations de Lamé par
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Multiplions la seconde des équations de Lamé par a - Fy et dé-
terminons ¢ de la maniére précédente, nous aurons:

all
705
c'est & dire F' est une fonction de g1 seulement.

A Taide de cette égalité nous pouvons simplifier les formules (III)
en les écrivant sous la forme:

= day,
(17) H, = By,
Ha=Ca.

Substituant ces expressions de H, Hi, H» dans la premitre des

équations de Lamé (non transformée) et différentiant le résultat obtenu
par rapport a4 ¢, on aura: °

(dlgA__.r)lgB) dzlgy_o

a0, 00, .09 dor
; ; 0%lgy ’
Il est facile de voir que - o 4 0; dans le cas contraire les
01

formules (17) se raménent 4 des formules (I).
Ainsi de la premiére des équations de Lamé nous pourrons conclure:

olgd _0lgB #4194 94 1 9C o4

0o~ doo ' Ooudep A doi"do;,  Cdoy doy

La seconde des equations de Lamé donne:

@ 0B

Il faut distinguer deux cas:

g =—1:

0B
2) a' =0, — =0.
)4 909

Si ¢’ =0, la 3-me des équations de Lamé donne:

dlgC e

001

9
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Ca condition du théoreme 1, p.247) on a quatre cas & distinguer:

g
1) . HII=B7
g

o A, B, C vérifient les conditions de la p. 254.

1
(ko + R
B
2) 7 H, =m,
(!

o B, C vérifient les conditions de la p. 255; T, k1 sont des constantes.

g (e—o)(e — ¢5)

f

f(0) :
s (—0lo1— o)

o e e
s (05— 0)(05—01)

e

o f(0) est un polynome du 3-me degré.

4) Dans tous les autres cas les conditions du théoréme 3 sont rem-
- plies (et des remarques swr la p.253) ot par suite ce théoreme a liew pour
tous ces autres cas.

83

Dans ce paragraphe nous voulons rechercher quelles sont les sur-
faces ¢ = const., 01 = const., ¢, = const,., pour lesquelles I’équation de
Laplace a des propriétés mentiounées plus haut. Comme nous [’avons
dé¢ja dit, M. Darboux avait examiné tous les cas pour lesquels I’équation
de Laplace admet des solutions de la forme:

V= f(Q)fl(Ql)fQ(QQ)s

sous quelques conditions supplémentaires 1).

1) Darbouz. Legons sur les syst. orthogon. etc.

»

A s



: I1 a trouvé que tous ces cas se rameénent aux surfaces du second
ordre, aux cones et aux cylindres isotheriniques. Pour abréger le langage
nous allons donner & cet ensemble de surfaces le nom des ,surfaces
de Darboux®.

A Daide du théoréme 3 nous pouvons conclure que le 4-me cas
de la p. 266 donne des ,surfaces de Darboux®.

C’est a Lamé qu'on doit rapporter le 3-me-cas—Iles surfaces dans
ce cas sont des ellpomdes et hvperboloides & une ou a deux nappes,
confocales.

Les raisonnements bien simples 1) nous morment que dans le l-er
cas @ = const est un plan, ¢, = const, ¢, = const, sont des surfaces de
revolution. Et, réciproquement, pour chaque systeme des .surfaces de re-
volution avec I'axe de révolution commune on peut ramener H, Hi, H,,
a la forme du 1-r cas. ; !

Dans le 2-me cas ce sont les deux courbures qui montrent que les
surfaces g1 = const. sont des spheres, tandis que les surfaces @1 = const.,
0, = const. sont des cones. '

On peut répondre i présent i la question posée plus haut p. 245.
A cette question (sous quelques conditions supplementanes) répondent
les surfaces de Darboux, les plans et les surfaces de révolution, les sphe-
res et les cones. On peut remarquer aisément, que si ’équation de Lap--
lace admet des solutions f(g). Vi(o1, 0s), les fonections fondamentales pour
la surface ¢ = const. créées par M. Stekloff %), coincident (formellement,
au moing) avec celles de M. Poincaré et M. Ed. Le-Roy 3). Mais les tra-
vaux de M. Zavemba et M. Levi-Civita *) ont montré que dans ce cas les
surfaces ¢ = const sont des surfaces du second ordre °).

§ 4.
Examinons a présent le cas mentionné a la p. 3, ou »(9) =0, et

f=m9+n>

ol m, n sont des constantes.

1) Bianchi. Lezioni di geometria differenziale, t. 2, p. 432.

2) B. A. Cmeraogs. O0mie meropn phmenis ¥ T. A

3) FEd. Le-Roy. Ann. Ee. Norm. Sup. 1897—98.

4) Zaremba. Bull. internat. de l’Acad de Cracovie. 1902.
Levi-Cirta. 1b. 1902. :

5) Ou peut étre quelques sortes des cones et des cylindres.
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Il est évident que dans ce cas, si f.V: vérifie 'équation de La-
place, V; la vérifiera aussi.

Si u et v satisfont & 1'équation de Laplace, la formule bien connue

nous donne:
0w dv)
SJ‘(W o u o de =0,
S

ou doé désigne I'élément de la surface S, n désigne la direction de la
normale & la surface S, enfin I'intégration s’étend sur toute la surface S.
Transformons cette intégrale aux coordonnées g, g1, 02 et soit @ = const.
la surface S; nous aurons:

|H,H. du 07)) o
j 0 50 dexdes =0,

P"const

Posons maintenant w = f(0) Vi(¢1, 02), v==Vi(01, 02), nous obtenens

f()jyfﬂ 2 P2dp,do, = 0,

P=const.
d’ou il suit:
f'(e)=0,
P=const.
ou (voir plus haut):
m =0,

ainsi notre cas se ramene & celui out le potentiel ne dépend que de deux

variables 91, g2,—le cas qui a été traité M. Levi-Civita !). Par une mé-
I

thode analogue, on peut discuter le cas ol i ne contient une constante

f

arbitraire.

St.-Pétersbourg.
Decembre 1909.

') Lewt-Civita. Memor. della Reale Accad. delle Scienze de Torino, 1898—
1899. p. 105,




