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Kb Bompocy 00 0600eHHEIXD 3/IeMeHTaxb koHHeKca.”

lIl. MoHumenie nopaska W KAacca CONPAKEHHAr0 NPOCTPAHCTBEHHAro
KOHHeKca 0naroapa HanMYHOCTH HEHOTOPBIXD 0COOEHHOCTEH,

O. M. CusioBa.

1. Hoaxyuennsie p1g mrockocrHoro komHerca (Cy. Coodm. X. M. O.
(2) X nv 5—G6) pesyrpTaTEHl HENMOCPEJLCTBEHHO pPACHPOCTPAHAOTCA HA IIPO-
CTPAHCTBEHHBIl KOHHEKCH Ch HICMEHTOMb (TOUEA, ILIOCKOCTD).

Yro6nr oupepbiurs nopadoks KOHHEKCA, COLUPMKEHHATO KOHHEKCY:

flo a) =0 v (1)

JOJEKHBl HAfTH YHCIO HIEMERTOBE €ro, KOTOPHIXD TOUKH JIekalh Ha JTaHHOM
upavoit (U, U') 1 KOTOPHIX's TIOCKOCTHE JAHGB (MIH TPOXOIATL UYepesh TpH
namgblg Toukm: X, X' X'). -t

910 JaeTh, UT0 YpaBHEHie Eyzf;zo JTOXAHO YIOBIETBOPUTHCA HPH
sambab v uepesr X, X X":

YXf =0 XX7. =0 XX'f.—0 (21 59
1 ypaBHEHie Euf;:‘o (8) mpn sawbub » ma U u U”":

NI 0 U =0 (31,2)

Ho mpm aTows cOBMBCTHOCTH (1) H (21,2,5) TpeodyeTh, UTOOHL BBITOJIHAIOCH

ycaosie
(R X XS 10

I TAaRAMB 00Pa30MP UHCIO HCKOMBIX'H 3IEMEHTOBD CONPAKEHHAT0 KOHHEKCA
pPaBHO UHCIY 31eMEHTOBD (#, ®) JaHHAr0, KOTOPHE BHIIOIHAITE YpaBHEHIA
(2), (3) m (4). o uspbernoii opMyab uucio 1eMeHTORD IepechbueHisd TpeXsb
EOHHEKCOBD (m — 1, n), AByX® (m, n-—1) u oxHoro (1, 0) Oyxers

1) Hozomeno Ha XII ewxbayh P. Eer. s Mocxpt 31. XIL 1909 r.
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3(m — 1)2n(n — 1)? + 6m(m — Dmd(n — 1) -+ m2n® = n[m2n® +
- 6nm(m — 1)(n— 1) 4+ 3 (m—1)2 (n —1)?],

¢popyyaa, moryuenHas MHO© B 1894 1. 1) m M. Stuyvaert’ows *) 8w 1900.
JTBOMCTBEHHBIMD 00PA3OMD, UTOODLI onperbInTh xACCCH COTPAREHHATO
ROHHEKCA MBI OYVJIeMB HCEATh UHCI0 THBXD ero sIeMeHTOBB, KOTOPHIXD TOMKA
IAH4, & II0CKOCTh IPOXOIUTS Yepest JaHHyn paMyw. Takb KakD TOURA CO-
IpAXEHHAT0 KOHHEKca, IDHHALIEKAMAA 21eMEeHTY, COOTBETCTBY0meNy (7, %),
omperbigercs ypasHeHieMB . (3), TO MOMKHBL OBITh JAHBL mpU ILIOCKO-
cru U, U', U", xoropsld 9epest Hee NPOXOAATH, 4TO AACTH: :

Dipp e Rl L0 IS (Bs i)

CopMbcTHOCTD HTHXDL ypasHeHifi ¢b (1) Tpedyert uroObl OBLI) BEIMOIHEHO

ypaBHeHLe
(el Ty =10 (6)

KOTOPOE MOKASHIBAETH UTO TOUKA 3IEMEHTA CONPAKEHHATO KOHBEECA JCHHTD
BB II0CKOCTH % COOTBBTCTBEHHATO AIeMEHTa HCXOJHATO0 KOHHEKCA.
Tlaockocts sreMenTa omperbigerTcda ypaBHEeHieMDb

Yyf,=0 (7

0Ha IPOXOIHTH Uepess JaHHYI NpAMYl, €CIH OHA HPOXOJUTD Uepesh 1BB
naHEEd Touky X, X'

YX =0 ry e, ' (71.0)

TIpuEHMAS B YPABEEHIAXD (51 2,3), (6), (71,2) pammnyvu X, X', U, U', U" moxy-
YEME [IeCTh YpaBHemifi, onperbifomuxs Th sleMeHTH KoHHEEca (1), KOTO-
PHIMB COOTBBTCTBYIOTE 5I1¢MEHTSI CONPAKEHHAT0, YIOBIETBOPAWILE Tpedye-
MBEIMB YCIOBIEMT; YHCIO HXD:

m3n? - 6m2(m — 1)n(n — 1)~ 3m(m — 1)%(n — 1)2 =
= m[m2n2 -+ 6mn(m — 1)(n — 1)-=3(m = 1)>(n — 1)?].

2. Mo Momems ombEUTH Teleph BligHie HA HOPAJOKE I KIACCH CO-
NPAKEHAAT0 KOHHOKCA HAIMTHOCTH BB MCXOIHOMD KOHHEECH OCHOBHOM TOUKM
HAH ILIOCKOCTH.

Hanomeuws onperbiemie: Ml HA3HBAeMb OCHOBHOID TOYKOH TaKyIo
TOURY Foeg» HOJICTAHOBKA KOOPIHHATH KOTOpPOfi B ypaBHEHIe KOHHERCA 00pa-

1) Teopis KoEHekcoBs Bb npocrpamcreb. Vu. Sam Hasan. Ymus. 1894,
2) Recherches relatives aux connexes de l'espace. Belg. Mém. t. 61. 1902.




SRS B

WaerTh ero Bh TOAECTBO, HE3ABHCHMO OTH sHATeHifi w. Bw cmay aroro He
TOIBEO G
W ) — 0,

f;% (@, W)=0 (i=1, 2, 8, 4).

HO H

Ilosromy, ecim BB ypaBHEHIA, ONpeXbIAnIIig ®aacce CONPAEGHHATO
KOHHEKCA, II0JICTABUTh & = Zocw, TO (Di,2,3) 00pATATCA BB TOHECTBO, M 0CTaA-
HYTCA ypaBHeHid (6) u (71,0): ;

(b Uy =10 EXf;(xOCH, W =0, X X[(Hoor, #)y="10

KOTOPBLA Jal0Th %2 3RaueHil u, sasucamuxs orp U, U'n U" torsko ThMD, 9TO
on’b npoxo1ATs yepess Touky (U, U', U"). CrbroBareasno, Kakid OB MIOCKOCTH
aT0fi cBASKE HH OpaTh, BCerJa 5STH SHAYEHIA u OYAYID OJMHAKOBEL, MO3TOMY
9TH PBUIEHIA CyTh MOCTOPOHHEIA I JOMKHB ObITh 0TOpomeHsl. Hanpornss mog-
CTABIAS KOODPIHHATH OCHOBHOM TOUKH BB GHCTEMY (21,9,3), (31,2) # (4),
HOAYYHNE: :

Y a0, BXE Uy=0

ocH’

W) =10, ZX”f_;(:c

ner’?

(ZowXX'X")=0

nmocabaEee BooGMIE HEBO3MOKHO, I 9Ta CHCTEMY TAREMB 00pasoMb HEYLOB-
JITBOPAETCS U Ipon3s0asH0 BHOpaHEsXD X X' X" HIKARMME 3HAUCHIAME w.
Nrars: I, Ocuosnas mouke noHuNIcaems 76./&(1.6'6'73 CONPAACEHHALO KOWHEKCA
na 12 60’1/“[.%%6 U He 0KA3LIBALD GMANIA M €10 1’30_29.:‘!@0%‘6. :
~ JIBoficTsenyo, mpelmolraras, UT0 KOHHEEKCEH (1) HMbBers ocwosmyw ILI0-
CEOCTD Ugeq M IIOLCTABIAS BE TB ke cucreMsl, u35 (2), (3), (4) IOIyIAMB—TaKD
KaKD LIJ OCAOBHON IIOCKOCTH HE TOABKO f(z, Upo) = 0, HO 1 f;i(x, %) =10
{t== 0003, A

(.’L‘XX’X") == 2 Uflu(xa “ocu) =0, 2Ur]c;(x’ Hoern) = 0

—Tpu ypaBHEeHid, uMbiomia m® o6muxs pbienii; mojcrasias Bb (5) (6)
(71,2) MOXYYUMB OATH YpPaBHEHII:

S UFE, ttowe) = 0, DUF(@, hown) =0, BI"FL (8, toes) = 0, WU T) =0

B0OOIIEe HECOBMBCTHBIXD (4-6 HE BELIOIHACTCH).
Wraxs: LI, Ocnoénan nA0CKOCIG NOHUNCACING NOPAIOKDs CONPAICCHHAL0

KOWHERCA HA M2 e(‘)unuuﬁ, a4 KAACCH OCMABAALWS 0636 UIMILHEHIA,
3. CoGCTBEHHO — 0COOEHHBIXs HIGMEHTOBDL KOHHEKCD (1) BooOUIe HE
mwbers., Jag sToro joammO OHITH BEHIIOJHEAO BOCEMb YpaBHEHIii
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fniG =l ey

o, =0(k=1,2 8 4 i3

HESABHCUMEIXD MEKLY KOTODHIME TOIBKO ceas, HOO mf = Y., e — Dol -

1 TAKAMB 06PA30Mb €CIH TIEPBHIE UeThIpe YPABHEHIA BEIOIHEHEL, T() HZuk =0
TaKb YTO0 HEOOXOMUMO BBECTH €IIe JMHIIb TPU ypaBHeHid [ w, = 0. I/Icmmqe—

Hie 6 wem3BbBCTHHIXH H3B 7 YDPABHEHII 1aeTh OJHO COOTHONICHIE MEHIY
roadpumierTanu (1).

IIycrs (1) mwbers oXmHB COGCTBEHHO—OCOOEHHBIE s1eMeHTh. (O0pa-
MAACh CHOBA KB CHCTEMaMB (21,9 3), (31,2), (4) & (51,2,3), (6), (71,2) HOACTABUMD
BB TS5 U Apyria ypaBHEHIZ KOOPAMHATHL 5TOT0 COOCTBEHHO-0COOSHHATO 3le-
menTa. Torma saubrums, 9T0 (21,2,3), (31,2), (5) B (71.2) YAOBIETBOPATCA, HO
(4) u (6) TpUMYTH BHID

R O R IR B

H B00OHIE TOBODA HE YIOBIETBOPAWTCS,

TaruMb 00pa3oMb HEAb3d MPOUBBOILHO 3aJATHCS II0CKOCTHI0 HIH TOUKOK
5IeMeHTa CONpPAKEHHAT0 KOHHERCa, TAKD YT00BI IPH CYIHECTBOBAHIN COOCTBOHHO-
0cOGEHHATO 9IEMEHTA HTOTH Iocabimii Haxomuica Bb yucab TBX® sneMen-
TOBDL JAHHATO KOHHEECA, KOTODHE HpPH 3TOMB IalTh COOTBBICTBEHHLIC dle-
MEHTHl COIIPSKEHHATO.

Orcrooga: I11. Ca/uwcmeoeame 685 dannoms kKowuercn o0Howo (MIm Hh-
CROIBRIXE) COGCHIBEHHO-0CO0EHNBIZD INCMEHIOGD HE OKA3bIGACID BJLANLA ML
NOPAJOKD U KIACCH CONPANCEHHAL0 €MY KOHNEKCH,

3. Ilycrs naxbe 8 ypasHewmifi (8) umbort oo! obmuxs phuesii, 1. e.
KOEHELCD (1) umbeTs mapy (KpuBas JB. KD., DasBepPTHBAIIIAICA IOB.) C0O-
CTBEHHO-0COGEHHHIXD HICMEHTOBB. TOTZa MBI MOKEMDE IOKA3aTh TEOPeMYy:

IV. Ecaw wounercs (1) ooaadaems napoiwo (Kpueas 06. Kpususnwl, pas-
BEPMBLBAIU|AACT NOGEPIHOCIIL) COOCINBEHHO 0COOCHHBILD INEMEHN06D NOPAD-
KGO @ w KAACCH ¥, MO NOPAOOKS €10 NOMUNCAEMEA N W eOUHUYD, & KIACCH
Ha v edunuiyo.

JIBficTBUTEIBHO CHCTEMA, (2)y (3), (4) IpH HTOME YAOBIETBOPAGTCS ( DIEMEH~- a1
TAMH COGCTBEHHO-0COOCHHBIMU, KOHUXTE TOUEN Jekars BB miockoctn (XX'X"),
a cuereMa (5), (6), (T1,2) — » DICMEHTAMH. KOMXD IIOCKOCTH IPOXOJATDH Ye-
pest Touky (UU'U”) m korophle, Kakb HECOOCTBEHHLIE HIEMEHTHI Iepech-
YeHig, J10MKHBL OBITH OTOPONIEHEL.

4. Ilyerp komHEECH (1) mmberds mapy I0BEPXHOCTEH COOCTBEHHO-0CO-
OCHHBIXD 916eMEHTOBD, KOTOpasd NYCTh ABISETCH, Kakb Hepechuenie 4eThpexd
KOHHBKCOBD

p;=00=12,3, 4)...(k, %)




ZA(” Piy fuz o ZB(“@;

J=1
31bCh:
AY — mopagga m —k, —1 ¥ Eracca n— %,

B(? o T & G ]

[Mopanoks, PaBTs T KIACCDH mapi N0BEPXHOCTeH BEIpasATCA:
K “Zi‘l % 4’@ —Zk kyeye, W zzklkzk’a”«;

UeTHpe EOHHEECA 3B IATH [ (2),(3) uan (5), (71,2)] Banp. X Xf =0 Y. X'f =0
EUfu—O ZUfu:O uvbors, kpomb aTofl mapsl, eme IONOXHHTEILHYIO
00yl napy moBepxHOcTefi, KOTOpO#l IOPAJOKH, PAHI's U KIACCH CYTH:

wi— ' =2(m—)n(n — 1)+ 2mn2(n—1)—u'=2n(n—1){mn+(m—1)(n—1)}—

0 I

0, —0'=(m—1)2n—1)2-4m(m—Lyn(n—1) +m2n2 — o'
v, — " = 2m(m — 1){mn -+ (m —1)(n — 1)} —

Onperbasasd NOpAI0KED CONPAKEHAAT0 KORHEKCA, ME Kb UeTHPEMD BLIIHCAHERIMD

KOHHEKCAMD J00aBIdeMb DATHIL >x "f,=0, a ompexbigs Kracch—n00aB-
” ’

1gems Y U'f. =0.

Mopamors 1-fi maper: (o) — o) —- (g, —u')(m —-1),

KIACCH ed (@, — ")+ (o, — ¢")(m — 1).
Huaz 2-i mopagosn - (o) —o')(n — 1) (4, — p')m,
KI8CCH: (1, — ") (n — 1) -+ (o, — @' )m.

Ho BB coctapsd aT0if maphl BXOZATD ellle JUIIHIEe SIeMEHThH, ROTOPbIe A0IKHBI
OBITH OTOPOLIEHB,—a HMEHHO Hepec'ﬁqeﬂie TOIOXHATEIbHOH IIAaphl IOBEPX-
Hocrefl ¢b 1mapol CoOCTBEHHO 0COOEHHBIXH 3TEMEHTOBH,—KOTOpPaA IPEICTaB-
I96TH Takke Mapy (kpHBasg 1B. EpP., PasBepT. MOB.) H OMperbidercsa ypas-
HEHIAMH:

AL AD A®) A(;i)
¢, =0,¢,=0, ¢,.=0, p,=0 fadiedeid ADAQU . U )=0
fl_ :(pg— :(pg_ 7(;04_ bl UB(I)UB(Q)UB(B)UB(4) ( X B(4))—

Uy U Uy U

'

KakD IepechucHie KoHACKCOBD (K, %), (ky, %,), (ky, =,), (k,, %) 1 (4m—2 —
— Yk, 40— 2 — Yx), ata mapa awberTs MopAIOKB H KIACCH COOTB. PaBHHE:

(A= Xy o L{dn—2— Fn)ol
(4m— 92— Yk)o -+ (4n—2 — Yo',



ey et e

| ' st o
| - OrHdMasg 9TH YMCHA, MBIl HOIYYHMD MOPSI0KD U KIACCH HCKOMOA maph:
# = 0y — 0+ (4 — @) (m—1) — (4m — 2 — X' — (4n — 23— Fe!,
v = (v, — ) (n—1)+ (0, —0"ym— (4m—2 B ol — (471, Lon ol oo,
Tarmrs 00pasoMDB OKOHUATEIBHO, TODATORD GOHpﬂH{eHHaI‘O KOHHERCA:
k m" = n{(m — 1)2(n— 1)2-+ dm(m — L)n(n — 1) + m*n? =0 "
e —+ (m —1)[2n(n— 1) {mn 4 (m — 1) (n— 1)} — ']
— (4 2’ — (4n— 2)g' - w'Th 4 o' T —
| ' = nfm2n2 4 6m(m — 1n(n—1) -4 3(n — 1)*(m — 1)2)
é — (5n— )¢’ —%om——3W’++ﬂZk%?dZ%
I T0T00HEIME 00pa3oMb, KEIacCh ero:
n' = m{m2n® 4 6m(m — )n(n — 1)+ 3(m — 1)2(n — 1)2}
L (bm — 2)@" =3 o kv

Wrars: V7. Eeau wownercs (1) ummwems oo coOCHMBEHHO 0COOEHHBITD
‘ DACMEHMO06D, 00PASYIOWULS NAPY NOBEPTHOCHEH, KOMOPYIO MONHCHO PAZCMEN-
pusamv kaxs noanoe nepeciwuenie 4 xonnercoss (ky, %) ... (k,, =) mo nowu-

dAcenie NOPAOKA CONPANCCHHALD KOHHCKCQ BLIPAZUINCH:

Am' = (bm— ) -1 (5n —2)0' — WX k— o' Y%
An' = (5m — Do’ - (5n—8)' — o' Y kb — v

! | g 5. Ilycrh RomHeEeD (1) mMberTt co® COOCTBEHHO-O0COOBHHBIXD 3IEMEH-
T0BB, 00Pas3YIONNXT OUROMHIULEHLII, KOTOPYI MOKHO pascMaTpUBaTh KAKD
nepechuerie TPext KOHHEKCOBD

¢ =0, 9 =0, 7 = 0 COOTB. NOPSAIEOBD U RIACCOBS (ky, %)), (k,, ,) i (k5 2,)
TakD, UTO ' '
fm-z A,(P _l" B{V) + O{X:

fu,=A9+Byp+Cx; |
BD JaIbHBiAmenMs M03TOMY:

Ayun A, cyrs gopunt (m—Fk—1, n—zx,); U,nU,—(m—Ek, n—x—1)
seh il i ,, (m—=k—1, n——x,); U, 8 U Am—Fk, n—o,—1)
Gl oy : (m— kg1, n—2); Uy u U,—(m—k, n—ox—1)
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YroObl BHUACIATH IPOMCTERAWLIEE OTCHOAA NOHUKEHIe IOPAIRA COUPAXEH-
HATO KOHHEKCA, PAa3cMOTPAME CHAvaJa UeTepe KOHHERCa

 LXfo=Axp 4 Bay + Cxy = (T
e | ZX'(;EAX“B + gup+ Oy = =1, m)
l N =l Upp ot Uy =0 (m, n—1)
| XU'fu=Ubp+ Upp+ Uog =0 m, w1y

ITH KOHHEKCH, EpoMb obmei 611HOLIHLLH;LéHniﬁ, uMboTh eme 00myl Hapy
HOBEPXHOCTEI.

Hopsanoxs aroft mocabrueit omperbiurca Taks: NEPBEE TPH EOHHEKCA
avbors kponb (@ = 0, » =20, y = 0) enle [0NOIHATEIBHYI0 00TIYI0 OHKOHH-
ILHJEHII0 ¢b XapaKTepHCTHKAMU, KOTODBIL MBL M300pasuMT OOBIUHOM CHM-
Boaukoif (cMm. mog Teopia KoHmHeRcOBL BTH mpocrpaHersb ra. I) BbL Buib
0JHOH (opMyInl

[mlm — 12— F koks | p® —+
{[(m — 1)%(n—1) =+ 2(m — 1)mn] — [kykorg + Fyotoky -2 koles] ) poe -+
{ [ma® - 2(m — Dn(n — 1) | —F %o%g + kot + karey%o] | pe® -
—[m2(n — 1) — % 205% ] €3.
JBb oTi Onkommmuienmin nMboTL o6myo mapy nosepxmocredi, ompenbige-
MYI0 YPaBHEHIAMU
=0, =0, =0, (44,B;,U,) =0,

r1b mocrbamiii koHEEREDE—(3m—2—XNk, 3n — 1 —X%). 1A Uapa ompers-
IUTCA XAPAKTEPHCTHIECKUMD BBIPAKEHIONE:
P3¢k baks(3n— 1 — X)L (3m — 2 — 2B Yl o] -+
+ P2 (31— 1 — X)) Yoy yty + (80— 2 — X)Xyt =
+pe?[ (3n — 1 — X)Xl zyms | (Bm — 2 — Y kyoe 052ty .

UeTBEePTHI KOHHERCH IepechbkaeTd BHINIEYIOMAHYTYIO OHKOUHIHUISHIID IO
naph ¢k XapakTepHCTHKAMU

Hm(m — 1)2—ley Fokg) (n—1) [ (m— 1)2(n—1) 4 2mn(m—1)— Y kg oeg Jm ) p3e
L [mn2- 20— 1) (m—1)— Y 255 Im-H[ (m—1)2(n—1) + 2mn(m—1)—
[ [mm2 4 2n(n— 1) (m—1)— X kg a2 | (10— 1)~ [n2(n—1) — 52,2525 [} pe3,

BL COCTaBDL KOTOPOH BXOJUTH YKAazaHHAA Bopime o0masd Oapa [IByXb OH-
EOMHIUEHIIIR,
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BsaBb pasHOCTH COOTBETCTBYONINXD X&péETepHCquecEHX% UHCeND,
HO0Ty4uMD Xapa:ETepH‘IBCEiH upcaa IJId Iapbl
§20% == [m(m — 1)2 — kykykg] (0 — 1) - [ (m — 1)2%(n — 1) == 2mn(m — 1) —
— Yy g Jm— (3m—1 — Y Ok Foky — (8m — 23— Y ) Mk, oty =
=2m(m—1){mn - (m— 1) (n—1)}—2(2n— D)k kyls —
2(2m— 1)2k17ﬂ2%3 - Ky boly Yoo L Yo ¥k sto0ea;
So.pe = [m2n% 4+ dm(m — 1n(n — 1) —I— (m—1)%(n — 1)2] —
— 2(2n— 1) X Ry ket — 2 (2m — 1) Xkysegeg - X, Doy By -1 X, . oyt
Sop? = 2n(n— 1) {mn - (m — 1)(n— 1)} — 2(2n — 1) Xkt —
— 2(2m — 1)yt - i, Doy 2yt — 222025 201 .

Iepecbuenie srofi mapel ¢t KOHHEECOMD

E ;:AX”'¢+BX”'¢+CX"X

HIN CH KOHHBRCOMTE
0=XU'f,=Uo+ Upp+ Upx

CIATAETCA BO TEPBHIXG U35 HepecbueHia ¢b 5T00 1ApO0 OHKOWHIHICHIIN
=0, » =0, y==0 co0CTBeHH0-0CO0CHHbXD 5IEMEHTOBE, YTO AAETH APy
(kpuBad [B. Kp., PasBepTHBAOMAACT I110B.), I BO BTOPHXT H3% 0CTATOUHOI
TAKOH e maphl, KOTOpasg H eCTh COOCTBEHHO TIABHOE, 9TO) HAMDB HY/KHO.
[ nepsoft onrperbanys XapakrepHCTHUECKIS THCIA Takb, Bepems nepech-
UeHiE OMKOMHIIMACHIIN c00CTBEHHO-0CO0CHHBIXD 9IeMEHTOBD ¢ — 0,9 =10, =0

¢b Roupnuiennien (4,8, U,) =0, (4,8, U,)=0

—Tnepechuenia IBYXTE KOHHEKCOBD (3m —2—Y'k, 3n— 1Y),

IIpr sToMB BB MOCIBIHION OIHAKO IBAMEIE BXOJUTDH H HOTOMy JT0JKHA OBITH
OJHHD Past 0TOPONIeHA KOHHIHICHILS

A BB A T A G A

X X Xt

2 dx e Oy -
—u60 II9 ed BIeMEHTOBh — - = ——=—_-—~ u 06a ompegbanrenrs 3-ro mno-
AX’ BX/ b. ¢ 1
pazga 00palaoTes BB HYIb; HYKHO OLHAKO elle J00aBHTH ABAMILLI IPUITOMD -
OTOPOMIEHEYI0 KOMHIILIEHIII

Ay ==0, 4,=0

- = 3 » = y . 3y —~ .
e - - - S o e D ST D S S
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— nepechuesie ABYXD KOHHEKCOBH (M — ky— 1, n—2,). XapakTepHCTHIe-
crag (opMyla HepBOoll KOMHIUIEHIIN

[(Bm— 2 —Ykp -+ (3n—1 —Yx)eR=p¥(3m — 2 — k)2 +

L9(8m— 2—Yk)Bn —1 —Yx)pe +@Br—1 —Zx)g.)(ﬂ

IId BTOpoil (0TGpachiBaeMofi):
(2m— 11—k —k)(2m —2 — &y — kg )p2 -
F[(2m—2— kb — ky) (2n— o6y —23)+(2m— 2—F; — k) (20— 2, —2¢5) |pe
4 (21— ) — 2%,) (20— %y — x5)E2,

114 TpeTheii—npadaBraeMoli—

(mo-— by — 1)2p2 - 2(m — ky — 1)(n — 2, )pe + (n — %,)%2.

Bt uwrorB mamxo uckars mapy mepechuenia OUROMHIUAEHIIN COOCTBEHHO-
0COOCHHBIXD 9IEMEHTOBDL ¢b KOMHUUACHNiel, KOTOPOI XapakTepHcTHYecKis
UACIA CYTh: :

a=(3m—92—Yk?2—(2m—2 — &k —ky)(2m — 2 — &k — kg)+
L (n— Ty — 1)2 = (6m? — 6m 4 1) — 22m — D)0k + (Lk)? — Yk Ky
B=2(8m—2—Xk)(8n—1—2%)—-(2m—2 —F; —ky)(2n — 2, —2%3) —
—(2m—2—k — k) (2 — 7y — y) - 2(m —k; — 1)(n —2%y) =
= 2(6mn — 3m — 3n +4-2) — 2(2n — I)Ek — 2(217%——1)2%
5 YRS

y = (30— 1—2%)% — (20 — %, — %) (21 — %, — %3) + (N — 2%;)?
=612 — 6n + 1 — 220 — 1) X% 4 (X%)2 — Xty %,.

XAPAKTEPUCTHYECKOe BhIpa&eHie 5T0H KOMHIUICHIH [03TOMY
S§i=a.p’+g.petvy.e

XAPAKTePUCTHYECKAS Ke (POPMYIa rd OHEOHHIHIEHIIN COOCTBeHHO-0COOEH-
HBIXs HI6MEHTOBD

PHhiikoles - pPe. Xk Figpeg - pe’ Dy tes = €57 ey

ITepeMAOXEBE HXD MOLYIHMD XapPAKTePHCTHUECKYI (OPMYIY HCKOMON Maphl
(EpuBag JB. Kp., PasBepr. IOB.):

& =pPeaXikytyry -+ 3. Xk kg - 7hyFeokis] +
+ predfon ey - BN Feyens + 7. Dy eyt ].
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Temeps Mel MOKEMD Yike HPUCTYUHTh KB Onpesblemio mopaisa o
KIacca CONPAKREHHATO ROHHEKCA; LI 9T0ro napy (A) mymzo mepechup KomH-
HEeKCOMB (m — 1, n): ZX"f;:o U J1g oupeibleHif ero 0CTATOUHON mapw

OTHATH TOJABKO UTO BEIYHCIEHHYIO; 106aBUBT cloja ypasHerie (zXX'X") =0

A TOIYYHMD HMCKOMBLE 1I0PANOKD. HTO0 T0CTABUTE
&:[(m— 1)p 4+ n.elp = & pi(m —1) -+ &.pen =
= (m— 1)[2n(n — 1){mn -+ (m i Ll A a0 2 1)) oy —
— 2(2m0 — 1)t Koy~ oot YKy sttty - 26205 2 ] m[m2n2 4 dmn(m—1)(n—1)+
- (m—1)2 (n—1)2—2( 20— 1) Y ey ot = 2( 20 —— 1) Yooyt~ Dy oot L
' + Xk Dy yrs]
U OTCIONA HAKO OTHATH TOIBKO YT0 HafifeHHOe Um0

Oy Koy~ B 21517‘2”3 = ?’Ekl Fiyoeg;
9T0 TOCTABHUTE

m' = n[mn2 - 6m(m — L)n(n— 1) 4+ 3(m— 1)*(n -— 1)?]
—(10m2— 12m - B)x yxcg — 2(10mn — 4m — 6n - 3) Xk, %%,
— (10m2 — 8n - 1) Xk goty + (5m — 3) (2% X e —1—2k1x2x329¢)
+ (51— 2) Xk Xkyoeny -+ Tz, XleyFity)

— 2 k2x3(2x2 “JFZ”F‘Q) — Dk otaa( L. Yoe + Yikoc)

— (R 2%%)’?1”2”3 .

Coa M0EHO Gb1I0 G BBECTH CORPANIGHHLIS 0003HAUEHIA LIS XapakTe-

PHCTHYECKHX'E UHCEND OHMKOMHINICHIIN COOCTBEHHO OCOOEHHBIXT 5IeMEHTOBD:
VI, Eeau

thy = kylioky, 0= Yltikos, 2y = Xkyaoty, vy = %yt
MO NOHUINCCHIC NOPAOKA CONPANCEHMAIO KOWNEKCH DAG00AP HAJUYHOCHIU 6D
Damiods MmaKoli GUEOUIILOENYIL COOCINGEHNO-0000CHIIILD INEMENNOBs, KOO~
PaA MoJceMs Obtis  ONPEOLACH, KAKD NOIHOE NEPECIvUeHie MPErs KOWHEK-
co5 (ky, 7)), (kas #a), (s, %), maroso:
— dm! = (10m2 — 12m — 3w, -+ 2(10mn — 6n — 4m + 3)2, -
—+ (1002 — 8n - 1)o; — (5m — 3) (v, 2k + 2, $%)
s . N 2 -
— (51— 2)(4, Xk +- 0, 2%) + 0, (X - Yoot yt)
—+ 2y ( Xk Y+ Xiloxt) + vy (X2 Yy k).

s ompexbienis xracea cOUPAREHHATO KOHHEECA Kb ypaBHeHians (A4)
aTOrO maparpaga NpucoennAeMs ypasaerie (m, n—1): Y U"f, =0 u umenn
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sarhyws TH 2IEMEHTH MOIVICHHON TARHMD 00PasoMD Waphl (KpHBasd 1B. KD,
pasB. MOB.), MEHBIIEHHO Ha BHINE BHUHCTEHHYIO IMINHION TApy, KOTOPBIXD
ILI0CKOCTH BHIIOIHALTE yeaosie (wlU'U") = 0.

HUnbens Takuvt 00pasoMd BO-MEPBHIXD

E(m.p -+ (n—- 1)e)e=&pe.m—+ &ei(n—1)

H OTCHIa OTHHMAEMTE

o Xy oy - B XKy ooty + 7Ry ok,

TaguMs 00pasoMb IOAYINMD

n'=[m2n2 4 dmn(m — 1)(n — 1)~ (n — 1)2(n—1)2 — 2(2n — 1) 2k kot
— 9(2m — D)Xk %265 + Yoo X b —{—szklxgxg]m —

- [2m(m — 1){ma-+(m — 1) (n—1)} —2(2n -~ 1)k, k.zl.73—2(2wz—-1)2k1 kegots
— TeyFegley 2o X% Yk ] (n— 1)
— Xy oty — BN oty — vhikoks

HIn n' = m[m*n? 4 6m(m — Lyn(n — 1) - 3(m — 1)*(n — 1)*]

— (10mn — 4n — 6m =+ 3)g; — (10m2 — 8m ~-1)d; — (10m2 —12n 4 3)u

- (5m — 2)(4y Sk 0,2 -+ (51 — 8)(y Xt - 01 L)
— 2k + Nk lfg)—Qi(Ek Y Yxk) — ‘ul(‘zx“ HEHIT

Tagnvs odpasons: VLI Ilonusicenie raacca 6bipasumnca:

— A’ = (10m2—8m - 1)~ (10mn — dn— 6m - 3)0y +-(10%° —12n-1+-3)uy
(5 — 2)(A 2k - 0, Y0) — (51 — 8)(p Xe - 01 2F)
= )“1(?2152 s Zklkz) S 91(‘2762” + M) - (2?4 2"1”2)-
6. IIycth Tenmeps KOHHERCD marbersh oot ¢00CTBEHH0-0COOCHHBIX'D 3le-
MEHTOBD, 00pa3yOINXE ROWHIUIEHII0, ROTOPYD MOKHO Pa3CcMaTPUBATh KaKD

noaEoe Iepechuenie IBYXb KOHHEKCOBD ¢ =0, » =0 (a)
coors. (k, %), (k', ='). Torza mycTh

; fo=A@-+DBw ; ;

el e e ey b

Bubes 4, cyme (m—1—Fk, n—%), B, cyre (m—1—K, n—x'),C; cyTb
(m—Fk, n—=z—1), D; cyrs (m—Fk, n— x'—1)

CoeTaBIgeM® CHOBa CHAUYAIa
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ZXf:,c‘—_'Axfp—[—szp:O m—1, n)

(A) ZX’f;EAX"JP - BX'W#O (m—1, n)
i ZUT,;EUCQD+ Upp =0 (m, n—1)
N =Usg 4 U =0 : ity

OTH UeTHPe KOHHEKCa, EpoMb KouEmuAeHmin ¢@=0, ¢ =0 uwBors eme
o6myn mapy mosepxmocreii. Jag ompexblemis ea mopaira u Kracca 3amb-
THMB, UTO [Ba TEpBEE, Kpomb ROMBIIIGHIIE ¢=0, =0 nopaika kk
EIaCCA %%’ U paHra k' k'%, uMBOTL eme 00aBOYHYI0 KOWHIAZEHIID
o0myo—Iropsaika (m— 1)2—kRk!, panra 2(m— 1)n—(kx'—-k'z) u Eiracca
n?—xx'. Cb KomHIHIeHUiell ¢ =0, p=0 5Ta KoUATUIeHNiL HINbeTD 00myn
GUEOHHIMICHIIO
0D et B A B =)

Tocrbanifi KoEHeReH mopaira 2m—»Kk—k'—2, EIacca 2n—x—x/,
I TI0TOMY XapaKTepICTHUecKOe BHIpameHie 1Id oT0fl OMKOMHIUJCHITIN:

o= (2m—2—k—k)kk'p? 4+
+[2m— 2 —k— Kkt + k') + (20 — % — 2" )kk'|p%e +
=[(2m — 2 — | — k"' + (2n— x— 2" 4 (hz' = k') |pe® 4

+ (20 — x — %' )xxe?

Eciu BosbMeMT emme TpeTiii KOHHEKCDH, T0 ero mepechyemie ¢b AByMA Iep-
BoIMH, Epomb o0mefi KOMHUUAEHNIH, craraeTcd H3h OMROMHIMIGHIH, EOTO-
pylo IOAVYHME, Kakh Tepechuenie BITTeYKa3aHHOM J0MOIHUTEIbHOR KOMHILH-
JeHNin 1 3TOr0 3-T0 KOHHEKca, 0esh OMROMHIMIEHIIN (c).

HTakD XapaKTePHCTHYECEOS BEIPAKeRie 11 0cTATOUHO ONKON HIH/ICHITIN

& = {[(m — 12— kk']p? + [20m — 1)n == (kx' - ') Jpe -
—+ (n2 — w")e?} (mp +— (0 — 1)e) — &s.
Tlpouseensa mepeMHOEEHIS, MOIYIUMD 10 NPUBEJCHIH
&, == {m(m — 1)2 — (3m — k' - (k- KK |p3 -

4 m—1)[(m —1) (n—1)+ 2mn]—(3n— L)kk' -— (3m —2) (ko' - k'%) -
-l 1) ! - )~ (e ') B JpPe - (] 2(m— 1) — 1) b-mn] —
— (3n—1) (k' + k') — (3m —2)aert! -1 (k - k') oz’ + (e 4 2") (hoe' k') } pe?

—{n¥n — 1) — (Bn — 1)xx' = (x + 2')xx' |3 (d)

No6asasens werseprhiii kommexcs YU/, =0 mopagka m X EXacca n—1.
Kponb komumuienuin (@).oH® mMbeT® ¢b IEPRLIME TpeMA 00IIyH Mapy mo-




oS et

BePXHOCTEl, BB KOTOPYI0, Kakb IULIHEe H NOLIeHKalee HCKIOUeHI0, BXOIATD.
nepechuenie TOApEO uTO pascMoTpbHHON ocraroumofi GuromENEIeHLin (d) Cb
rouumuienniefl («): sra mapa moBepxHOcTell ompexbrdercd ypaBHeHIAME

g Dol A B = A B =0 T e U =) (e)
HO W3 Hesd Hajo OTOPOCUTL emie mapy:
—0, p=0, A,==0, B,=0 ()

TakuMt 00pasoMs 9Ta mapa onpexbidercd, rRart nepechuenie KoMHIMIEHIIN
(@) ¢b XAPAKTEPHCTHUECKHIMD BHIDUKEHIEND:

& = kk'p? (ko' + k'%).pe -+ %' .
I RKOMHIHUIEHIIH CBb XapakTePHCTHUECKHMB BBIPAKEHICMD
& =[(Bm—1)(m— 1)— (3m—2)(k + k') (k> k' - k)] .p* +
4 [6mn — 2m — an + 2 — (3n— 1)(k %) — (Bm —2)(x + =')
- 200 ) (e - #) — (' - %) Jpe - [(81 — 2) — (81— 1) (e + ') +
: 2?4 xx’ | %'?].e?
Bripaikenie xapakTepucTnyeckoe ocrtaTouHofl maps, o koropofi miers phub,
OyleTs MOITOMY TakoBO (mapy (e)—(f] MBI ye MCRIOUHIN):
(9)&, = p3e[2m(m — 1)|mn -+ (m— 1j(n—— 1)} —EE (12mn—6m — 6n—4)—
— (kx' + K'%)(6m2 — 6m + 1) -+ (dn—2)kk'(k+F") -+

(4m—2){ (k4K Y(oot' -+ ' %)k (o) )= (B2 2) (o' + K'o6) — 2k (e ) (B4R |+
p2em2n2 - dmn(m — 1)(n—1) - (m — 1)2(n — 1)2— kk'(6n2—6n—1)—

— (st + ko) (12mn — 6m — 6n - 4) — 2’ (6m? — 6m + 1) -
(dm—2)[(ho4-F" yoe' 4 (s x") (hooe' 45 %)} +-(4n—2)[ (F - ") (Foae' +-&'2) -+ Bk (2e+ %)}
— k(22 - o0’ 4 %'2)— (k' - K'x) (k1K) (e ) — e (k' 4 k' -+ K'2) —
(k' + F'%)?] + pe3[2m(n— 1) {mn+(m—~1)(n—1)} —x2'(12mn—6m—6mn +4)

— (ko' - Klo)(6n2 — 6n 1) - (dm — 2) (% -+ 2" )wex’ -

(4 D{(h+Eyoes' + (k! +-k'5) (o +2") | — (oot +]"2¢) (22+2¢'2) — 2ot (042 ) (F+-E) .

Jusg ompenbrenis mopAjEa W KIAcca CONDSKEHHATO KOHHEKCA HYKHO
mafitn nepechuenie 9Toft ocraToun0 MAPH ¢H XAPARTEPHCTHUCCRUMT BLIPAKE-
gieNd (g) BB mepBoMb ciyuab ¢b KoHEeKcoMD 0 = Y, X" c=A,,.9+By.p

it HafiTH HIEMEHTHI, KOUXD TOUKH YIOBIETBOPAIOTE yeiaoBin (2 XX'X")==0, a
B0 BTOPOMB—Cb EoHHEECOMD O = 2 U'f = Ul.9 - U).¢ u mafitu Tb axe-
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MEHTEL, KOUX'D IIOCKOCTH BEIIOJHANTE yeroBin (ulUU'U")= 0. Mu JolKHL
TOIBEO IPH HTOMB 0T MOTYUAEMOT mapsl (KpuBasd 1B, EDHB., pasBepThiB. L0B.)
OTGPOCHTH ' Bb 000UXD CIyIadXB® TARyo ke napy, o KoTopoff KomHIM-
JeHmid @ — 0, » = 0 nepechbraercd ¢b 0CTATOUHOI napoii.

IMocabaree nepechuenie Mbr onperbigens OCHOBHBASLCH HA TOMD CO-
00pQ:EEHIN, 4TO HCEAUEHIE ¢ ¥ ¢ UBD ueTHpeXb ypasHemili (A,) npu-
BOTUTD Kb IIECTH YPABHEHIAMD:

ABy — ByAde,=0...2m—k—Fk —2, 2n—x—%)

AU, —~BU,=0...2m—k—k —1, 2n—u —x' —1)
AU, — B U, =0...0m-—k—F —1, 2n—n—z' —1)
AU, —B U, =0...2m—k—F —1, 2n—a—x' —1)
A U)— B, U, =0...2m—k—Fk' —1, 2n—o—2' —1)

U0, —U,U,=0...(2m—k—k on—x—a'— 1)

Hesapucumpixs MexIy HuMm Tpu. BosrMens 1-oe, 2-0e u 6-oe, ArH ypas-
HeHIT YIOBIECTBOPATCSA IpH
A, =0 B, =0, U U, ~ U, U, =0
u Ipu ‘ {
A Lo B A e T R0, 1] O

EOTOpbIC HE 00pallapTh B TOHRECTBA OCTAIbHHLA TPH YpaBHEHIA; TARHMD
00pasoN®s OTh OHKOUHIHACHIIH, 00meli KOHHEKCAMD

Cm —k—FkF—2, 2n—x—x'), (2m

k— k' —1, 2n—2 ——2' —1),

@m—Fk—F, 2n —x—x' — 2),
HAL0 OTHATH OMKOHHIUJEHTID, 06y EOHHCKCAMD
(m—k—1, n—2x), (m—k'—1, n—=x"), (2m—k—F, 2n—x—2'—2)
I OMEOHHIHIEHNI, 00MYI KOHHEKCAMD
(m—Fk, n—x —1), (m—k', n—x' — 1), 2m—k—Fk"--2, 2n—2%—zx").

TaruMd nyreMs HOIyuuMb Jid Tepechbuemia KoMHDuAeHLIn (a) cb
0CTAaTOUHON Iapoil XapakrepucTHyeckoe ypabHeHie:

8 = (HH.p2—+ (' - ' %)
[{(2m—2—k—Ep -+ (2n—n—2n").c} X

o o,

-



el

{2m—1—o—i )p+(20n—1-—n—2")e} .| (2m—Ek—K )p+(2n—2--z—x)e}
—{(m—1-=E).p — (0 —)e}{(m—1 —Fk"p = (n ~= zYeH{(2m —Fk —F" p-+
+(2n—2—x—ahel—{(m—Ekp-L(n—1—x)e}{(m—E )p-+(n—1—x")e]
X{@2m—2 —k—k)p+ (2n—ox—=z)e}] =
= (k"2 + (F! |-k'x).pe-{-xx'.e? (u,.p° -4 pPe {0, p6° 1 ¥,.6%)

fy=2m(m—1)(2m—1) — (Z —+E"(6m2 — 6m 4 1)
—(dm — 2) (RB2kk' - k'2)— (k= k") (k2 + K'2),

b

A= 20(6m2—G6m +1)— 6m2+ 8m— 2 — 2(k—k")(6mn —3m—3n+2)
— (e 2" )(6m? — 6m + 1) + {2(k J- &) (% + ") — (k' - F'x) }(4m—2)+
(F2 + kE' + B2 (4n — 2) — 2(k <} ") (kxe k%) — (2 + ") (k2 4+ k'2).
0, == 2m(6n> — bn 1) — 6% - 8n— 2 — (k-1-F") (bn?—6n{-1)—
— 25t ~ 2" )(6mn — 3m—3n—42)—+ [ 2(k—k") (s ) — (ko' k' %) | (4n—2)—-
(22 w4 2"2) (dm — 2) — 2( + ") (hx -+ F'x) — (k4 k') (22 + x""')
v, =9n(n—1) (2n — 1) —(x+2) (6u2—6n{- 1) + |
(22 e - %'2)(dn — 2) — (% -+ ") (22 + 22).

Takuyws 00pasoMt XapakTepHCTHUECKOe - BEIpAKeHie 118 Iojlesamei
BEIYUTAHIK Hapbl

&, = el - Tl - W) - Q] e8!} - W)

31ber : !

wen' == 2o(kx' = E'x) - o kk" = {2m(6n2 — 6rn—1)— (612 — 8n—+ 2) | kE' -

+ (Foe' -K') {20(6m% — Bm—-1) — (6m? — 8m+ 2)} 4 2m(m—1) 2m— L)z’

— (Bm2 —bm - 1) [ (b o’ o (! + k') (2 -2y ] —
(612=-61 - 1)(h-t K VER = 2(61m — B 3n--2) [ (k-EB) (ot 1 E'oe) Tk ()] -
—+(4m — 2) [ B(hot' 4+ E'ee) (ke + I'n") - (koe! + F'e)* + 2Kk 2] -
(4n—2) [ (k"2 (Fot' ++ E'o) -2k (ke —=k'=") |—

— [{ (hot' HF'%) (2" - (kK )aea! } (B2 - KE' - F'2) -1 3kE (Fx? 4 E'%'2) 7.
Aoer! 0 (k' - K'oe) -1 kk' =[20(6m2 — 6m —+1) — 6m2 4 8m — 2]oeac’

= [2m(60® — 6n - 1) — 6n2 4+ 8n — 2] (ko' + K'%) + 20n(n—1) (2n—1)kE'

— 2(6mn— 8m — 8n 4 2) { (k- K )exe' (o 4-x") (k' - F'%) } —
—(602—6n+1)( (kat' -+ k%) (kK ) -1k (+2") ) —(6m2—6m-1-1) (o1 )t
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- (4m — 2) (b = K0) (2 )2 - 2 (o - ) ) -
~+ (dn—2) (3(kx' -k'o) (ke - K'e") - (k! ++ K'%)2 ++ 2kF 2e))
[ (R 4 T { (- B e )2 - 2 - %)
({4 ) (8 0 o 200 - ) b W ') G 20 )

Hepeckuenie ocrarounoft mapst ¢b XapaKTepHCTHICCKUMT BHPAKEHIEMD
(8) & = pPe.uy +p2eto, |- per,

Ch KOHHEKCOMD (m-—1, ) HMbeTH XapakTephcTuueckoe BHpaxkeHie

- & = pPeuon - 0o(m — 1) } - p2e3foon | vy(m — 1))
Hawp HYRHO 3HAT COOCTBERHO TOABKO HOPALOKD 9TOH WADH, T. €. BHUHCIATH
HYEHO TOJIBKO:
Qo = va(m — 1) = n[m®n® + dmn(m — 1) (n — 1)~ (m — 1)%(n — 1)2]
~+ 2(m— Dyu(n — 1) {mn + (m— 1) (n—1) } — k&' .u(622 — 60 -+ 1)
— (k%" + k'%) {12mn> — 6mn— 60 -+ 4n -1 6(m s e — 61 In--(m—17}
— 2! { (6m® — 6m + U)n = (m — 1) (12mm— 6m— 6n - 4)} -
{pe (AR )=+ (o - &) (' ')} {4 — 2 - (don— 2) (m — 1) |-
+(4n—2)n{ (k+E(kt' + k'%) -+ kE (e =") |-
+(4m—2) (m— Ly (') —
LR (62—-aot' -2"2) 20" (B2 + Tol'+ B'2) + 20 -+1) e+ YTt B 26)— (! + 1) 2]
— (m — D) { (k' + E'%) (#* 4+ #'2) 4 22/ (k + &) (x - ") }.
OrHEMAs 6Tcmﬂa #x Ay~ (k' =+ K'%)g, + kk'v}, B PASHOCTH IOAYIAND HCEO-

MBI IIOPATORD CONPAKEHHAIO KOHHEKCA:

nlm®n? = 6mn(m — 1) (n—1)~+3(m— 1)*(n—1)2] — Kk . n(10n2—12n-3)

— (k%' E' %) { (m(30m2—24n-1-8)—(18n2—1 8%+3)}—zx'{3n(1 Om*—18m~+3)

—6(2m® — Bm 4+ 1) } + [t (B + &)+ (e +") (hx' + k’x) (20mn—1 2n—8m+6)
| A (kB (b %) - B (% + #') }(10m2 — 80 4 1) -1
%t (2" )(10m? —12m—-8)—(5m—-8){ (2o’ (-2 Y-+ k') + (262 +2¢2) (oot +- 1 )
— (b0 —2)[ k' (> 2 2o (BTl B 2) ~F 2(k-+F') (") (It %' %)
— (! + 7]
+ [kk' (e 4 %")2 - 8t + 2 ) (B + &) {oex’ (B + &) -+ (B’ - Fx) (e ) } —
—— b I G ) - (o K%) (h - 7)) — 20+ #') (k! - B)2).

~ v am Tk
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Tarums o6pasons VI, Honuscenie NOPAOKE, CONPANCCHNAL0 Konuexca
Gaaodapa YUGECTNBOBANLIO KOUHUUOCHYIU COTCIMBEHHO-0C00CHHBLLS AJEMEHIN0BT,
0npPedaEHHOiL, KaKs nooe nepecwuenic 06, Yo koumnercoes (k, =) 1 (', »") maroso:

— A’ = kEn(10n? — 120 4 3) 4
(k' %) [m(300* — 24m + 3) — (18w — 181 + 3) ]

—+ e ( Sn(10m~——18m—L3)—~6(2m2~3m 1)) —
— (%' (k+ &) + (2 %) ( Az’+,¢k)](20mn—12n——8m—|—6)—-

— (b4 ) (k' W) + Bk (e - %) } (10m* — 8+ 1) —
—ux! (% + %') (10m2 — 12m -+ 3) i
(5m —3) [22¢! [ () (1K) — (i’ )

b G2 (T 4 Bl ] -
+ (O —2) [kK (6 4 #')? -2 (b + ')? — 2o ik -
~+2(k - &') (= 4 %) (kx' = k') — (k' -+ %'%)?]

Q — [kt 4 ') + B(x - o) (k - &) {oee' (e ~+ &)~ (hx' ') (% -+ 7)) —
"é; — A 1 (= )~ (bt ') (= K1) ) — 20 + #7) (e’ - K)2).
S
L)
]

Haws ocraeres eme onpexbants mommkenie wiacca COMPARCHHATO KOH-
Hegca. Mer umbBent (upu 1Hx® ke 0603HAUEHIAXT).

n' = pia(n — 1) + 03m — (epr’ 4 2y’ - ') + EE'0))
= m[m?n® + 6mn(m—1) (n — 1) - 3(m — 1)%(n — 1)2]
—22m (10m®—12m~8)— (k' -Is'%) [ (30m>2 —24m—+3)—(18m2 —18nH—-3)]

— ki [3%@(1074-—1"%-1—3)—6(91@ —3n-F1) |--kE' (kJ—k’)(lonz—lzn—L3)~}—
+ [+ F) (k' 1 F'e) + EE {(# + %) 1(20mn — 8n—12m + 6)
= [(B—1=E")o" (26 +-2") (hoe' 4] ') ] (10m? — 8y k)
~+ (5m — 2) [oex' (| + ') Lot I’ + k' (2 +x)2+
+ 2k F) (2 ') (k' + E'o6)— (foe’ - B')2] —

— (50—38) [(B—K)2(koe' ') | 2 { (h——F') (¢ - #') — (e’ -

250
[ (o o’ -

BCk—K) (e 4 ) ( (e % Bk - (- &) (ke + 1)}
= 4B { (2 4 %) (B! 4 K'se) - (k- B’ )
— k&) (k' = k')2).

Taruws o6pasons LX. Howuacenie xaacea conpancennao xounerca oaa-
100aP A HAJUAHOCTIL KOUMUUOEHATH, COTEIMBEHI0-0CO0LHIbILD INEMENMOBT, 0N e-

Omwaennoll, xaxs noanoe nepeciuente 06yxs Konmercoss (f, %) m (7, %), 6ol
pasicaemes hopiy.aoio:

C. M. O,

2
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— Ap' = %X m(10m? — 12m -+ 3) +
(k' - 1'%) { (Bn (10m? — 8m - 1) — 3(6m® — 6m 4 1)}
L EE{(3m(10n2 — 121 + 3) — 6(20? — 3n 1)}
— k' (E+ %) (102 — 120 - 3)
—{ (& + &) (' - F'%) - kE (= + %) } (20mn — 8n— 12m —-6)
—{(b+ & )xr' + (%%—'x’)r(kx’ A-F'%) }(10m2—8m 1)
(B — 2) [ (b - B — kKo - B (e - 2')2 -
O 1) () (e’ | ') — (k' + W]
o+ (51— 3) [ (k1'% - 208 { (') (e -+ #) — (e’ ') )]
— [ Yot 4 B0+ K) (- 2') (B (2 + %)+ (1) (k' 4 F')
— ALK (e + %) (e + B'e) - (- )x'}
— 2(k + E') (ko' + E'2)?].
Bt mpemsiiymeMt pascMoTpBHE aunrs npocrbitmia ocodenmocrn. Taw®
g He O0CTAaHABINBAICI HA BIiAHINM 0cOOEHHBIXD OCHOBHLIXL TOUEKD H INIOC-
KoCTell, a Takke Ha TOMDB CcIyuah, KOTJa OCHOBHBIA TOYRH 00DPa3yloT®H KPHBYIO

1BOSKOH EPHBH3HHL HIN IMOCKOCTH OCHOBHEIA OTHOAIOTH PasBePTHIBAIILYIOCA
TTOBEPXHOCTD.

Ipu ToMb cambifi mpieMT, KOTOPHMSE IOIYYEHH BCH PesyIbTATH, 00yC-
I0BUID TO OTpaEmueHie, uro BeH pascMoTpBHEHSA MHOroo0pasid cOGCTBEHHO-
0COOSHHEBIXD AIEMEHTOBb—34 HCKINUeHieMb MHOrooGpasia oamoro uswbpenis
(teopema IT)—mpexmoraraorcs onperbieHHEIME, Kakb 10AHOe nepechuexie
COOTBBTCTBYOMATO UHCAa KOHHERCOBD.

PaBEFING 00pa3oMb 4 He HPUBOKY IpUMBPOBD, XOTA He TPYAHO OBLIO OB
IOCTPOMTH IpuMBPE, AHATOTHUHEIE THMB, KOTOPHE JAHLl Bb IpeiblIymiei
moeft crareB (Coobm. Xap. Mar. O6m. (2) X n° 5 u 6).



Hpplication de la méthode des fonetions fondamentales
a I'étude de I'equation différentielle des verges vibrantes
élastiqes.

par J. D. Tamarkine.

L’étude des vibrations transversales d'une verge élastique nous ra-
méne tout d’abord & l'intégration de I'équation différentielle

- [7" (®) %xl]: LEW Y@ E ey

ot 7(x) et p(x) sont les fonctions données dans I'intervalle (a,b) corres-
pondant & la longueur totale de la verge considérée; i est un paramétre
indépendant. La fonction V (2) doit encore remplire certaines conditions
aux limites dont la forme est distincte selon que la verge sera encastrée
ou seulement appuyée dans a et b.

Cette étude conduit ensuite au probleme de développement d'une
fonction donnée f(x) suivant les intégrales particulieres de 1'équation («).
Les pages qui vont suivre seront consacrées & l'etude de ces deux
questions.

Au lieu de I'équation («) nous allons étudier 1'équation plus générale

Z;% [r (z) %] =[p@)—q @ V(x)......ilos (3)

q(x) étant de meme une fonction donnée de x.
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§ 1. Considérons d’abord un probléme auxiliaire:

Déterminer la fonction W () finie et continue avec ses dérivées de
quatre premiers ordres salisfaisant a Uéquation différentielle

[ 7 d; LZ] = [4p (@) —1 (l)] W)yl o L o e @

jointe aux conditions aux lzm@tesr
Wola)y— W) =W'{a)=W'(B=0:9.. . v..c.. (Ia)

dans cette équation r(x) est une fonction continue avec ses dérivées de deus
premiers ordres dans (a, b) satisfaisant & la condition

e e e R (R RERENS S e (Ib)

ry Gtant une constante positive;
q (x) est une fonction continue satasfmsant & la condition

T e e R R (Ic)

; p(x) et f(z) sont les fonctions continues données. dans (@, D).
Enfin 2 est un paramétre indépendant. ‘

F Dans tout ce qui va suivre nous éerirons simplement
H ~ 2 (p)

i ~au lieu de 'expression

‘: d— r(z )dz

. dx? da?

Appliquons la méthode de la ,variation des constantes & l'équation
linéaire (I). En désignant par

T A s e e T O SRR (1)

les quatres intégrales particuliéres distinctes de l’équation

B 1) B o N T e s - (1a)

1) (Ces conditions correspondent au cas, ol la verge est encastrée dans (a, b).
On désigne par F(z), F'(x), F"(»), F'''(x), FIV(x) les dérivées de quatre premiers
ordres d'une fonction arbitraire F'(x). '
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l'intégrale générale’ de l'équation (I) sera:

4 4 z X
W ()= C,0,(x) -+ 3 w_(x)j‘ ’FT" de,
K=l “h=1 a

ou l'on a:

=
W

=

fen 2]
O S )

les X, étant les mineurs de ce déterminant relafifs & la dernitre ligne.
On sait bien que la fonction D ne dépend pas de 24 1). Pour obtenir la
solution du probléme proposé on doit encore satisfaire aux conditions (Ta):

W (a) Zé C.v,(@)=0
k=1
W(b)\:é C.v, (D) +m(b)=0

4
Wi(a)y=3 C.v/ (@) =0
k=1

4
W)=Y v, (b) +m'(b)=0,
=1
m (z) désignant I'expression

4 me
v (%) f ol
k;l . g a -D

Il faut remarquer que les fonctions (1) sont des fonctions entieres
du paramétre A (ce qu'on peut démontrer immédiatement). Il en sera de
méme de la fonction m (2) et du déterminant o (2) du systéme des équa-
tions (2a) rélatif aux constantes C),. Le systéme (2a) peut étre résolu
par rapport aux C,, pourvu que e (4) soit différent de zéro; chacune de
ces constantes sera représentée par une fraction dont le numérateur et
le dénominateur sont des fonctions entiéres de 2.

Nous aurons, par conséquent,

Uz, %) et () étant des fonction entitres de 4.

1) Voir p. ex. Goursat, «Cours d'Analyse», t. II pag. 413—418.
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Le second membre de la formule (3) cesse d’avoir un sens pour
A=2y, ou 2, est une racine de l'équation

o(4)=0.

Le point 2= 2, représente une singularité de la fonction W(x). 1l

est évident que toutes les singularités possibles de la fonction W (z),
considérée comme fonction de 4, sont des poles. Nous verrons plus tard

que W(x) ne peut étre holomorphe dans tout le plan de la variable
complexe 2 que lorsque f(x) estnulle identiquement dans (a, b) [on aura
alors W(x)=0 dans (a, b)];—par conséquent W (z) aura des poles
effectifs toutes les fois quand f(z) n’est pas nulle identiquement dans (a, b).
Nous démontrerons maintenant qune tous les poles possibles de la
fonction W (x) sont toujours simples et réels.
Soit
: A=1],

un de ces poles, d’ordre m (m>1). On peut écrire:

u, (1) U, () wy ()

(A— )™ = (1_20)nz—1+- . -+m-—}—u(ﬁc, A} nt8a)

la fonction = (x, 2) étant holomorphe pour A — 2, Substituons cette

expression au lieu de W (x) dans les équations (I) et (Ia); on trouve,
aprés un calcul simple,

L (Unm) = (Ao — q) tn
2 (%m_g ) == (lop_q) Uy —g "{_pum—s-l-l (s=1, 2..., m—1)
Um—s (a) = Um—s (b) = Um—-g <a> == Um—s (b) = (o= ntioi ey, 1)

.(3b)

Les deux premiéres des équations (3b) nous donnent:

% b
J pu, dx =S [ U, 2w, )—u, 2w, ) ] dae=10.

a

D’une maniére analogue on trouve

b b b *b b
ZOJ pudy = J u, L2, ) de 4 S quz dx :J r(u) )dx —}—j qut de
a a 1 a a

Pour que ces deux égalités solent compatibles, il faut et il suffit
que la fonction w () soit nulle identiquement dans (a, b). ’
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Nous démontrerons ds méme que

w (I)EO dans (CL, b) (s=1, 2, . . m—2),

Mm--5
c’est & dire que le pole 2, de la fonction W (x) ne peut étre qu'un pdle
simple, 8’il existe en général. Il est évident aussi que tous les poles pos-
stbles de la fonction W (z) sont distincls de zéro.

Montrons maintenant que le péle 2, est réel. Désignons par Uj(z)
le résidu correspondant de W (x); c’est une fonction non nulle identi-
quement dans (@, b), si 4, est un pole effectif de W (z). On trouve sans
peine

L (Uy) = (2o p—a) Uy } _____ (4)
Uy (@)=l el Y =, (B =0 |

Soit 1, un nombre complexe
A= 2,14

Up(x) = Uy (2) 49 Upgs () -

el

On déduit de (4)

R(Uy)=2'pUpn— 2" pUge— qUpy
2 (Up) = 2'p Uy + 20'PUgs— q U,
Upi () = Uy (0) = U'gy (@) = U' 1 () = Upy (@) = Upe(b) =
‘ = U'gy(a) = Up(b)=0.

De ces équations on tire
. /
l”OSp (U2, U2)dz=0
b b b
Ay f p (UL U3)dr :j q(U2,— Ul,)dx —|-5 r [(Ugl)2 + (U,,)?]dz

ce qui exige que l'on ait
Lo==0
car U,(x) est différent de zéro, d’aprés I'hypothése faite.
§ 2. Nous allons démontrer maintenant la proposition fondamentale
que la fonction W (x) ne peut étre holomorphe pour toute valewr de A, x

élant quelconque dans (a, b), que lorsque [(x) est identiquement nulle

dans (a, D).

=



=
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En appliquant la méthode classique des approximations successives,

nous nous proposons de développer W () suivant les puissances crois-
santes de 4:

W(z) =§ T e e (5)

n=—0
On trouve
2 (109) =— quuy + f
Lw)=— Qe ~-pw, ., e e, (5a)
w () = w (b) = ws'(a) =w'(b)=0 (s=0, 1, 2...)

On doit remarquer d’abord que la somme de la série (5) vérifie en
effet les équations (I) et (Ta) et présente la solution du probléme proposé
toutes les fois, quand elle converge uniformément dans (a, b). Pour nous
en assurer, admettons la convergence uniforme de la série (5) pour une
valeur de 4. En désignant pour un moment par W(xz) sa somme, la
fonction W (z) sera une fonction de # continue dans (@, b); nous pouvons
donc déterminer une fonction w (x) satisfaisant a I'équation

Rw)=—quw-Ff@)+pW@) oo ... (5b)
avec les conditions aux limites:
w(@)=wb)=w'(a)=w (b)=0

On peut caleuler ceite fonction w () [qui sera unique] & l'aide de
la méthode de la ,variation des constantes®. Désignons par -

Y1(@), v (), ys(@), yy(2)
les quatre intégrales distinctes de I'équation différentielle
2(y) =—q.y.
L'intégrale générale de (5b) sera
4 .
w (@) = 3 O,y @) +n (@),
k=1
ol

)

‘m, (@)=~ é Y, (@) J‘x(f—i_“)i% dr
k=1 @

T ey -



4 désignant le déterminant

P Y1 Z/zl Ys Y

et Y, ses mineurs relatifs & la dernitre ligne. Il ne nous reste qu'a
satisfaire aux conditions

w (a) = 2 Ly (a) =

wib) = 2 C,y,(b) +n(b) =0,

k=1

4
wia)= 2 Oy (o) =20;

- w(b)_Z C.y(b) + ' (b) = 0.

Cela est toujours possible, si nous choisissons les intégrales y, d'une
maniére convenable. D’une maniére tout & fait analogue on calculera
successivement les fonctions w, (x) définies par les équations (ba). Substi-
tuons maintenant dans lexpression trouvée ci-dessus de w(#) la serie
(5) au lieu de W (x) et intégrons membre par membre; en comparant le
résultat ainsi obtenu avec les expressions analogues pour e, (z), on
gagsure, apres quelques calculs simples, que la fonction w (x) est iden-
tique & la fonction W (z). Nous aurons alors:

LIW)=(p— W +T
W)= W(b)=W ()= W ({b)=0
o
Tout est ramené ainsi & l'étude de la convergence uniforme de la
série (5). Nous avons déja vu que les poles possibles de la fonction W (x)
sont distincts de zéro. Cela nous affirme l'existence d’un nombre 2'> 0
tel que la série

.

Z 2w (x) y

soit convergent et représente la fonction W (x) pour foute valeur de
dans (@, b), pourvu qu'on ait
EAl e Al

-

|
|
|
%
|

- ——

— e e ———————vaTr————————————
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On peut démontrer sans peine que cette série est wniformément
convergente, pourvu que |2 |<C 2. Désignons maintenant par 2, la plus
grande de valeurs de |4 |, pour lesquelles la série (5) est uniformément
convergente dans (a, b) [plus exactement: 4, est la limite supérieure
précise de dites valeurs]. Il est évident que

e

Nous dirons que 4; est le «rayon de convergene uniforme» de la
série (5). Il est clair que 2; sera en méme temps le rayon de conver-
gence uniforme de la série

Z (— 4)"w, ()

$:=0

et, par suite, 4; ne peut pas surpasser le rayon de convergence uniforme

de la série
0

Z 2‘?%——1 ?02”_1($)-

rn=1

Multiplions celle-ci par p (:c) w, (x) et intégrons membre par membre
entre a et 6. Il en résultera la série

(&
A S R (6)
. n—1
W, désignant l'intégrale

)
W"ZJ pwgw,, | dr m=1,2...)
@ .

Le rayon de convergence 2" de cette série ne peut pas surpasser Ay.
Calculons 4'. Intégrons pour cela W _ par parties en tenant compie des
équations (5a); on trouve

I‘Vn=5 pwow,  de= j‘ pww,, dr=...=

a

—jpwn Nl s e e 8 S e (6a)
et de meéme:

* b
W"@—_S pw, wdr= | w [L(w)+ quw]de=

=t j‘ r(w)?dr 4 jﬂ G A e i S (6b)
d’ou il suit :
. =0,



On a enfin

' b b
anj pw, o0, 0= ( w, ., [Lw, )+ qw, lde=

w0
b

b

FLrL " "

— g "W, _y Wy, 4% + 'S qu,_, w, +1dx.
i

a@

; Moyenant - les inégalités connues de Schwarz [plus exactement
celles de Bouniakowsky )] on trouve sans peine

HE W Wy

Wi
W’l’/

w W
__J:>_2>._'>

W,~ W, g

Les inégalités (6¢) nous affirment I'existence de la limite

,W'n--]

n

lim

n—_—0co

=

Or “cette limite, quahd elle existe, est égale exactement au rayon de

convergence de la série (6), donc

W1

n

lim

n=co

=70
Nous avons enfin

1" Wl
§o= e .

w,
W,
pas nulle identiquement dans (a, b); donc le rayon de convergence uni-
forme de la série (5) est fini. On en conclut immédiatement que la fonc-
tion T (x) ne peut pas étre holomorphe dans tout le plan de la variable
complexe 2, si f(z) n'est pas nulle identiquement dans (@, b). L’existence
des poles de la fonction W (z) est ainsi établie. Ces poles sont tous
simples et réels, et le plus petit entre eux est égal & =+ 4;.

Le rapport a une valeur déterminée et finie quand f(z) n'est

1) Voir Bouniakowsky, «Sur quelques inégalités concern. les intégr. ordinaires ete.»
Mémoires de 1'Acad. de S.-Pétersbourg, Sér. VII, t. 1. (1853).
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§ 3. Désignons par

les poles consécutifs de la fonction W (x), rangés par lordre croissant
de grandeur de leurs ‘modules. Soient

Ul(x) : U.z(a;) o o e A R R e (7a)

les résidus correspondants de W(z). On trouve sans peine

LU)=@p—U,
il = 0 e B th =0 e s (Th)

Ces f_ormules nous donnent d'un coté:

g A
SpUsUsldx =) Gl el Su s, (Tc)
et de l'autre: : |
b “b : "%
ﬂ,s.f'pr dz ==J£2(US) U dzx + j qU2dx =

a

e

— (br (U2 dx -+ j'bq T AR SRR S e (7d)

- La fonction U () étant différente de zéro dans (e, b), mnous pou-
vons conclure de cela que l'intégrale

b
SpUjdx,

est toujours différente de zéro et qu'elle a le méme signe que 4,. Nous
pouvons donc toujours construire les fonctions V() ne différant de U ()
que par des facteurs constants, et vérifiant non seulement les équations
de la forme (7b), (7c), mais encore l'égquation

)
5ijda‘c= +1,

a

ou le signe + est pris selon que 4  soit positif ou négatif.

La formule (7d) nous donne alors

b b
S r(VS")2 dx -+ qufszdx—;|ls|

a



ce qui nous permet d’établir une propriété remarquable des fonctions V().
En effet, la formule précédente nous montre que

! " ‘ ls 1
( Vs )2 IR =
a To
On peut donc écrire

'[Vs (x)] = [ 5 : V;de{ (b—a) jb(vg)z ds,
J‘b (V) da = —j vV dy < l/j‘ Vide S (V")gd:c

a

Par conséquent, on a

[Vs(:c)]g o l/ EX |/ j V2dz.

Intégrons les deux membres de cette inégalite entre et b et di-

visons ensuite par
-b )
l/j Vidx.

a

V[ na<SZyin

ce qui nous donne enfin

On trouve

| V(@) | < NV]A,] dans (a, b),

oit N est une constante ne dépendant que de la forme de la fonction 7 (z).

A chaque fonction donnée f(x) on peut faire correspondre
un  ensemble déterming de  fonctions fondamentales® V(z) et de

_nombres caractéristiques® correspondants 4. Nous allons démontrer.

qu'il existe une infinit¢ de fonctions fondamentales linéairement distinctes
et de nombres caractéristiques. Supposons pour cela que le nombre de
fonctions ¥ (#) linéairement distinctes corr espondant a une fonction donnée
f(z) soit fini et égale & m. On pourra toujours construire une fonction
@ (z), non nulle identiquement dans (a, b), verifiant les conditions

b
S g Vidr=0 (F=1,2...m) s+ oneas (8)
a

T e e e e
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Désignons par W, la fonction analogue & W (x) vérifiant les
équations

QM)=0UGp—q) W49
Wi(a) = Wyb) = W, (a) = W,'(b)=0. ......... (8a)

La fonction Wi(z) est une fonction méromorphe de A, parce que
9 (z) n’est pas nulle identiquement dans (a, b). Soit g, un de ses poles
effectifs et Uy(x) le résidu correspondant. C'est une fonction mnon-nulle
identiquement dans (e, b), et l'intégrale

*h
J pU2ds,

est différent de zéro, ce qu'on peut démontrer par des considérations
identiques a celles des pages précédentes, On a en outre

L(Up) = (uep — q) U,
Us(@) = Uyb) = Uy'(@) = U,/ (0) =0. .......... (8b)

Les équations (8b) et (8a) nous montrent:
b /)
§¢Uodx+(z—uo>SpU0W1dx=o.

Or en voisinage du point 2= g, on peut poser
Uy

W= i

~w(z,'2)

w(z, 2) étant une fonction holomorphe de 2 pour 2 = y,. Substituons cette
expression au lieu de W,(z) dans la formule précédente et passons a la
limite pour A=g,; on trouve sans peine |

% ) '
j e g f i g R (80)

Supposons maintenant qu’on peut présenter la fonction Uy(x) comme
une combinaison linéaire des fonctions V (x). On peut écrire alors

UO(x) et 2 a’s Vs(x) 9
S e=1
a, étant des constantes. Les formules (8¢c) et (8) nous donnent

b
E pUds =0,

ce qui est absurde, d’aprés les considérations précédentes.



Nous pouvons donc toujours obtenir une fonction fondamentale Vo(x),
qui sera linéairement distincte de V (#) (s=1,...m), en multipliant U,(2)
par un facteur constant convenablement choisi. On peut déduire de cela
l'existence d’unme infinité de fonctions fondamentales linéairement distinctes.

Construisons maintenant toutes les fonctions fondamentales possibles
correspondant aux diverses fonctions f(x). Nous les désignerons par

o Bl V) Vala)s Vale). .o Pz
Les fonctions fondamentales
AT S R s R S

correspondent ici aux nombres caractéristiques

et ey ok

négatifs, rangés par lordre croissant de leurs modules, de méme les
fonctions fondamentales

Vg, Bl Vr)

correspondent aux nombres caractéristiques

A Bl e el S

rangés de la maniére analogue.
Nous allons établir I'inégalité imporfante

|2-—_}-s‘\ < st

A étant une constante positive ne dépendant pas de s. Il nous faudra
démontrer d’abord deux lemmes préliminaires,

Lemme 1. Si une fonction continue o (x) a les dérivdes intégrables
de deux prémiers ordres dans (a, b) et en outre satisfait aux conditions
b
o (a)=w(b); 5 @(ahde =1

13

rb
5 (w")? dx

a s mt
j'bco“’ dx Faloie

on aura towjours
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M. W. Stekloff a montré dans son mémoire important 1), qu'on a

b
J (0')?dx

(7] > .752 (10)
jb@z dx T (b— a)2 ................

pour chaque fonction @ (x) ayant la dérivée premiére intégrable dans (@, b),
si elle vérifie en outre la condition :

j.b@ () de=—10.

a

Cette condition est satisfaite par les deux fonctions w (z) et o'(z).
En les substituant au lieu de O (z) dans (10), on déduit:

%
J(co’)'?dx ;

L >,
joﬂ dx T

jb(w")g dx
a g

e 5
Y(CO’P e

a

En mult‘ipliant membre par membre ces deux formules, on trouve
(Da) e q. 1 4.

Lemme 2. Si les fonctions donndes

Py (SE‘), Vs Pom-13 (JE‘)

non-nulles identiquement dans (a, b) ont les dérivdes wntégrables de deux
premiers ordres dans (a, b), on peut toujours choisir les constantes

) Aoy - .. a2m—‘,—3
dans expression
2m+-3
g @)= a2
=1

') Voir: «Probléme de refroidissement d'une barre hétérogéne». Ann. de la fac.
des sciences de Toulouse, 1901, pag. 295—296.



de la maniére qu’on ait

b
f (9")? dw
T

> Lt

&gp?dx

L élant une constante ne dépendante pas de m et de la forme de @, (x).
Divisons l'intervalle (@, b) en (m + 1) parties

((1) al)) (al; a2); ‘0 (am—l; (47 ); (am » b), ........ (11)

ATl 4

b
dont chacune a la longueur totale moindre que

Déterminons ensuite les constantes

al 2 7052 R a2m—]—3 :

[ou, plus exactement, leurs rapports] de la manidre suivante:

o, 2m—+-3 0y
y Plridy = >l oe)de—0,
a k=1 a
b 2m41 b
5@0(&6)61:(;: Ya | o @de=0,
[ L= B
243 :
P (@) — @)= 3 afpt)—g¢la)]=0,
=l
2m—+-3
¢(b) i) q>(am) == 2 Otk [@k (b) ST @k(am)] = O;
=1

¢e qui sera toujours possible. Posons pour la symétrie
Gp=0} Ony1=—b,
Le lemme 1. nous apprend que

fa3+l(¢,/) dxz

ag > ;i
jw ordy  — Gepi— apt

s

(=010 2 S im)

par ce que la fonction ¢ (x) satisfait aux conditions du lemme 1, quand
C. MO0k g 5
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les «, sont choisies de la maniere indiquée. Or on a, d’'aprés la suppo-

sition faite,
b—a

m

j Topdn
ag LR e 7. mi
S’as-{-l@z £ = (b._ 0,)4 .

g

Qg 1— s < (=0, 1,...m),

donc on aura

D’un autre: ¢oié

j (mu 2 Jo _ Sa5+1((pu)2 d
s_O ag

g tdx Zj(sﬂqﬂ dz

—olay

2

(%

ce qui nous montre immeédiatement que

*b i
11\9 5
ju((p) - - Zt. mt
% =
jqﬂdﬂc (b a)?x
g g foad 5

Revenons maintenant aux nombres 2. Posons:

= Lpit.

2513

Vig)= > ¢ V. (),
k=1
b : ' b
I:S V2dz; I’:fT(V’/)gdw.
Choisissons les ¢, de la maniére qu’on ait

j (V2 dy
S>> g
I 7y J’ 72 d o,

ce qui est possible en vertu du lemme 2. Nous aurons

2543
I'=3%a Zj r (V. dz— ‘)Za ocj‘ r VoV do =
=1
2543 3 b 2543 2543
:kZZkak~ SQ[E ]dx< 22
=1 a =l
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On trouve de meéme
3 2843

1afEn 1
S 9
I>PLV dxr— Pk_—_zl: a,

P désignant max |p| dans (e, b). On a done, en remarquant que 4, sont
rangés par l'ordre croissant de leurs grandeurs,

25--8 s
S k21 oA
T < P 23—-;—3 —<~ 2’2.9-*—3 ¢

>0
5 =1
Par un calcul simple on déduit ensuite
A, = A5,

4 etant une constante positive ne dépendante pas de s, c. q. L. d. Les
mémes conclusions subsistent aussi dans le cas de s négatif. Les consi-
derations précedentes nous affirment cette proposition fondamentale:

Théoreme 1. Tout intervalle (a, b) donne liew & wne infinité de nom-
bres caractéristiques wégatifs et positifs

A i 2

A R R I s e

g AR oD

12

[rangés par Uordre indiqué sur la page 28] et de fonctions fondamentales
correspondantes

V@ Vo), F ), Vo), By oy v s
vérifiant les équations différentielles
2V )=I4p @) — @V, (&)  e=iriys,. 5 .00
Joinles aux conditions aux limites ;
V(@)= V1) = Via) = V) =0.

Chacune des fonetions V(x) sera bien déterminde, si nous ajoutons
encore la condition swwante

b
Sst“‘d:cr-;l—_ i

a

le signe £ étant pris selon que J._soit positif ou négatif. Les fonctions V()

satisfont en outre awx conditions
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| V)| < NVTL] e=d142,00, =rooeer (I1d)

N étant une constante positive ne dépendante pas de s; ; les nombres 1
satisfont aunx wmdgalités

Ll et e AL DL S SR e
La solution de Udquation différentielle

B(W) = [Ap(x)— g (@] W@ L F@), oovvninnn (1)

» . [} -l .
jotnte aux conditions

Wia) =Wib) =Wi{a) =W'(B) =0 .......00.. (Ia)

f(x) étant une fonction continue dans (a, b),— est une fonction méromor-
phe de 2 dont tous les poles font partic de la surte (I1) et tous les résidus
ne different des termes correspondants de la suite (11a) que par des facteurs
constants. Powr quun nombre 2_mne soit pas pole de W (x) il faut et il
suffit que Uon ait:

jbst(x)dx———O P ‘..-(Hk}

RémarQuons que les propositions analogues rélatives au probleme
de refroidissement d’une barre hétérogene (I'équation differentielle du 2me
ordre) sont établies récemment par M. M. Mauro Picone et Samieleviei ?),
4 laide des méthodes tout & fait différentes des notres ayant pour base
la théorie des ¢équations intégrales. Dans l'application au probleme des
verges vibrantes élastiques les propositions analogues au théoréme 1 sont
obtenues par M. 4. Davidoglow®) dans les conditions beaucoup moins gé-
nérales |p(x) >0 dans (a b), g(x)=0] et par les méthodes différentes
des notres. Les méthodes exposées plus haut sont analogues a celles de
M. W. Stekloff, qui les a introduit dans l'étude du probleme de refroidis-
sement d’une barre hétérogéne depuis lannée 1896, dans une série
de travaux 2).

1) Voir: M. Picone, «Sui valori eccezionali di un parametro» ete., Pisa 1909,

S. Sanielevice «Sur les équations différent.> ete. Ann. de I'Ec. Norm. Ser.3.t.25 (1909).

2) A. Davidoglow. Sur les équat. de vibrat. des verges élast. Anmales de I'Ee.
Norm. Sup. 3 Sér., t. 17 (1901) ainsi que «Btude de I'équat. diffévent.> ete. Ibidem,
3 Sér., t. 22 (1905).

3) Voir C. R. depuis 1896 et surtout le Mémoire cité plus haut.



La démonstration précédente peut étre divisée en deux parties
essentielles: 1) on doit établir que la fonction W (z) est une fonction
méromorphe de 2; 2) on doit montrer que cette fonction aura des poles
effectifs toutes les fois que /(z) ne sera pas nulle identiquement dans (a, b).
La premitre partie peut étre établie aussi par la méthode classique de
M. H. Poincaré, si 'on y fait une modification que M. W. Stekloff’ nous
a indiquée quelque temps auparavant, relativement au probléme de refroi-
dissement d’une barre hétérogeéne. Cette modification peut étre appliquée
aussi &4 notre probléme. Nous l'exposerons et déduirons en méme temps
l’expression pour la valeur absolue du premier pole de la fonction W ().

Nous avons montré plus haut que :

W,

< =)/

[voir les pages 7—8]. Montrons maintenant qu'on a en méme temps

. Wat
/<l

Les équations (5a) nous donneut

w, (%) = jxwé(x) dz
ol ;

[ ()2 < (b—a) ‘S‘z(w,:)ﬂ dx .

On a de méme

b % % 7
j‘ (w, )2 da = -—5 w, w, dzx < I/S w dwj (e, )2dx.

Or la formule (6b) nous montre que

) 1
5 (20;;)2 dr < - T‘Vﬂ,
5 0

bi—a' £t
o te)i— — l/ 5 w? da l/T/Vw :
1/’"0 .
On en déduit: 7
“p Fei CEe T
l/s wide < b Wk iesigia (12)
a 7o

1) ), désigne ici le premier pole de Wix) qui peut étre différent du premier
terme dans la suite (Il) de nombres caractéristiques.

done

T e e S e o T A T U I S
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et finalement: S
bt WEYI £ (12a)

@ étant une constante positive ne dépendante pas de » et de la forme
de la fonction f(z).

Les considérations précédentes nous montrent que le rayon de con-
-vergence uniforme de la série (5) est au moins égal au rayon de conver-
gence de la série ‘ '

(0.0}

2 YW,

n=1

14, | > Tim ,/&
n—co W"

c. q. f. d. On en peut conclure que

|4 | == lim I/Wn—l. .............. (12b)

Donc on a 7

. n=co W,
La formule (12) nous donne

*b
j w2 de < @ W,

a

@), étant une constante analogue & ). Or les formules (6a) nous montrent que
b 2 2 rb b ‘b
Wli= U. pfwn‘lwndx] <P j wi_ldxj w2 dae < @, W"S w,_dz
a ; a a a

P désignant max |p| dans (a, b) et @, étant la constante analogue a €
et ¢,. Done

N
a

g7
e QZJ W da,
On deéduit des formules (61)

g
Tk 7‘0j (w;)Q ar,

5
LA l/ j (w)? dx
I/Vn—l a
TR

W, o Pnroa

V/ [

a

et on trouve finalemen :

L, étant une constante analogue & @,.
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Posons maintenant

2m-+4-3

f@=3 & h@

f(z) étant des fonctions domnées quelconques continues dans (a, b). Toutes
les fonctions 0, () correspondant a cette fonction f(xz) seront de méme
les formes linéaires homogénes des constantes «,. Or en vertu du lemme
2 on peut toujours choisir ces constantes de la maniére qu'on ait pour
chaque valeur de 7: ] :

j (w' )2 dzx

+—“.— > Lomd,

S id o
w -
a

L, 6tant une constante analogue & L;. On en conclut, comme l'a fait
M. H. Poincaré?), que

ItI/rn =1

1 5 I’Vﬂ—l
Wooinl e e g

> L2,
7. étant une costante ne dépendante pas de la forme des fonctions [, (%)
et de m. En comparant avec (12b) on trouve

Ay b

Nous pouvons donc choisir les constantes e, ou, ce qui est la méme
chose, la fonction f(z) de la manitre que la fonction W (#) reste holo-
morphe dans l'interieur d’un cercle du rayon aussi grand que I’on voudra
(pour m suffisamment grand). La méthode de M. H. Poincaré?) nous assu-
rera alors que la fonction W (z) est en effet une fonction meéromorphe de 4.

Nous achevons ici les considérations concernant le théoréme d’exi-
stence des fonctions fondamentales et commengons I'étude du probleme de :
développement d'une fonction domnée f(x) suivant les fonctions fonda-
mentales.

§ 4. Dans tout ce qui va suivre nous ajouterons aux conditions
de la page 2 rélatives aux fonctions r(z), ¢ (), et p(x) encore la con-

dition suivante
p(@)>po>0 dans (a, b)

1) Voir H. Poincaré «Sur les équat. de la phys. mathém.>, Rendiconti del
Circolo Mat. di Palermo, t. (1894).
2) Ibidem.
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~ po ttant une constante ‘positive. Cette condition est essentielle pour toute

la théorie, et dans son absence la possibilité méme du développement
dévient douteuse.

Nous allons établir maintenant ce théoréme important:

Theoréme 2. Quelle que soit la fonction f(x), bornée et mitégrable
dans (a, b) on a toujours le dewloppement swiwant

jpﬂ i 2 4% A= prprsdx .......... (11D)

=1
Posons

f@)= A,V )+ B (), 1

s=1

b
g f pR2da.

En utilisant les propriétés des fonctions V(x) énoncées dans le
théoréme 1 on trouve

*b n
g j SEG s e e (15)
a s=1
Par conséquent le théortme 2 est équivalent & la formule suivante
lmeh— (),
"=

que nous démontrerons d’abord en faisant une supposition particuliére
sur la fonction f(x).

En premier licu nous allons établir le lemme suivant:
Lemme 3. Si la fonction f(x) admet les dérivées de deux premiers
ordres intégrables dans (a, b) el vérifie les conditions aux limites

f@=f0)=f(@)=FfB=0,

la quantité positive

b TN :
1 = I 2eh dx—l—j‘ gl gttt s e L (16)

ne surpasse pas un nombre positif G ne dépendant que de la fonetion {(x).

1) Les considérations du §3 nous montrent que tous les nombres caractéristi-
ques ), sont positifs, parce que lintégrale

(] ;
f p Vs2de
a

est évidemment positive sous la condition (13). La suite (II) se réduit & la suite:

Ay, Dgseee Rgye.., et de méme la suite (1Ia)—a la suite: Vi(w),... Valo), e



Les formules (14) nous donnent

i " n h
J 7 (R;:)Mx :S 7 (fl/)z dr—— 22 Asj' ri" V;’ dz 4

+2%A44 TV'T/"da: A T(V"zd:c,
| : 35k § :

@

En‘in‘zégrant par parties on trouve
( r(f2dx —|—j qf? dx —Z i A

<‘g r (1) do - J arde= G
o i
Considérons maintenant 1’équation différentielle
L(W) = (p—q) W (2) + pE (2)
jointe aux conditions aux limites

Wia) = Wi(b) — W'(a)= W'(b) =0.

En vertu du théorétme 1, la fonction W (x) est une fonction méro-
mophe de 2 dont tous les poles font partie de la suite

PR LD

5

Or il est évident que la fonction pF («) remplit les conditions (II%)
(s=1, 2...n)., Donc le plus petit des poles de W (x) est nécessaire-
ment plus grand que 4 , parce qu'en raison du méme théoréme 1 le
rayon de convergence uniforme de la série

o
Wiz) = 2w (2)
s=0
est plus grand que ,. Les fonctions e (x) sont définies par les équations
& (o) = — quwp + PR,
L (w,) = — qwst+pws—1 (s=1, 2...)
jointes aux conditions

wla) =w/(b) =wj(a) =w(b)=0 (s=0, 1,...).




e e

Borae o~

d’ou

done

el Sl

Introduisons les intégrales
" b

Wgzj pwoR dx; W= X pwow,,_dxr (s=1, 2,...).
a [/

On trouve sans peine

A l/’v‘v‘” : l/
Wl

On a ensuite

Ws—]
Ws > 2‘%

b ) b
8, = J p B2 dx =I ruwy B do - J quok dx
@ a a
b b _ b
f p widx = J row w0, dx —Q—f qu,w,dz
a ‘dag a

b Wb
S < W, [ [(rmpede 4 [ o; dx]: W1

b
Spwgdm< I/WOWI.
Or on a
b
iz ahads S Ipwgdx,
a

2
S5 g” RO
P st s Mg

En vertu du lemme 3 on a pour n quelcbnque

Th G}
on a4, en. outre,
: 1
dim -~ =o0.

n
On peut donc affirmer que

3 lim Sn =)

n—=—co

si la fonction f(x) vérifie les conditions du lemme 3.



Mais on s’assure sans peine d’abord que les conditions
flay=fO)y=f(@=f®)=0

sont superflues,— en introduisant la fonction auxiliaire v (#) définie de la
maniére suivante:

~ Désignons par (a’, b') un intervalle situé dans l'intérieur de (@, b)
[cest & dire, on a : a<la'<b'<b]. Soit

»(z)=7(zx) dang" (e, D),
p@)=p(b)=v'(@)=p'®)=0.

On suppose enfin que la fonction @ (z) admet les dérivées de deux
premiers ordres intégrables dans (a, b) et que la différence [f(z)— ()]
a une limite supéricure ne dépendante que de la nature de f(z). On peut
construire une infinité de fonctions w (x) jouissant de propriétés indigquées.
Pour une telle foncton w (x) on peut reproduire textuellement le raison-
nement de M. W. Siekloff expos¢ dans son mémoire «Sur les fonctions
harmoniques de M. H. Poincaré> '), et nous pouvons affirmer l'exactitude
du théoréme 2 pour la fonction quelconque f(z) ayant seulement les dé-

crivées intégrables de deux premiers ordres dans (@, b),—en particuler
pour un polyntme quelconque. Mais alors les fonctions V (x) vérifient les
conditions d'un théortme générale de M. W. Stekloff 2), qui nous apprend
que le théoreme 2 a lieu por une fonction quelconque f(x), bornée et
intégrable dans (a, b). A T'aide do méme théortme de M. W. Stekloff” on
peut établir une proposition dont le théoréme 2 n'est qu'un cas particulier:

Théoréme 2a. Soit [(x) ume fonction, bornée et intégrable dans
(a, b); soit ¢ (z) une autre fonction powvant devenir infinie aux environs
de certains points isolds d'un inlervalle (a', b') intériewr a (@, b), mais tel
que les wntégrales : & :

b_p][g[d.fl}', qu;Vsdw; J‘bpqﬂd:c
: o : o

a

atent un sens bien détermind.

1) Voir «Annales de la fac. des Sciences de Toulouse», 1900, pag. 282—284.
%) «Sur quelques égalités générales> etc., Mém. de 1'Acad. des Sc. de S.-Pétersb.,
t. 15 (1904), pag. ‘14.
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Ces conditions dtant remplies, on a towjours
b’ o0
f plpde =N A B,
a’ s=1 ;
b b
L f piVde;  B=| poV dv. 1)

Le théoréme 2 et le lemme 3 6tant 6tablies nous pouvons en déduire
sans peine certaines conditions assez générales pour la possibilité du dé-
veloppement d'une fonction donnée f(x) suivant les fonctions V (z).

Soit f(x) une fonction vérifiant les conditions du lemme 3. La for-
mule (14) nous donne

Bo)= B —Elo)= B)y=0, il ias, (17)
On a donc ;
0 5 2 B
[Rn(x)]:U R dx]< S f (Bdw ) ... (18)
On a aussi

b b ‘ b l b
f (R.)2dx ZMS R.R dr < |/ | 72 dz S (R ,
a a v a o

ce qui nous donne, en vertu de (18),

2 b b
[R"(x):l<(b—a,) |/ S 2 dxf BN el (182)
Or l'inégalit¢ (13) et le lemme 3 nous donnent
b fedet ; S, £ T G
Rdy < —(pRdw=2" S BRdse 2l
fa 4 <POSaP 7 Po a( n) <7'0<7’0

On déduit donc de (18a):
| B (z)| < FS« dans (a, b),

F' étant une constante ne dépendante pas de ». Nous avons, d’aprés le

théoreme 2,
lim Sn=- 3

n—oo

1) Ibidem, pag. 16.
2) Comp. W. Stekloff. «Sur un probléme d Analyse» ete. C. R. 1907.
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On peut donc trouver toujours un tel nombre N qu'on ait pour
chaque valeur de = dans (a, b)

| R, (2) e,
a seule condition
i N

¢ 6tant arbitrairement petit. Cela nous assure que la série

(e o]
Nl
Sl
est uniformement convergente dans (a, b) et y représente la fonction /().
On a donc la proposition suivante:

Théoréme 3. St la fonction f(x) admet les dérivées de deux pre-
miers ordres intégrables dans (a, b) et vérifie en outre les condilions aux
limites

Hay =fO) =F(@=FE =0, .iievitnonr, (19)

on peut développer la fonction f(x) en une série uniformement convergente
dans (a, b):

f @)= é V(). f S U i e (IV)

Cette proposition n’a pas été encore établie jusqu'a present. Les
propositions analogues des M. M. Dawidoglow et Myller ) sont beaucoup
moins générales que le théoréme 3. Ces auteurs -supposent en effet que
la fonction f(2) non seulement vérifie les conditions aux limites (19),
mais possede encore les dérivées de quatre premiers ordres dans (a, b).

§ b. Dans les §§ 1—4 nous avons étudié le cas ot la verge vib-
rante est encasirde dans a et b, Nous allons considérer ici les deux autres
cas ou la verge est 1) encastrde dans a et appuyée dans b et 2) ap-
puyde dans o et b. Nous arrivons & la méme équation différentielle

LN=p—aV,
mais jointe aux autres conditions aux limites, & savoir:
Vlal=F 1=V (g =F(h—0

dans le cas 1) et
Y (a) = V{by= Vi{ag)=V'(b)=0

1) Voir A. Davidoglou, mém. cité plus haut, pag. 106—421,
A. Myller, <Gewéhnliche Diff-Gleich. hoh. Ordnung in ihrer Beziehung zu den
Integral-Gleich.» Gottingen, Dissertation (1906), s. 15—16,
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dans le cas 2). Tous les raisonnements des §§ 1—3 peuvent étre trans-
portés textuellement & ces deux cas nouveaux, et nous pouwvons affirmer
Uexactitude du théoreme 1 aussi powr les conditions auz limites tramsformées.

La possibilité du développement de la fonction donnée f(x) suivant
les nouvelles fonctions V (#) peut éfre établie dans les conditions méme
un peu plus générales qu'auparavant. On s’assure sans peine que le
lemme 3 est le fondement de tous -les raisonnements du § 4. Etudions
ce lemme dans I'application aux nouvelles fonctions V (x). On aura, en
employant les notations du § 4,

b b b b (cs}
T=[r@)ydet | qR2de = [ r('pdr 4 ( af*de —3 1,4
a (7] a a =i

I'égalité qui est vraie toutes les fois que la fonction f(z) admettant les
deérivées de deux premiers ordres intégrables dans (e, b) vérifie encore
les conditions aux limites '

flol=Fh=T (@=0 [dans le cas 1)]
ou i
Flala=flly=10 [dans le cas 2)]

Il ne nous reste qu'a répéter presque textuellement les raisonne-
ments du § 4 pour établir la proposition suivante:
Théoréme 4. La série

o) b
37 (). f iV s R (V)

converge uniformément et représente la fonetion donnde f(x) dans (a, b),
st celle-cv vérifie les conditions

Fl@)=fb)=F(a)=0,
fla)=fb)=0,

correspondant aux dewx cas divers des fonctions V(x). On suppose, en
outre, que f(z) admet les dérivdes de deuwx premiers ordres intégrables
dans (a, b).

Il est évident que les théorémes 2 et 2a subsistent aussi pour les
nouvelles fonctions V (). :

ou

S.-Pétersbourg, Décembre 1909.



daeKTpoRHAR TEOPiA BB ONTHKE.

I

OIeKTPOHHAA Teopid pa3pabarThiBalach BH IBYXH HANPaBICHIAXDH. Bb
OIHOMB, ED KOTOpoMYy npumagiexars padorst II. Ipyme m Ix. k. Tomcona,
9Ta TEOpiA paspadarbiBalach Takb CKasaTh HENOCPEICTBEHHO, MIyTEMT CO-
BEPIIEHHO YACTHHIX'h M SICMEHTApPHHIXD COo00pakeHiil, He ¢BA3aHHBIX'E ¢ 00-
MUMA MeTojaMH uscIbloBaHid BH MaTeMaTmueckofi ¢msurb, BL Ipyromn-me
HANPABIEHIN, NPEICTABATEIAME KOTOPATO X0WLKHE cunTarses I. A. JopeHIDb
u Japyopb, 3ajada CTaBATCS y&e Ha 00WYH Toury 3spbHig, Ho HXB aHa-
In8h CIOHKCHD H TPYIEHD, Ja Kb ToMy-#e Y JopeHma cBA3aHD b CTaphIMU
IPEACTABIEHIAMI 0 IOJAPUSAIIN 3IEKTPOHOBD, UTO IBIAETH €r0 TEopio HCKY-
crenHoii. Ilostomy He OesmATEpecHO IONEITAThCA JATh HACKTPOHHYD TEOPilo
XOTd ¥ IIPOCTYI0, HO COBEPUIEEHO 00IyHn. ME # XOTHMD H3I0EATh BD HACTOI-
meft cratsB mojo0HYI Teopilo. PascMOTPHMT IPOBOIHHKES, Bh KOTOPOME IIPO-
HCXOIATD HICGKTPUYECKIe TORH, HA KOTODBIE MK OyAeMb CMOTPBTH Cb TOuKM
spbmig MakcBerna, T. e. Rakb Ha HBEOTODOE Kunemuueckoe cocmoamie sgupa
CPeIBL, nepioduneckao xaparmepa; CBEPXB TOT0 BHYTDH CpeIbl TBHAYTCA

|

2000
JO0JIA MACCHL aToMa BOJIOPOJa, 3apPAEEHHBA 0TPHOATEIbHBIMD BIEKTPHIECTBOMD
M JBIGRYIIiACA CB O0JBIION CKOpOCTHIO, npﬁM'EpHO I0 140 mim 1/z cko-
poctu cBbTa.

Br ocHOBY Teopin moTomHMT NPHENHNT COXDAHEHiA SHEPTiH M (AETH
PasBHTiA MATHATHArLO [OJXSA SJIEKTPHUECKHMD TOKOMD,

1ycrs

AJeKMPONsL, T. €. MATEPIAIbHBIA YACTHIE, Macca KOTOPHXH (He 60xbe)

En H

OYIyTh 9HEDPTiH SICKTPHYECKAS W MATHUTHAH, PACUMTAHHBIA HA BECh 0GHEMD

CDeisr; 3arbMe MyCTh :
R

Oyrers paGoTa IMCCHUATHBHEIXG CHIB, OPHIOKEHHHXD Kh TOUKAMD Das-
CMATPHBAEMONl CDEIMHBI, TOIjJa [PHENUNE COXpaHEeHId SHEpPrim IpercTa-
BUTCS BB BHIB:

-

[Py m——-———

-
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d(E+H)+R—o (1)

npuueMs OyEBofi ¢ 0G03HAUNND Bpews.
BeIpasun® Teneph BBeIeHHBSA BEXHUHHH B (YHKIIN IPYTHXD, a IMeH-
HO ATEKTPHYECKHXD CUID U Hepembmieniii, a TaK&e I MATHUTHEIXD CHIB H

nepenbmenifi sxerrpona. Ilycrs
E,E., E
x Yy -4

OyAYTH COCTABIAIONIIS BJIERTpI/I‘{eGHOﬁ cuibl BB TOURB (2, y, 2) cpemm, Tor-
1a OyreMDt UMBTH

o S—(E2+E~+E3)d1: ‘ (2)

IpHIENs dT €cTh dIeMEHTH 00BEeMa W WHTerpalh PAcIpPOCTPAHEHD HA BECH
00BeME, 3aHEMaeMbli pascMarpuBaeMoii cperoft; koaruuecTBo K €cTh IisaeRT-
PHYECKAT NMOCTOAHHAS CPeIBl (ed supa, KakD AyMaloTh BEROTOPHE QH3HEN).
Ho ecin f, g, h cyrp npoeknin Tart masoiBaemoii MakcBeIrIoMD BIEKTPH-

- ueckoll meprypbamiu, 1. e. mepembmenia Touknm (x, y, £) sdupa, TO 1o ompe-

Ibaenito nMbews:

K K K

=, Zoy=1-B, h=""F, (8

47

HogcraBigsa orcoona smaueris £, Ey, E_, Bp paBeHCTBO (2) Hafizews Jis
BICKTPUYECKOH SHEpTiM BEIpakeHie:

B= 22t g L ieyie , 1)

Sarbwe, ecim 0003HATHMD @, §, 7 COCTABIANNIA MATHHTHOH CHIH BH TOU-
&b (#, y, 2), TO MarHUTHAS SHEPLiA cpexsl OYIETh BHPAKATHCA dopMyIOii:

.

H=[E 4 g2 4y | (5)

u @ 385ch ecTh K0d(HUIEHTS MATHHTHON IPOHHTAGMOCTH CPEHl.
Pa(’JOTy LICCHIATHBHBIXD CHIB IpPeICTABIMB BB cabiyoiems Bupb:

= 4
R[22 2 4 gy e — [ 2 75, 4o ggo - Whoyie
modr dﬁ,

dh
+IE(@+JQ+}W)CZT"—I s )
S f (1o + e ‘}“ r3hy)dz (6)

3ubes fy, go, ko CyTH cocTaBIZOMiA TepewblueHis sIeKTpoHA, m, Macca
eMUHHIBI 00heMa 9SICKTDPOHA, p, ¢, I COCTABAAIONIA TOKA IPOBOJHMOCTH,



LR ¢

Ty, Ty, 73 COCTABIAIOIIIA CHIBL TPeHiA, KOTOPOE BETPBYAETD BIEKTPOHDL €O
CTOPOHBL CpEJBl; OHU BHPAKAITCS TARD:

poa i -—z;‘—% (7)
LT g ey

ROJIIUeCTBO K, ecThb k0s(QumienTs, anajiornunsiii K. Ilepsrie nBa uieHa f?
AHAIOTHYHEL pPaborh quasi— yOpyruxb CHIG, TPeTifi YIeHD JaeTh TEILIOTY
Jxoyra, a ueTBepTHIii €cTh KEBAA CHIA HICKTPOHA, I BMBCTO HETO MOKHO
B34Th Ccrbrynomii:

s mgdt( d* fo d%gq- d?h,
f foge + 90 +hogm @)

JblicTBATeIbHO, CTOMTTH TOXBKO ypasHemie (1) yMHOKHTH Ha df U B3ATDH
UHTETPAIh 33 BCE BpeMs CYMIECTBOBAHIA H3yuaeMaro JgBIEHId, T. 6. 0T = f
A0 {==1,, Torga, He H3MBHAA HHYETO Bb OCTAIBHBIXD UIEHAXD, NOJYIHMD:

S modr d]‘o 2 | ddo., dh, 2) e _J"wz-odr dfy dfy
H dt) F S e it E e

dgo.clgo dhy a’ho) J” modt f ( @efy, . d%g, d2ho)
taat@ m/ T T hgE 9 ge e )

160 IPOMHTErpHPOBAEHAS YACTh 00pAmMAaeTcs BB HOIb, TAKD RAKD 1A = f
0 t=1{, JTOXKHO OBITH:

fo=go==hy=0.

Temepn Mbl 3afiMeycsa BHIBOJOMD OCHOBHATO COOTHOICHIS MEELY H1€K-
TPHYECKHMD TOKOM® I DAa3BUBAEMBIMs UMb MaTrHHTHBIMG ITOJEME.

Ilycrs o/ Oymers cuia TOKA, BEIPAKEHHATO BH HICKTPOMATHHTHBIXD
eJMHNIAXb, TOrZa PadoTa 3aTpaudBaeMasd TOKOMDb Ha mepembllemie eIHHUIEI
TOJO:KNTEIPHON MArHHTHOH MAcCH BIOJXb 3aMEHYTaro KOHTYpa (cHioBofi Jumin)
TPEeJCTaBUTCA TaKb:

4ndJ = J.(adac ~+ Bdy + ydz) S 1)

Ho ecun J dS, J dS, J dS Oynyrh cocTaBISbNLiA 8IEKTPHIECKAT0 TOKA Ue-
pest sieMeHTh chbuemia mpoBOREMEA dS. TO Jerko BHABTH, UTO

o) — f((chos (nx) 4 chos (ny) —-J _cos (nz))dS (10)

rih # HampaBieHie HOpMAIW Kb 9IEMEHTY dS, IPOBEIEHHON BH CTOPOHY TO-
Ka. CpasHuBag (9) um (10) u npuwbEAS ®E JIHHETHOMY HHTETpAIy TEOpeMy
CTokca, HafiieMs: - '

c. M, O. 4




——

B

T B T T T

-

T RN

il e
47 A J(Jxoos (nx) 4= cos (ny) ++J cos (m))dS :f((%‘é: - g—;)co.s (nz) +

( 5 —~—) cos (ny) + ( 7 B 7008 (02 ))ds.

Taks KaKb 5T0 PABCHCTBO CIPABELINBO IPH BCAKOMB KOHTYPS, Ha KO-
TOpELl OMEpPAETCA IIOBEPXHOCTH S, T0 3ARI0YAEMD, IO

By )
4nAJz_dZ—@
Cdy da
de dg
AL
dm AT, e

s : A
IpHIeMb As=m~ I @, ecTh ckopocrs cbra BB mycrorb. T. €. BB MIPO-
0 i

Boms odupsh. :
Cp 1pyrofi CTOPOHSL ¢'b TOURH Bpbuis Teopim Magcperia MH TOLEHBL
nubTh: )

' i e _ dg- __dh ]
I, = bl o b L bt (12)

CMEBICIH ATHXT DPaBEHCTBD JCeHh; IeDBbIE YWIEHRl HXD IIPaBBIXb ganTel CYThb

. MAECBEMIOBCEie IeprypOalicHEEIE TORH HIN TORA nepembmeris.

d
Tloapayack paBeHCTBAMU (12), MBI mpeo0pasyeMsb BHIpaAKeHIe o

35 pasescTsd (11) m (12) mOIyuaeMb:

ar <6 )

di 4xA ¥l

dg 1 (dy @)_
4JIA de dz 1

dh_ 1 ﬁ‘i‘.,if‘i)_r
dt  4zxA\dy dzx !

! dE
T109TOMY, I0OJCTABHBL 9TH BHAUEHiS BL (POPMYILY (4) nag i HaliTeMBb:

L[+~ (G~
[ (g ).



WA e

I npuvbeas kb mepBoMy umrerpary Teopemy puma. Hafizewms:
dh dh df) df dg)}
AR i i g =4
f‘l [ = dy) AL Lty
%4
£ ifdr (fp =09+ h?) — AdeS[f(ﬁcos (nz) — ycos (’i’L_j)) -+
—+g (;fcos (nx) — acos (nz)) - h (acos (ny) — Bcos(nx) )J L8}

npuueMs dS 5IEMEHTh I0BEDXHOCTH, OrpaHHuHBAIOIIEf pascMaTPEBAEMYIO
CDeluHy, a n Hanpasledie BEBIIHel HopMasn kb Hewmy,

Hoxcrasiga Temeph BH paBeHCTBO (1) 3Havenie HAMIGHEEIXD I npH-
BOJICHHBIX'D €T0 vacrell, MOAVUUME cibBiIyiommee BHpamerie:

falflaicr vyo w ]*ﬂ[y_ﬂ_u Lo dh)]
NN T2 AR5 G e g T ) ok

LR g I L A

My dPgy | 27 iy d*hg

Ry [0 aE K, °+"‘2“%9J+h[2 A +K s _“h]}+

s + dS[f(ﬂcm (nz) — 7608 (ny)) “+g (/cos (nr) — acos (m)) -
—+n (aoos (ny) — Bcos (-n:r))] = ' (14).

Tarbs Kakp 3T0 paBeHCTBO mwbers Mbero 118 BeSraro o6mena cpe-
IHHBL, KaKb-O0B OHD Malb HM OBIL, TO 3aKI0YAEMD, YTO K0 rieH T
upn &, @, ¥y  fo, 9y, hy ZONEHE GBITH PaBHEL HYID, 2 MOTOMY HOIyYaeNb
cabayomia 1sb cucreMb ypapHeHidi: mepBym

il i dg Y )
Aldt4 @_I)
ARy /—4 (df dh) L - Y

dy (@ ﬂ)
AKp =4z o

1 3aTBMb BTOPYIO:

e —



T ey —

TR O R T TV e W 6

a2 df, k!
= T E Tl =f
d’q, dgo | Al
”’LW’I'k“dt—l—ﬁgo——g ( (1)
dzh, dh,

b mOI0EeHo:
=k =1 (15)

IpAYeMb MBI I0JIb30BAINCh paBeHcTBaMH (7).

Kb aTuM® ypaBHEHIAMD HAJ0 1UPHCOEIMHNATH EIIEe CHCTEMY, KOTOPYIO
MEL MOKEMD HOXYUMTH U3B ypasHenmili (11) u (12) u KoTopad HpeicTaBiderh
CBA3b, JCTAHABINBAEMY ONBITOM'B, MEMKIY SICKTPHYECKEMD TOROMD I Mar-
HATHOI CHIOH; 3Ta cHeTeMa OYIeTH:

“aag idy }
47 Adt—|—4 zAp S i
dJ_L dy  da
4nAd dgpdg = Ty (111)
L dh ! ~ da ag

Cucrema (1) u cumcrema (III) mpexcrasrdors [epub-MarcbeatoBekris ypas-
Hemig; cucrema-ke (II), faomag [IBUeHIe >I1eKTPOHA, €CTH TOMOJHHTOIb-
Had W JaHa ObLIa cHawaxa LerbMroanmems !), sarbus Ipyae u . Jopermows.

Bp cucrent (III) g1 TokOBE mposoguymoctn I, A. JToperms ?) Gepers:

ol dfy ng e dhy,
deEan sl (L)

r1b o o0BeMHasg sleKTpHUECKAd MIOTHOCTE BL TOukb (z, y, 2). Ax. Tk,
TomcoHs 101araeTd 3), 4T0 HAEKTPOHBL HPOTHBOABICTBYIOTL TOKAMDL LPUBO-
JUMOCTH, IOEHMAEMBIMD BB 0OBYHOME CMBICAE 9TOTO €10Ba, IOSTOMY MBI
MOKEMb IIpelIcTaBATh TOKH p, ¢, 7 BB BHAE:

z_mo(f__ dlo) qz‘%’(g dg;) ,,_4};9’( )(G)

1) Cy. «9IexTPOMATHHTHAS TEOPiS NDPOBOJHUKOBL» aBTOpa, ©TP. 33, ypasHeHig (1).
%) Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften. BdVe. S. 156.
% J. J. Thomson. Die Corpusculartheorie der Materie. S. 47.
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b C rosPUIiEHTS HIEKTPONPOBOIHOCTH cpeJmHm a y nocroanHoe. JAbii-
CTBHTEIbHO, IIPEkKTE BCETO MBI HMBEME:

d
p=CE,—C' df;’ 0 T. I, yDAaBHEHIA 114 ¢ U 7.

Ho MO0#&HO B3ATH:

y . 4m
C _EOO,

: Am
Ia CBEpXD TOr0 M3BBCTHO, UTO E”:T{ f, & mOTOMY, €CIH MOJOMHMDB, UTO

Co
A=t
TO @ MOAYuHMB paseHcTBa ().
Br o6sunofi Teopin C, = 0.

Mpr 315cn paspaboraems Touky spbmia . ,ILJE Tomcona, koTopad
HaMb Kamerca Ooxbe mpiemaemofi, ubmn rtousa spbumis T. A. Jopemma Ha
TOKH IIPOBOJEMOCTH.

Ho nmpemae ubyb nmpuerTymuTs KB 9Tl pazpaboTkbB, MEL JOKOHTAMB
BBIBOIG cabicTsifi ush pasencrsa (14), Bb Hews eme ocraercd yciosie Ha
TPAHHIAXDb, & MMEHHO: JOLEHO OBITh yIOBIETBOPEHO YCIOBie:

(16)

dT? [ f f(,é’cos (ng) — ycos (ny)) —+g (ycos (nz) — acos (nz))—[—h (acos(ny)—

— Beos (ns)) } S o
ITOMY YpaBHeHi OOBIKHOBEHHO YIO0BIETBOPSIOTH, IOAATAM, UTO 6CIH 71 B3ATH
3a 0Chb #-0BB, & 0CH z, ¥ Bb ILIOCKOCTH I'PAHHIBI CPEIUHD, TOTIA GYIeTE:
€08 (nx) = cos (ny) = 0, cos(ne) = + 1,

IIDHYEMD 1A BepXHel cpelibl HAT0 B3ATh,HAMD.,3HAKD -, 4 114 HIAHEH 3HaKE—
Hraxe (IV) paers Temeph Gorbe mpocroe ycuaosie:

Br6— 9@ | =0

ib (¢) =e—+a'—ay, (8)=pF-+p3—@F, U EKoamuecrBa «, @ OTHOCATCA
BB NajalomeMy Iyiy; ', ' Kb OTPAKeHHOMY, a &, £y Kb NPEIOMICHHOMY.
Temeps moaxyuaews:

ot o=, G4 =4 (17

1 33TBMB 00BIKHOBEHHO GepyTd elmie:

7 | 1 fl h
NV R K_!—IL K, (e

fr3=—=—rrara



[T Y. STe =Rt

Sl

Mbl H BO3BMEMD 5TH JCIOBif, XOTA MOKHO 0ab30BaThed yeaosiens (IV) me-
IOCPeJCTBeHHO, KaKkDh II0KasaHo MHOI BL 1893 roxy !). Hamo 3aMBTHTH, UTO
BMbero (18) MoHO B3ATH Apyrid. Ycaosig (17)u (18) cyrh OOBIYHEIA yCIOBisA
PaBEHCTBA SAEKTPUUCCKUXT W MATHUTHBIXD CHIB, NAPALISIbHBIXD TOBEPX-
mocrn pasybia cpeimnb, u IamE Optrn eme I'. IepmoMs.

5%

BafimeMcs Teleph BHIBOJOMT caBicTeiii msn cmcreMt ypasmemifi (1),

(I0) u (III).
Hycrs wacrapiMu phuemisvn ypasreHifl 114 £, g, b 0y1yTD BRIpAKEHI:
= Me?, g= Ne?, h=Pe? (19)

b M, N, P KOMILIGKCHHS NOCTOSHHBIA, M KOIHUECTBO ) ompexpbugercs
YPaBHEHIEMT:

Q=ptV—1-+art+by-tcs (20)

opuueNs ¢, b, ¢ TOEE KOMILIGRCHBIA TOCTOSHHEIL, 2

= (21)

T

€CTh UACTOTA LepeMbED kHHeTHUeckaro cocToAmig adupa. IlogcraBum®s orH
sHaueHid f, ¢, b BB ypapuenia (I) u mAETErpUpyd HXD MO f, NMOIYYHME:

43:]/

Ape —— - (Pb — Me)e?,

Aup = 4‘”‘/ (Mc — Pa)e?, (22)

4
Auy = — V Na — Mb)e?
Kp
NOCTOSHHNA WHTECPHPOBAHIA IiA (= f; PABHB HYNO II0 NOIOKEHIIO.

Ioxzcrapumt Temeps 3HAUEHIA @, &, y H3b (22) BB cucremy (1II), HO
3aMBTHBL [peIBAPHTENbHO, UTO MO YpaBHEHIAMD ((r) IOIyUaEMb: '

47C 4xC 47C —_
p——"—%(l—mﬂ/ Ut q= }{ (l-rpul/ —1)931~ (1—ypuy/ = )b,

IIB IOX0KEHO:
f: ufs Jo = Uug, hO = uh 2)1 : (24)

1) A. II. I'pysunyess. DIEKTpOMATHUTHAA Teopia cBbra, crp. 89, § 60.
2) Ca. VI Bp koHmb Hacrodmieldl CTAThHH.
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AxC
P

CrbraBs Temeph YEasaHHY0 MOICTAHOBKY H I0Jaras = alp=—1),

HaX0IUMb:

M[Kg—Day/ =1(1—ypuy/ —1)] = ————[ M(a2+2 + c°) a( Ma+Nb+Pe)],

422

N [Ku— Dy =11 = puy/=1)] :—ﬁ[zv(az + b2 46— b(Ma+ Nb+Pe)],

P[Ku— Dy]/—l(l ypulV —1)]=— P(a 4 b2 +02) — o(Ma+ Nb+ Pe)].

SMHomaa 3TH ypaBHEHiA HA IMOPAJALY Ha «, b, ¢ U CKIAJGIBAA PE3YIBTATH,
HalIeMb:

(Ma + Mb + Po)[Ku— DV —1(1

ypuV—1)]=0

Orciofia sarI0UaeMD, UTO T :
Ma -+ Nb+Pe=0 - (25)

a TOTOMY NpeiBIymas cucreMa o0pamiaeTcd BB 0IHO YpaBHEHie:

e PRl ok » b‘) 2
K — D/ =11 — oy =D = — 2SS
Toaxomuns 3nbeb: iy
a? + b2 _{_ €2 = — A2p? V22V — 1, (26)
MOJIYUNMB TAakD HABBIBAEMOE OUCHEPCIOHHOE COOMHOUIEHTE
Ku— Du(V—1 + ypu) = V22V —1 (A)

S3xbch V u v ¢yTh ONTHYECKIA TOCTOAHHEIA T CBA3AHBL Cb IOKA3ATEAEMD:
IpeJoMIeHid 7, U Ko3((UIOieATONs NOTJIOLIeHIZ %, IPH HOPMAJILHOMD Ila-
JeHin, Karb OyIeTh NMOKA3aHO HHKe, CIBAYIOMHMHE COOTHOIIEHIAMH:

P2e2l =1 = =n2(l — %)/ — 1)2 (27)
KoanwecTBo u,BXO0fAIIEe BH PABEHCTBO (A), ecrb (YHENA mepioga T HIH

nauesl BoXHBL. JAbficrBuTenpro, ypasmemia (II) xanoTh Takb HABLIBAEMOE
aaermponnoe coommouenie (CM. ¢Tp. 17):

i o
ﬁ=77—-mp2—l—kp]/——~1 B)
Mozcraaga »10 3HAueHie u BD (A), HoIyunMDb crbiyomee COOTHOUIEHIe:

A+ BV —1=Kp— DV —1— Dupy[ (9—mp®)—lpV — 11:[(g—mp?)*+%p],
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r1b I0I0EKeHo QI IPOCTOTHL ITHChMA:

Vg A+Bl/—1 (28)
T8
: A =n3(l—2a2), B=—2nlx (29)
Ilonomums Temeps:
2.’11:2.71(4)0]/ %; — 2;::;)015 P = 4rCou (30)

BH TakoMb cIyuah HperpIyiiee PaBEHCTBO DACHAfaercsd Ha IBA Cabaymmia:

7 e P {4z — 22022
T TR

(31)

P g 22

.B i) D | ‘ m 0

IPHYEMD 0Ib30BANUCH COOTHOUIEHIEM: A
2x  27;w,
e 2

s | (32)

OcranoBuMca HBCROIBEO HA COOTHOMEHIAXD (31).

ITo Teopim camoro MakcBenra, KOTOPHIl He NPHHAMAID, 13 H HE MOI'b
IPUHEAMATH BB pacuers ThiicTsie S‘IIBRT[)()HOB'L (r. II, § 798, ypaBHemia (3)
i (4)), uwban-6sr Bubero (31) cabayomis cooromenia upx yeaosin Cp = 0:

A= Ku, B=— Dy

TakuMb 00pasoMt paBeHCTBa (31) 1alTD BaKOHH dwcnepciu Bh cayuab, pa-
syubercd, cymecTBoBaHiA 0IHON 11010CH DOrIomeHis BL cmekrpb Thia.
3ambraMs, uto 1Mo paBeHcTBY (B) mwbems:

1&—=2)8 —y, AV =1

u=7] E— TP (B bis)
I
‘ T TR (33)
b moxomeno:
(22 R 1‘2 2_2 mls
ml:(i’ —"c 5 b 2_292)Eu+g212 (34)
5 0 W m 0

Eerzn BBegeM® (33) BD jucnepcioEmRoe cooTHOmeHie (A), To 10
cpaBHeHIH JBACTBATENBHBIX® W MHEMBIXD UacrTefi MOIyIdMDb CIBIYDIIiS
aB% GopMyIHL:



LN

A = Ku — Dyuyu'

35
B = — Du + Duyu' i
npauens mokomero Dp = D, = 4aC (36)
Takb Kakb M0 paBeHCTBY (16)
C
=

0 T (BB o

Dyy = 4nCyy (37)

crbroBaTeIsE0 JIA IiDIEKTPUEOBB, T. €. korga C'=0, Dyy He DaBHO HYIW.
®opuyaa (A) maers mHamb I8B cabiyomid:

Ky — Do,uyu' == A, — D;L e Doﬂyu' — B,

ecan BeIOMHEMB, uTo Dp = Dj. : (a)
ITepBag Qopmyra 1aeTD:

4A—Kp Dy b)
A+ Doy~ B Doer(1—r) (

Iyers 4= 1, 4T0 BCErjJa MOKHO JONYCTHTH JIs MAXHXB MEPIOAOBL H BPoME
toro cormacro H. A. Lorentz’y momnO mox0kHTh K = 1; BL TakoMDL CIy-
aab popmyia (b) zaers:
A—1 Dyu
A4 Dy~ 14 Doy — Doyu”” Y

Benmoyuuss sHauenie Dgy, HMbEeME:

= = —0.
Dyy = 4a2Cy =4z 7,

Kcan moX0®EAMB, 4TO

K, = 27Cs, : (d)
TO TOXYTHMB: :
Dyy =2 ! (e)
un Qopuyra (c) OyLers:
' S
A+2 3—2
AIH, TPHGIIACHHO, €CIH g, 0UeHb MAIAO0,
A—1 o :
e o S ;
A-+2 3 @)
Ho (dopuyra (34)): :
: K22
U= 29
Zg — A2




i : - o LB

; a moromy (f) Gymers: : :
il kel B A ‘
i s _le‘*ﬁ) , (®)

; 34BCh MOEHO BBATh 1o BMBCTO A ¥ TOrma moayunrea ¢opyyira JopeHmOBS,
5f ‘ Jlannag H. A. Lorentz’oms ') B3 Jefiters n Lorenz’oms BD Roneﬂrareﬁ'h
eme B 1880 T. s
III.

Ecnn mol nwbens He 0fuE® pogbh 2IeKTPOHOBB, a HBCKOIBKO, TOTIA
0003HATABT m,, C’ B 9y, h, *) RoanmdecTBa OTHOCAMIACA KB i-My
ONEKTPOHY, T. 6. Kb DICKTPOHY ¢-I0 POAA, TOrTa BH Haumeli Teopinm B3oiIyrs
usMbHEHIS 1M BL Beamumnsl R u p, q, 7, BOTOPHIA Oyzers uwbrh gpyroit
BUID, & UMEHHO: mo dopuyab (6) umbews niz R:

E= | 2“2 3+ ot -y — { 47’52 (it gg,F- Wi +

dm L m1 dz2f; d? iy d2h¢
+ST((fp—l—gq+hT)dr+Sdrl R s e B

i dri Oy 10, + k),
L

IPHYEND Ch HEBOH CHIOH yHe HpOH3BeleHO NpeoGpasoBamie, YKA3aHHOE
(opumyxoit (8).
Sarbus 114 p, q, r 6yrens nwhrs:

: 4nC df; 4sz" dg,) __ 4=0, dh;
| Bl Z@m ( .an IA%_ZWE’

IpHIEMD

Sl e L g 38

4 \ 5
¥ ¥ 3aTEMB BTG BHpameHinm 11d R

’b
zw"‘wt7‘¢ﬁ B

Bb taxons cayuab cucrenma (I) smoamb coxpamurs csoit BUID; cucreMa (I1I)
Oylers uMbTh BHIB cHAUAIA

) H. A. Lorentz: The theory of electrons. § 123 (1909).
?) Bben Temeps BBOXUTER yRasarers ¢ BMheTo o.

ST Rt S Y FUTUM Y S BRI Y § S e rp s e N




A e
W 4 b2 M
omien il sl
HIH; :
d f% i | o ﬂ;f;ermﬁ: f (IL Dis)

1 moI06HHE ypaBHEHiA 11 g, U h,, OPHIEMD IOTOKEHO:

Km; SSCE K
t — A (") =
R GolGien . Ll 77@

(40)

Cucrema (III) coxpamurs cBofi BHAB, HO BDb Hell OyIETDH:

p=20(1= Y oy =1) i q="3 (1= XroV=1)s;
e 4ﬂ0(1 mZ 7.0 )h

f,=uf, 9,=uyg , hy=uh (41)

o1f T0N0KEHO:

U Jig u, uwbems BhIpameHie:

1

e — (42)
73 —m@p2 - kOpY —1
HIK
— mOp2) — kpV —1
Sl O e i (43)
(g — mp2)2 1022
TlosToMy AmCHEpCiOHHOE ypaBHeHIe OyIeT®: |
K- DutVZd pp Yy )= V2er0 =1 (A bis)
Ecau reuepp I0J0EAME:
m® 2w k@
A, = 2mwoy/  Pp—— © ; P=4aCy, (44)
: 7; ; .
10 (A bis) mpesparnrcd Bh crbiyomee ypaBHeHie:
i=n 2
Ku—D V—1-—Z : : YL aymy=i

Orcola HAXOLUMD:
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A‘ , S
i i bde b i B e

R

i A e

AR

i t ‘ P (22 —_— 79)12
— U — "(Ag 2:)2 _]_92)_2
. (45)
B ; D C ¥ P@'gazg
T N

Boinbaas e mepsoit dopuyrds mhiayio 'qdéTL, MOXYIHMD:
e S R
B %“Z%(xg——z&) g
1

1

b 1moxoKeHo:
A= —9) B =14

X n
RoamuecrBo Kp— ¥; P, MO#eTd CUNTAThCA [IiBICKTPHUECKON TOCTOAHHOI
T .

CPeJH,
: IV.

O6parumMca Temeph Kb YCIOBIAMSB HA TPAHHIB CpeJIHHEL
3a NOrpaHNYHMA YcIoBig Bo3MeME (17) m (18). Jig IperoMIeHHATO
Iy4a MOIYYHM'b, OTMBUAS BeANUHHB OTHOCAILACA KL HEMY yRasaTeleMb I1:

43z]/ 4le/
AL Q1
Ayl (P b N, 161)8 n@]. AK ;

gl (Ml ¢, — Pyay)eds

U3n yemosifi: @ = Q' = (), HAXOIUMD:

p=p =p; o, =d =a; by = b' = b u ecin NPEMEMD 33 IIOCKOCTb 2
II0CKOCTh Hajemid, To: b' =0, b, =0, b=0 u ycaosia (17) Teneps Jagyrs:

Ne--N'¢' Ny (Me—Pa)+ (M'c' —Pa) M, — Pra (46)
Ep 7 K Ky - K

Hpu sroms uwbems yerosie (25), koropoe Gyierd sibeh myubrs BB

Ma -+ Pe=0, M'a-+ P¢ =0, Mya—+ Pig =0 (47)
'Oﬂpeﬂamm orcioga P, P' u P; u nogerasidd B0 BTOpoe cucTeMsl (46),
MOy UMD
M(a® + ¢2) 4 11[’(@2 ]—i— ¢'%) S M(a®+¢%) Ku 47
e ¢ O E,u
Yeaopia (18) manyrs:
[T T e - (48)
Kl Kl
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Jag pburenia sTux® ypapHeHill moxoEHMB !) BB (47):

02+ ¢ = — A2V o =— ApV —1UeV = a=—Apnsini)/ —1,
¢=— ApneosiV—1; ¢ = ApneosiV/—1 u nmsini=msing,

TOTHA ypaBHEHIA (47) Ialyrd:

L KM VD(M wy —1 ) e I ]{y T”*le 1
(MﬂM)éO_S@_Klul 0’ M; (N—N )ncosa_m Ue*” ~"N, (49)

Phmenie srux® ypaBHEeHifl JaHO HaMH BB MUTHDPOBAHHOMD B COUNHEHIH
(cTp. 95 H cabAywINig), CTOHTH TOABEO MOJIOKHTH TaMb U = u; = 0.

Y.
Eean unbens BEbninee MarHuTHOE HOJe, TO IeTk0 BBecTH ero nbficTsie

Bh o0mee ypasHeHie (7). Cromrd Toabko BB [ BBecTH PadOTy MarHUTHBIXD
CHID BH BuIB, 0003HAUUBE 3apALb SIEETPOHA OyEBOIL e:

Ae dgo dho> dho rlfo) ( dfy  dg JO) ]
T ?[ 7at oA B oo Lo Eoy o JReide (ol
Torza BB ypaBHeHin'b 1t fo, 995 Mo, T. €. BB ypaBHeHIAXE (11), B3OII-
IyTh WIEHH, KOTOPHe IAIYyTh BO3MOKHOCTH 00BACHHTH ABIERie JeMama.
i

Joraens Temeph COOTHOMEHIT (24) crp. 8.
Cp srofi mhiplo maMb Hag0 OpouHTerpupoBarh ypasHeHig (II) crp. 6.
Taxp Kaks y Hach B34T0 (op. 19, crp. 8):
f= Me®, g— Ne?, h— Pef
30

Q@ =ptV—1-Faz + by -+ ez,
To ¢rBIoBATEIRHO HAMD HAJ0 IPOMHTErPUPOBATH yPABHEHIA BHILA:

d?fy dfy
crr e

— 7/f0 = MY,
TlpouHTerpUpyeMT CHauAIA yDaBHEHie 0esb BTOPOfl uacTH, a HMEHHO:

Rl dfo ® + o= 0. Sy
ks
IIyers

I =00

1) Cp. < DIEKTPOMATHHTHAS TEODIA MPOBOTHHKOBL »* aBIOpa, cIp. 93——94.
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Oygers "4acTHRING phiuenieM® ypaBHEHId (a).
Jag ompexbaenia s uvbeMt ypaBHeHie:

ms? ks + =0,

OTEyJa HaXOIHMb:
| Sty

b IMoI0EeHo:

k . Vamn—12

S T’ Po= SR (b)

npuyeMs A% BoOOImE MalI0 H MEHBIIE 41m7).

Tasums o0pasows morroe phirenie ypasHeHid (a) Oy1erd:
St Sal
: fo=cee -}ee (c)
5 MOJI0KEHO: e

51=—“5‘0+P0V—1,,32=—30—190 iy (@)

TloacraBidd Teleph sHauedie f, u3b (¢) Bb IepPBOHAYAILHOE YPABHEHie Il
fo. TOAyUMMT 118 ompefabieHiA ¢; W ¢, CIBAYOMisS ypaBHEHIA:

slt dcl
_|F

Sl dcg

8t d(,‘ S'Qt dC
ms, e d_r; L ms, d7 = Me?.

Orcofa HAXOTUMT:
Jdey

m(s, — 82)6 e = Me?
m(s; — sﬂeﬁtdc2 = — Me?
IuTerpupya s1u ypaBHEHid, HAXOIHMB:
—sit
Me ,
cl == BRCakE {3@ + fO
sy — Ss)( pl/—-—I —-51)
Me™ 2
0 T ot e? +fo

m(s; — )PV —1 —3,)

1B /o, fo OKOHUATEIbHDBIA TOCTOSHHBLA HHTETPHPOBAHIA I CyTh (PYHENI x, ¥, 2.
TlogcraBias oTH 3HAUEHIA ¢, M ¢, BD PaBEHCTBO (C), HAXOAUMB IO
IPUBEICHIN H COKPANIEHIH HA (S; — Sy):

T L = Ll e
[m8185 — P2>—p(s; ‘1‘32)1/_“ 1




Ho dopuyrsr (d) 1al0Th:

$183 = 5§ + P25 Sy sa = — 250,
a TMOTOMY
815y — p2 — p(s; + 5-9_.)1/“ s U 2507‘)1/_ i,

W, TONCTABIAA SHATEHIT S; W p; Wb PaBeHCTBE (b), MOIyIMMBE OKOH-
9ATEIbHO:

8 et S e mpt A kpV—1
518 — P2 —p(syF )Y —1= ] ¢ —; : )

a 3aTBMB f, U CrBIOBATEIBHO, §o W hy OYIyTH OompeaBAThCA (OPMYIAMIL:

fo= uf*rfe +f’ fal
g 4 5+ 0 "
T = bt h;gs‘t i hg eszt
rxb fo, £os. . Py - CYTH BBKOTODBI (I)YHRﬁiu X, 1, 7 I CBEPXH TOT0 HOXOKEHO:
1
5 —mp® -+ kpy —1

Ouperbanss fo, ¢, ho, HAUIEMD BRIPAREHIA JId COCTABIAMIMUXDE [MOIHATO
5IEKTPHUECKAT0 TOKA; LIA 9TOT0 BOCHOIB3YEMCS ypasaeHiaMu (G) orp. 6.
Haxomuys mpu moyomun ypasHewsifi (A) cabiryomtia dopMyas:

s Sy

4750

47 C 9 S
(1 T Yp”l/"'l)f_— _-7[_?'( 1/1‘86 t+32f03 t)a

it o ,,gt
= (1 —ypul —1)g— JK/ (SL‘Lj + S0, ¢ )’

47 Cy ( W st
s

, St
X + syhe ),

[MogcTaBUME Teleph 3TH 3HAUGHIA p, ¢ B 7, & TAKKE sHadeHid ¢, 3, y U3b
ypasreniii (22) b cmeremy (ITT) crp. 6, mOIydnM®:

[Ke — D.d(V—l + ypu) 1 Me? +Duy|/__1 (Slfo L s,f7 2) b

Ryl A2p2 [ﬂ[(a- L b2 ¢?) — a(Ma + Nb - Pc)]

¥ IoJ00HBIA ypaBHEHid 11d g H h.
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So Tl
Ilomomum® 114 TMPOCTOTEL MUChMA M YI0GCTBA BHIUHCIEHiii:
Ep— Du(Y/ =1+ ypu) =T
Mo+ Nb - Pe= A%28,
a2 D2 -f 2 = — A2V 22V -1
TOPIa MOIYIAME CIBIYIOMYD crcTeMy y'paBﬁeHiﬁ:
(U — V2e2V'—1) Moo — ngeQ —— .Dﬂ}’V:(Sl fges1t—i— S;f gesat)

I [0J00HBA ypaBHeHiA Mis ocelt y u z

Ho abBbig wactu cyTb mepiofuueckid (yHKOiM BpeMEHH, Me®Iy ThMD
EakD IPaBHd, 3anmiouas oOmifi MHOEHTENb €%, mswbmAnTC CO BpeMeHeM'L
BD OJHOMD HanpaBﬂeHm a TMOTOMY 84KI09aeMb, 4T0 (YHEOIH f,, go, ky, a
Takrke [, gy, b, TOIHHEL CHTH HYIAMH.

Hraxs mrkem, (opm. (A)):

fo=uf, go=1ug, hy=1bh,

4T0 MBI ¥ XOTBJIM [0Ka3aTh. ;
Takums 00pasoMb y HACH OCTAHYTCA YpaBHEHi:

(U— 72e2V=1H)M —aS=0
(U— P2 )N — bS =0
(U— 722V -1)P— S =0.
Orcroga Gess Tpyla 3AKI0YACMD, UTO
S=0, U—722V-1=0,

a aTo CyTh ypaBHeHig (25) m (A) crp. 9.
23 mapra 1910.



Addition A P'articie intituld ,Application de la méthode des
fonetions fondamentales d I'équation différentielle des verges
vibeantes élastiques* )

par J. D. Tamarkine.

Le théoreme 3 (pag. 45) peut étre complété de la maniere suivante:
Théoréme. Si la fonction f(x) admet les dérivdes de deuwx premiers
ordres intégrables dans (a, b) et vérifie en outre les conditions auz limaies

e e sl e s e 1)
on a

fle)= 2 S e e s el (IV)

At o (IVa)

4 = japrsdx :
b

les dewx séries

Sk ap 2)
Sl L e (3)

étamt umiformément convergentes dams (a, b)

Le développement (IV) est déja établi dans notre article indiqué
ci-devant (Décembre 1909). Dans un article plus récent 2) (Avril 1910)
M. N. Kryloff a déduit la méme formule (IV), ainsi que la formule
(IVa). Il montre en premier lieu que le systéme de fonctions V(x) est

1) Voir: Communications de la Société mathématique de Kharkow, 2-eme Série,
. XTh Nee 1 (1910), pag. 19.

2) Voir: V. Kryloff, «Sur les développements en séries des fonctions ete.>, Annales
de 1'Université de Kieff, 1910.
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«fermé». On doit remarquer que M. W. Stekloff a déja indiqué !) que
la condition nécessaire et suffisante pour qu’un systdme quelconque de
fonctions orthogonales ¥V (x) (s=1, 2...) soit «fermé» est donnée par
I'égalite

(R 0 b
jpfzdx =342 A= jprsdx,

a 8= a
f(x) étant une fonction quelconque, bornée et intégrable dans (a, b): or
cette égalité est établie dans notre article (théoréme 2, pag. 40) pour
les fonctions V(x) consmérées ici; donc il est évident sans démonstrations
que le systéme de fonetions V(x) est «fermé». M. Kryloff établit ensuite
la convergence uniforme de la série (3), ce qui donne immédiatement la
convergence uniforme de la série (2). Conformément aux méthodes générales
de M. W. Stekloff 2) on peut alors supprimer toutes les considérations

~ ultérieures de M. Kryloff, parce que le systéme de V() étant «fermé»

la convergence uniforme de la série (2) est la seule condmon qui suffit
pour établir la formule (IV).

Dans cette «Additiou» nous voulons montrer en quelques mots que
la formule (IVa) n'est qu'une simple conséquence immédiate d’une inéga-
lité de notre article mentionné plus haut.

Posons
f@)= 34 V) + R (2)
s=1
On a

@ = XAV, + R @)

On a évidemment
o '.w 'b -
[B (@]2=2 J B R de< G j (R)?dz

G étant une constante ne dépendant pas de » et de « 3). Or nous

avons 6tabli

n=0co

b
lim J (R)?dz =0, 9

1) Voir: Bulletin du XII Congrés de Mathématiciens russes. (Moscou, 28 Déc.
1909—6 Janv. 1510), N 10, pp. 425—426; idem: C. R. 7 Mars 1910.

2) Comp. W. Stekloff, «Sur quelques égalités générales etc., Mém. de 1'Acad. de
Seiences de S. Pétersh. 1904.

3) Voir notre article, pag. 44.

4) Ibidem, pag. 44. Cela résulte de I'inégalité:

(R’ )Qdm<l/ S R? dur (R”)2 5




c¢e qui nous donne finalement

ImE (z)=0,

N—=CO
cette égalité ayant lieu wunmiformément dans (a, b). La formule (IVa) est
ainsi démontrée, en méme temps que la convergence uniforme de la série
(3). Tl en est de méme avec la série (2) et la formule (IV), ¢. q. f. d.

On peut montrer sans peine que les séries (2) et (3) sont absolu-

ment convergentes. Considérons d’abord la série (3). On a évidemment:

7’2
T 8

2,42+

As
<“.

4,7 5

La fonetion f(«) vérifiant les conditions (1) nous avons établi la
convergence de la série

34,
S==b

II ne nous reste qu'a considérer la série

e - 7D
R s

s—% ZS

Soit maintenant F'(x) une fonction quelconque, bornée et intégrable
dans (a, b). Posons:
: SRS )
Hgl—N 1 —
5 %’1 L

Par un calcul simple on trouve

|b 1!
+o,@; B, =j e IT//S_

p As

dzx.

" 5 n b/ n 72
j?‘gzda}:j rFdn— 3 B2 — ( Q(ZBS I:) dr >0,
a a ol € ol o S=1 V/ls

¢e qui nous montre que la série

3B
s==1]

est convergente dans (e, b). Si I'on pose

“ 10

il
(@)

gy =0 Jpour (&= a'<''b,

() pour. a< 2<%

1) Ibidem, pag. 41.
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b 0 S
on a
Bs= V‘_ xr = Vigw) )
L Vs
ce qui nous affirme la convergence absolue de la série
i ¥
S=1 ls

Donc la série (3) est absolument convergente. En intégrant membre
par membre on trouve la série (2) qui est alors de méme absolument
convergenie, ¢. q. £ d:

On peut compléter les considération précédentes par la proposition
suivante: : :

La fonction f(x) ayant les dérivées de deux premiers ordres, inté-
grables dams (a, b), les conditions (1) sont non seulement suffisamtes,
Mais encore nécessaires pour qu'on ait toujours

bb ;
j Ui S eI Sl e S R ()

Soit, en effet, f(#) une fonction ayant les dérivées de deux premiers
ordres, intégrables dans (a, b), et telle encore que l'inégalité («) soit sa-
tisfaite. On trouve

R a)=f(a); R(a)=f (a3); B®B)=Fb); RE.(0)=Ff ()

D ; b
j (Rpde=[F ) f' &) —F (@) ' ()] — j RBd<F,.....8)
a ; (41
F étant une constante ne dépendant pas de » [parce qu'on a

Ib T N g PO W 2
lim j R _R'dr < lim l/ GrRi dr=0,

B—00

en vertu de (@)]. L’inegalité (18) de notre article mentionné plus haut
(pag. 44) nous donne alors immédiatement

lim i (w)=—=7F(a) = {{bi=0.

NnN—0co

On aura alors
“b
lim | (Byde =0,

N=CO




d’olt I'on déduit de la manitre analogue

lim R, (z) =f'(a)=1"(b) =0,

n=0co

¢. q. f. d. Rémarquons enﬁﬁ que toutes les considérations précédentes
restent encore valables, quand la fonction f(z) admet la dérivée unique
dans (@, b) qui peut étre présentée sous la forme fq) () dz, @(x) étant

une fonction intégrable dans (@, b), comme nous I'a indiqué M. Stekloff.

S. Pétersbourg, 20 Septembre 1910.
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Un théoréme sur les fonctions continues
par G. Grousinzeff.

Considérons une fonetion réelle uniforme

= (@)

bornée et définie pour toutes les valeurs d'une variable réelle # dans
Vintervalle quelconque borné (e, b), exiremités comprises.

- Soit 4 Dlaffixe d’une valeur de x dans cet intervalle et soient
M Al A ot

o(f, )=, 4)—m(f, 4)

le maximum, le minimum et Loscillation de f aw point A 1).

La fonction f(x) est dite continue dans Pintervalle («, b), si par-
tout dans cet intervalle w est égal & zéro.

Au point de vue de la théorie des ensembles les fonctions continuese
Jouissent d’une propriété remarquable:

Etant donné dans Uintervalle (a, b) wn ensemble fermé quelcongue,
Uensemble des valewrs correspondantes d'une fonction continue sera auss
fermé. _

Je n’ai pas &4 démontrer ici ce beau théoréme, da & M. Jordan 2).

Nous allons nous poser la question, si cette propriété est caracté-
r1st1que pour les fonctions continues?

Un exemple trés simple nous montrera que le théoréme réciproque
de celui de M. Jordan n’est pas vrai.

Soit

g="1"_pplr <
<z

Wl = no| =

=

[O'H

~L pow
Popig- ol

1) V. par ex. Basre. Lecons sur les fonctions discontinues, pp. 70—71.
2) Cours d’analyse. t. I. 2-e éd. pp. 51—53.



et en général

is
e =
w41 o Sn

soit enfin g=07" pomr Cx=0,

7__l our
yea

La fonction est évidemment discontinue, mais aux ensembles fermes
des z correspondent toujours les ensembles fermés des 7

En effet, & chaque ensemble fermé des z dans lintervalle (0, 1)
contenant le zéro comme point limite correspond un ensemble fermé des
¥, ayant le zéro pour point limite unique; & un ensemble fermé des x

n’ayant pas zéro comme point limite correspond évidemment un ensemble
fini c'est & dire fermé des .

Démontrons que, si a chague ensemble infini et fermé des valewrs
de la variable indépendente correspond lowjours wn ensemble infini et fermé
des walewrs de la fonction, la fonction est continue,

Nous devons dans ce but entrer dans quelques détails sur les facons
dont la fonction discontinue se comporte au voisinage d'un point.

Considérons sur I'axe des y I'ensemble E qui consiste de point f'(4)
et de limites vers lesquelles tendent les valeurs de la fonction f(z) auprés
r==A et dont M(f, 4) et m(f, A) sont la borne supérieure et la borne
inférieure.

Remarquons, en passant, que l'ensemble F est fermé, le mode de
démonstration étant le méme que pour les ensembles dérivés; en particu-
lier £ peut se réduire & un point—c’est le cas de continuité iy

Désignons par G l’ensemble des points d’un intervalle suffisamment
petit OD contenu dans («, b) et dont A est un point intérieur et par H
l'ensemble des valeurs de f(z) correspondantes; tous deux sont évidem-
ment bornés.

Désignons enfin par A’ 1'ensemble limite pour CD = 0 de 'ensemble
dérivé de H et par H, I'ensemble des points de F non contenus dans '

Ce sont les y des points infiniment voisins de notre point qui sont
situés seulement sur les droites paralléles 4 I’axe des .

1) K ne doit pas étre necéssairement fini.

Voiei un exemple d’une telle fonction dans Pintervalle (0,1).

Eerivons la variable indépendente @ en systéme décimal.

Soit =1, si x est une fraction infinie. Lisons x, sl est une fraction finie, de
la main droite a gauche et faisons y égal & la fraction ainsi obtenue, Si par ex.,
=201 0130

Soit enfin y=1, si w=1 et si x=0.

Il est évident que y sera toujours compris entre 0,1 et 1 et que, quelque soit
x, y peut s’approcher autant que l'on veut de chaque nombre compris entre 0,1 et 1.

C’est & dire que I'ensemble F pour = quelconque contient fous les points de l'intervalle
de 0.1 o1




3
R Py P AP R 1 W P

L B AL S
oo -

&

[
A st
o b s

et

ey mavere—
Ry o i
v

——
i b Py b i it

o o

-~
e My
P

e

Chaque point de H ', soit e¢;, est au contraire caracterisé par la
propri¢té d’avoir dans ses environs un nombre infini de points de H non
égaux a e.

S'il en était autrement, on pourrait prendre CD assez petit, pour
que H mne contienne prés de e, que des points égaux & e;, done e, serait
un point de H,, mais non de H'.

- Si f(4) wappartient pas & H', joignons le a H,.

Alors E, qui est I'ensemble limite de H pour C'D < 0.

E=H-1H,.
En général H' contient des points non égaux & f(A).

11 nous est important de considérer les cas particuliers suivants:
1) H'=0 H, = 0.

Telle est la fonction du premier exemple dans tous les points ou

1 :
x=;®-, n etant un entier.

-

2) H' ne contient qu'un seul point f(4); H,=+ 0.

Puisque dans ces deux cas H; & 0, il y a aux environs du point
z=A une infinité de valeurs de la fonction 6gales entre elles:; autrement

- dit il existe un ensemble des z, infini et ayant 4 comme point limite,

anquel correspond ume valeur de f(x).
Prenons de cet ensemble un ensemble particulier & point limite unique
A et ajoutons y le point A. Nous aurons un ensemble infini et fermé
des z, auquel correspond I'ensemble des y, qui contient deux points au plus.
Done, si la fonetion f(x) a au moims dans wn point des singula-
rités de ces deux espéces particulicres nous pouvons toujours choisir un
ensemble infini et fermé des x, Uensemble des y correspondants étamt fini.

Revenons au cas général. :

H; différant de zéro ou non H' doit contenir alors au moins un
point distinct de f(4), soit e,. :

L’ensemble G de points de Dlintervalle CD, auquel correspond H
entier, a entre autres points limites le point 4.

Rejetons de I'ensemble G tous les points dont les ordonnées sont
précisément 6gales a e;. Comme nous avons dit, I'ensemble des = ne
se reduira pas alors & un nombre fini de points.

De cet ensemble resté des x nous prenons un ensemble infini parti-
culier G,, fermé et & point limite unique A.
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Quant & l'ensemble correspondant des y, soit H,, il ne le sera pas
car e;, qui est un de ses points limites, ne lui appartient pas.

Done, st la fonction f(x) a anw moins dans un pont, la singularité
d’espéce que j'ai appelée générale, nous savons towjours prendre un ensemble
fermé des z, tel que Uensemble correspondant des y me soit pas fermé.

En résumé si & chaque ensemble infini et fermé de valeurs de la
variable indépendente correspond toujours un ensemble de valeurs de la
fonction qui est aussi nfini et fermé, la fonction est continue,

Donc le théoreme réciproque & celui de M. Jordan n’est vrai que
sous la restriction indiquée ci-dessus,

11 est évident qu’une telle fonetion ne sera pas la fonction continue
générale: quelques fonctions continues avec une infinité des maxima et

S o : :
minima (par ex., # sin E) et les fonctions qui sont constantes dans quelques

intervalles ne jouissent pas de cette propriété. .

Considérons la classe de fonctions continues caractérisées par cette
propriété.

Je dis que c¢’est la classe des fonctions dont la fonetion inverse
a partout un mombre fini des valeurs.

En effet c'est dans ce cas seulement que nous ne pouvons pas
choisir un ensemble infini des «, I’ensemble correspondant des y étant fini.

Done, ce sont les seules fonctions continues telles qu'a chaque en-
semble infini et fermé des # correspond un ensemble infini et fermé des y.
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IV. OcHoBaHid Teopin coNpAMEHHAr0 KOHHeKca.

O. M. CuHiosa.

Bp passurin  Teopin KOHHEKCOBh BaXHYI0 pPOIb CBHIpajia CTaThd
K. Stephanos. Sur la théorie des connexes conjugués (Bull. des Sc. math.
et astr (2) IV. 1880. P. 1-¢ére, p. 318—328). K» mell mpuMekanTs BBKO-
toprst HOBbfimmia mscabioBanig. mamp., Stuyvaert. Recherches relatives aux
connexes de l'espace. Belg. Mém Cour. 8° t. 61.

Heboapmasg no o0beMmy, oHa He COLCPEATE J0KA3aTeILCTBL, a Tepe-
UHCIAeTs JHNIL DAL TEOpeMb, BOCHPOHB3BOIA XoIb Mplcan aBropa. llpes-
CTAaBIAETH I09TOMY HETEpech jaTh AHATUTHUECKIS T0EA3aTEIbCTBA BCHXD
Pa3CMaTPHBAEMBIXD CBOHCTBE KOHHEKCOBDL. Takid [T0Ka3aTerbcTBA, TOJBKO
IIS CIy9as KOHHEKCa KBaTepHApHaro u ObLIN NPHBEJEHH YacTiio Bb Moei
paborh: «Teopis KoHHEKCOB® BB mpocTpaHerh ete.» Kasamp 1895. (Vuennld
3anmckn Kasan. Ymus. 1894—5 rr.).

Br macroamee BpeMs A HambpeBaloch [aTh CHCTEMATHYECKOE HBJI0--
HEHIE TARNXD J0KA3ATETBCTRH HMEHHO JXId TepHApHAro KoHHekca. Takoe
H3I0MeHIe TpecTaBIseTea MEh HerIaTeIpHEIMDG 110 CBASH CB APYTHMH MOHME
M3CIBI0BAHIAME TI0 TEOPiM KOHHEKCOBH, UAcTh KOTODHIXD Yike 0NyOIuKOBaHa,
B CTATHAXD I0Xh 3ariasieMs «HKb BOmpocy 00 0COOEHHBIXD 3leMEHTaXD
rommencar cr. I, TT. TIT. Mss. Kas. ®us.-Mar. 06m. (2) T. XI n® 4. 1901 .
1 Coobmienia Xapsk. Mar. 06m. (2) 7. X n% 6 n XIT n° 1.

SamBuy, ur0 CymecTBeHHAs YacTh HHEecIbiyomiaro OpLIa MHOL MO-
IyueHa H W3IO®eHa eme BH 1900 I., upH obpaborkbd mepsofi msb ykasad-
uuxt Bome crarefi. ITo TheHofl cBASH ¢b HEN 4 U OCTAHOBHIACA Ha TOMB
#e 3ariasim, uToOH TBMB TOTYEPKHYTH BHYTPEHHIOD CBSA3b BCHXD HTHXE
padoTs.
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§ 1.

Komupurypariio, onperbieHayl ypapHeHieMb
f (2,255 Uqtigeey) =0, : (1)

OJHOPOIHLIMG BH OTHOMIEHIH TOTEUHHIX'h KOOPIMHATH & H Bb OTHOIIEHIA
ROOPAUHATH NpaMoii # , Kaedmws HasBalb, Kaks N3BECTHO, KOHHEKCOMD.

1o KomQurypamisa Tpexs msMbpeniil. Ramaoff Tourd mIOCKOCTH BL Hell
upuAajLeknTs kpusag U, KacaredbHBA Kb KOTOPON oOpasyors BMbeTh €B
TOUKOK # DIEMEHTH KOHHeLca (1), m Kampoil npaAMoil «—kpuBad X, , TOUKH
KOTOPOii TOTMOJHAIOTH €e 10 5IeMeHTa ROHHEKCA.

Eean Bo3bMeNMDb KakoH-HHOYIL siements (2, «), TPHHALICKAMIE KOH-
HEKCY, T0 & €cTh TOURa EpuBod X, , M IpAMad u—EkacaTelpHad U, Ilycrs
v ecTh kacareipgad X BB TOURB 2, m y—TOURA mpukocHoBeHia u kb U
Korga mepedepess Beh sieMeRTHl (%, ) JAHHATO KOHHERCA (1), sieMeHTH
(y, v), TakENB 00pasoMDs ouperbieHHbe, OINIIYTD HOBEIl KOHHERCH, KOTOPOMY
RaeGmrs npuialh nassamie conmpaocennaro. K. Stephanos mpefraraers Hsy-
uarh Osoiisylo c6A3» WAL JBOHHOE cooThTeTBie, KOTOPOE TARUMB 00pPasOMbB
yeTaHABINBACTCA MERIY Z M Y, MeRIY % U v. DTH c00TBBTCTBIA yeTaHAB-
JMBAIOTCA IEPBOE YPABHEHIAMI:

of (x; )
anz—f_%r (f=1572,3) (2)

omperbIA0IIHMT TOUKY ¥, BTOPO6— Y yDPaBHEHIAMM

Ol i(%l) G=1,2. 9" (3)
ONMPeTBIAINME IPAMYI0 V.

HeobxommMo OTMBTHTH, YTO BH YpaBHeHiH (1) MOEHO cUBTaTh & H
TOURAMH H UPAMBEMH OJHOfl ILIOCKOGT TN DASHEIXH H CO00PABHO HTOMY
ROBApiaHTHBIA 00DasoBamiA OXHE COXPAHANTCT HensMBHHEIME AU TOTA
ROTHA 2 I & TOJBEPraiorcsd B3aUMHBIMD NPOIRTHBHBIMD IpeodpasoBaniave,
JIpyTiS—u TOTfA, KOTAA # H w0 HOJBEPraeNT® He3aBHCHMBHIMD MEILy ¢00010
NPOKTHBHKIMG TpeoCpasoamiand. K. Stephanos mpupaers ocoOeHHOE 3HA~
yemie mocabramys. JBofiHad cBAsh, yoTaHABIMBAEMAs ypPABHeHIAMU (1L 2
(4) MEHTY KOHHEKCOMD I €MY CONDSMEHHBIMG, MEELY «, y U MOy 0, v,
IpHHALICARTD Kb uncay mocabiuuxs. [biicrsurensno, Kpusad X, , BB I1J0-
CKOCTI #-0BB TIPHHAICKATIAS TPAMOH 2 ILIOCKOCTH %-0BH, HMBETH BT TOURS
7 KacaTeJpHO ¥ U TouHO Takke kpusag U , ornbaeMas TPAMBIME o, nmbers

TOUKOI0 TPUKOCHOBEHIA TOf-e mNpaMoil 2 TOUKY ¥, M KaKD X, MOmers
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OHITH PascMATPUBAEMA, KaKh OrHOaeMas NPAMEIMH v, Takb # U MOKETH
ObITh pascMaTpuBaeMa, Kaxh reoMerpmueckoe wbcro Touewd y. Bn maapmbii-
MeMB MBI 6YIeMB OJIHAKO IOCTOAHHO PA3cMATPUBATD MIOCKOCTH 2-0BD U #-0Bb
COBMBIIEHHBIMA,

IBoiinoe coorsbrersie, omperbigemoe ypapmeniamu (1), (2), (3), mpu
9TOM'b TEOMETPHYECKH MOMKETh OBITh ONMCAHO Takb.

BospMeMb TOURYy ¥ H TYUERD NPAMBIXD %, Yepesh Hee MPOoXOJAmUXb.
CymecTyers oo! kpuBbiX's U KOHHEKCa, KOTOPHIA KACATCA IPAMBIXD IIyUKa
B6 Toukb y. 9TM kpuBHA onperbiaores ypasHeHiaME (1) m (2), TIB Y
CINTAEND TAHHEIMH. Hamiad H3D 9THXD KPHUBHXDL NPUHALIEHRATH BD KOH-
mexch mbroTopoir Tourd x mrockoctd. BebMp OO! KPHBRIME TAKOTO UYYER
orebuators col Touers, 00pasyomuxps Hbkoropyo EKpuByl X . Kpupad oTa
IpeLcTaBIgeTs 00010 QUIypy, TpeodpasoBaHHyI0 U35 TOUKH y COOTBBTCTBIEMD
(2) mpm mocpenetsb (1), © o0IajaerTd NpEEIe BCETO CBOHCTBAMIL

L. I'eomempunecroe mnemo X mouexs x, COOMBIIMCMBYIOULA KOUMD
wpuevia U wonnerca (1) mporodams epess HEUsMmHuy0 movwy f , ecmo
6% MOHCE BPEMA 02%5&901!{&& KPUBHILD Xu’ COOMBILICMBYI0UMWULS NPAMbIMNG
w, NPOTOOAMUMD Uepess MOUKY Y.

Ipamoii =, kacarersHoll BR y Kb OfHOH u3H KpuBHXB U, myuka
IpUHAIIEHKATs BbH KOHHeKeS kpubag X, OpoXofAmasd dYepess TOURY %
6e3K0HEUHO-01M3K0M TIpaMoil « - dae myura mpuHALIEEATH KpuBad Xyidu,
cojepmamag Touky « - dz, OesroHeumo-Oamskyn &b x. Rorma du crpe-
MATCA KB HYIO, dr Taike, a IpAMasd, COSIHHAOINAL TOUKH # B x - dx,
obpamaercd Bp nperbab BD KacaTelpHY Kb KPHBOIL, TeOMETPHILCEOMY
ubery mperbisHEXE Toueks mepechueHis KPHBHXD Xy B Xyjgu, KOTOPHIME
u Oyrers kpubas X, . AHAINTHYECKH 9T0 TOMyunTed Takb: Beh X, ompe-
rbagoTea ypasreniems (1), rih mapaMerTpi « CBA3aHH ypaBHEHIEMD

u, = 0.(= Juy,). (4)

YroGpl MOLYYHTH OTHOAMILYIO, HAJO 110 HBBBCTHOMY MPABHIY HCEIOIATH
2 M % W3b ypaBHeHIi:

f;i—f_lyi:()? ; (i:l.zgs) (5)

mpu momomu (1) m (4). Ho ypapHewis (5) Toabk0 0003HAUCHIEMD MHOKHTOILT
IIPOMOPIOHATBHOCTH OTIHYaoTCA OTH (2), W TPH HXD cylecTBOBaHIN (4)
ecTh cabicTsie (1).

Touno Takme oOHApYyRUBAETCA IBOMiCTBEHHAA TeopeMa:

II. Owbarwan U, mpawvirs w, COOMBILIMCMBYIOULA KOMOPLMD KPU-
oA X, wacaiomes 00Hol u moil glce mMpPaAMol v, ecmv 6b MO0Jce 6GPeM
orubaouaa KpUBLLLs Ux, COOMBILIMCMBYIOUULS MOUKAMS X npamot v .




Kpusaa U, onpexbadercs ypasHewiamu (1) u (3) Ipu TaHHBIXD .
Kpupuis U, , coorsbrerByomIia Toukamb x npamofi ¢, oumpexbisgwores (1)
NpY YCJIOBIK

o (6)

Wxb ornbanomasa omperbinTcs ypaBHEHIAMU

fatw,=0, (7

KOTOPHIA TOIBEO 0003HAUEHIEMB OTINYANTCA OTH (3).

III. Epusvia X, , npunadiescauyia npauine w nyuka (4), xacaomes

‘X, 65 m2 moukars KaNCOAH; IMUMS MOUKAMNs Npunadaescams xpusota U,

KACAOWIACH 6 MOUKIy Y MPAMBILS Nywra (4).
Ibticrs., cochpmisn wpupea X, uw X, , [pHHALIEKAIA JBYMD
6e3R0HEUHO-0IM3EHMD IPAMBIMG TTyUKa ©, = 0, nepechbraiorca BH m® T0I-
Eaxb; Ha kampofi X npenbabHBIXs TOUERD OyAers m®; Bb HHXD 10 CBOI-
cTBy ormbalmuxb # kacaores X, H X .
Unave: usb ypapuenifi f(z; w) = 0 u f(x; - du) = O kpuBHXD Xy
n X4 BaRINUAEMD:

3 fydn =0

EpoMbh Toro, BB cuny u, =0 u (u--du), =0 uwbenns Ny du=0.
U3s ypammeHig (1), KOTOpoe MOKEMDB Iepermucarb > u, fo==0
s Y f, duw=0 cxbryers, 4T0 f,, MPOMOPTIOHAILHEL MIHOPAMD MATPHIHL

“ e LT i

duy duy, dug

Thub e MHHOpPaMB BH cuiy o, =0 n ¥ y.du==0 IPONOPIIOHAILHH
n y,. Orcora

ypaBHeHid, paBHOCHABHEA (2), HMbomiA 2 o0muxs phueniii n Brpamao-
I mpE yeroBim (4), 9T0 y ecTh TOUKA NPUKOCHOBEHIA HPAMOM ¢ IIYUKa
(4) b wpusoii U, , coorpbrersyomeii kakofi-muOyp mpeibibofl TouKb
rpuBoii X .

Tarke o0HAPYEMBAEMD H JIBOHCTBEHHYI0 TEOpEMy:

IV. Epuswia U,, mpunadresicansia mouwkamws & npayol v= 0, unte-
oms co U, n? 00uuxs Kacamesnolrs KAJCOAA; IMUMD UPAMIME NPUHAO-
Jaexcams Kpugnta X , KOMOPbLA KACAIOMOA npamotl v.
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YuHOHKAL HA w; M CYMMHDY, HafiteMb 10 GBOHCTBY OIHOPOZHBIXD

QyrRuii
Lo ()u;.

1) Zkfu;() _l_ f

IlogcTaBids sHAYeHie CYMMHI OTCOAa BH (8), IpHBELeMD YypaBHEHie
KacareabHoll Kb X, Kb BHIY :

e 12-‘ }L f o
T. €. kacarespHEld X 1 X BB tourt z mocabamedt Oyayrs oOmid.
Jpoiicrsenno: VI  Rpusas X, , mpunaduescawan wacamessnoi
wpusols U, , wacaemen v 65 MOUKD & , NPUNAOILICAWARL K0MOopoil Kpusas
Uz wacaemca U, , w uxs 00Ujel0 KACAMENHOW ABIACMCA WPAMAAL W .
Rpusag X ompepbaserca ypapremieMs (1), NpHIeMB  w yAOBIETBO-
paers (1) u (3), . e. kacaeres U, 1 v = 0 ,—T. 0. TP TAHHKXD % TOUKA
2 JeEdTh Ha X mHa U,, u gacareipHas &b X, B TOUEB & ecTh v.
Hpurarremamasa Tagoil Touwd kpusas U, kacaercd mpaMoil « BH Toukb
3 Uf,=0, a xpusoii U,— Bb 104kb

o,
i N —
: 3 (fok B 5 G 0
Ho pupgepennupys (3) HAXOLUME:
e,
Z f # I f ”k: 0,

UM YMHOEAA Ha 2, I CYMMUPYd IO 7, HMbemb 10 cBOfCTBY OTHOPOIHBEIXD
(yHRIii:

(m—1) Z i ' —meuk Beia s

IloxcTaBidd BB ypaBHeHie TOUKM HOPUKOCHOBeHi# U, HPHBOIUMD 5TO
ypaBHeHIe K BHIY:

1 T
_(m—l)z f“/cU’f =

1. 6. X u U, uvBore o0myo TOUKYy NIPHKOCHOBEHiA Ha TPAMOR u, T. e.
UMBIOTE 9Ty HPAMYIO CBOEK 00MIEI KacarTelbHOIo.
OcuoBHOI Teopemoio Bb uziomenin K. Stephanos’a asigercsa reopema
VIL. Teomempunecroe mmwemo X mouews x, KOMOPLLMS 65 KOWHEKCT
(1) coomsmmemsyoms wpusvia U _, npo&codﬂzum wepess Y , COBNANACWB C€B
wpusoi U, npunadrescaneis mounv y 8o coNpajcenmons KouHercr.
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A e

Ypasreniga (1) u (2) £a0Th 0 UCKIAOYEHIH % ypaBHeHie X, ub 10~
UCUHBIXD KOOP/HRATAXE. UToOr moayunTh ypaBHeHie X, BB TELHI‘BHHI&JILHHX'L

KOOpIMHATAaXD v, rufdepernupyenMs (1), cuntad w q)yHKmﬂMﬂ x, ompenb-
JeHHBIMHA ypaBHBHlHMH (2). Nwbems:

6”~f +2f;z

HIX BB CHIy (2):
- : e ou,
'G/Ukz ka_‘_ ()Z’L yz ax—q' (9)

Ho 8% cnny =0 unbenn

doy i g by,

e

C).ZU]l

HIH b TOMOMBI (2):

1_ C)O 3 / 1 Y 1
_Eﬁzwif“i_gz‘%"f“fﬁk

WP W
78‘ (x,u)'—é—f,,k

M ¢b IOMONIBIO (1) padg Bebxb (2, #), €ro BEIOIHAOIINXD:
ou, n
2 yl' —d— s fwk
%, 0
TloxcraBraa Be (9) HAXOIHMB:
v, = (1 —n) ]‘:k :
110 U TPeOoBaIOCh Jokasarh. IlogoGEBIME 00pasoMT JORAEEMD IBOHCTBEH-
HYI0 TeopeMy:
VI Owoanwas U, npawoas w, xoums 65 wonnexcn (1) coomenn-

cmeyroms wpugvin X, wacaowinca npavot v, cosnadaems ¢s xpugoi Y,
COOMBIWMEMBYI0UIETE © 65 KOHHEKCI CONPANCEHHOMD.

Tanrenuiarsroe ypasmenie U m0Iyuaercs HCKIOYCHIEMD 2,75 U3

ypaBHeHift (1) u (3),—mpuuems orcopa v, = 0. Imems Toueunoe ypashe-
Hie U,; ero HafiieMt usBHCTHHIMD IIpieMOME:
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R 74 0xfx___ 7 Sy dmk
oY, = fuzTZL me ()_%,:fu'”"— sz 77]:%—
1

Ho muddepernupys v = O nmwbems:

ox v
v, _Fe— N "k
Z kdui 2 kduz.
al) 0 1 7 1 ()G 7 [ 1
e (5 )= i
ouw, Oul\d % odu kolg sy
(]

Otecona
o [ 206

Zk k k—ozau Z zg gz k szk";

T 06 e
= au 1 —F f"i

¥ clIbIoBATEILHO,

Feens !
oy = (1L —m)fy = ),
U Bb CHNy ypaBHEHid (1) 114 5I1eMEeHTOB® KoHHEKca (1)

0Y;= (1 —m) fz;,
o W .

Wraxs =rpussia X, n U, coBuajanTs cb kpuskiMu V nm Y & coor-
BbrerBylomuMa Touks ¥ , COOTB IpAMOfi ¥ BB CONPAKEHHOMD hOHHeRC’B

Ho gokasammomy (teop. III) wpuseia X V., macaiores mpamoii v
Bb Toukb 2, w kpussia U @ Y -— npamoii w BB Toqwh y. Tarnmt obpa-
80Mb MEKIy HHUMH CBA3h BBAIMHAad, H OTCIOZa BHITERAETH PE3YIHTATE
Kaebdmra:

IX. FRownewcoms, conpasicennwvis conpasrcenmomy, A6IAemes 0wyl
WOWHEKCH, W CBISH (%, ) U (v, ) TakKe COLPAEEHHF OLHA IPYTOfi.

Ramaeie 1Ba saemeHTa (v, v) U (2, %) COBEPMIEAHO CHMMETPHUHEL OT-
HOCHTEJBHO IPOXOAANIUXDE dYepesh HAXD COOTBBTCTBYOINXDL KPUBHXE I
T. 0. €CIH IS CONPAKEHHAT0 KOHHEKCA IOCTPOMNMD EPABYHD ¥, , TOMOJIOIH-
unyo X , To OHa coBnajaers ¢b U, u kpusas ¥,, romorormusas U,
coBIAZaeTs ¢b X .

Y K. Stephanos’a 710 sBIf€TCA 0IHAKO, Kakb crbrersie ocHOBHOI
Teopemsr (teopema VII m VIII), n sHauuTexrpHO HUKe MPHBOIUTCA Teop. I1X.
Momno mosToMy mocTaBHTH ceOb Baauy MOKABATH HTO HE3ABHCHMO OTH TEOp.
IX. Msr MOxeMD IpDIfiTH KB 9TOMY UyTeMD HIGKECIBIVIOUMUXD pPasCymIeHil.

CompsmeHHEIl KOHHEKCH, Kakb OBLIO yme YIOMSHYTO, onperbigercs
YpaBHEHIEMB

fle; u)=0 (1)
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g8

ofi of
o, (2). s

=0v, (3), G=1.2. 8)
ppuuens (1) ¢B TOMOMBH (2) MOHETD omTs  sanbmeno uepess u, =0, @
¢’b TOMOIB (3) uepesd v, = 0.

TlonpoGyess cocTaBuTh [IA Hero kpusylo X, T. €. TEOMETPHUECKOE
wbeTo TARNX® TOUEKD ¥, KOTOPHIME -Bb (COTPAKEHHOMD) KOHHERCH NpH-
HajIe®ATs KpUBEA I, I[POXO/ANIIA Yepesh JAHHYID TOURY G

Mpl IOLEHE TakuMb 00pPasoMBb COCTABHTL TOUEYHOE ypaBHeHie KpuBOI
Vy, ompexbaennoi (1), (2) ¥ (3) 1pu oamnvias ¥y, JuddepeRnupyd (1) BB
npexmonomenin (2) u (3), uubews

of Oz, . of Oy
A ey o e O
= 2 (6&:,. " 0w, = ou, dvk)

nian :
il 037.[ 1 ()'MJ,'
Fitg— 2:(3 ”557]_&*‘_5 %ng)

Ho »p cuxy u, =0 & v, =0
ous oY
295 Z%
n00 y, JaHHBA

().’E.‘ ()'Ui
2hys o e
Hrars
1
Tty — ——

Cofa MH ¥ JOIKHB TOLCTaBHTh 2= & TAKAMbD obpasons r=k.z, 4
T. . LI T0XyueHiA Kpupoif ¥, HYHHO B3ATH ypaBHeHisd

fle;u)=0 (1)
__Of(z';u) ;
F ()%1-’ (2 )
G (ai;'%) (3"

k

TpH TOCHBIHAXD YPABHEHIA OTMALAKTS, (2') JATH MEPEXOLD b TOUETHAIME
KOOpIHHATAME Nusi kpuBofi Uy # T. 0. ypaBHeHie kpuBoil Y, COBIALACTE
¢b ypasmemiemb EpuBoii U,

-~



SHAUUTeJLHE HHTEpPech HPeICTaBIAITS Jalbe TeOPeMBl OTHOCHTEIBHO
EPHUBEIXB, COOTBBTCTBYIOIMINXD O0COOEHHBIMB TOUKAMB,

X. Rpusaa Vy 5 COOMBIMCINGYIOUAA 65 CONPANCCHHOMD KOHHEKCTH
dsotinods mouzm y xpusoc U, ummwems mouxy x 060imoro.

AbiicTBaTeNbHO, MyCTh BB KOHHeKCH (1) TOURS # NpHEAJICKATE KpH-
Bag U, unbiomas nsofinylo Touky y. Br sroii rourb U, nmbers gsb pas-
JOYHBIXD KAaCaTeIbHBIXH @, ABACTBHTEILHBIXH WIM MHUMBIXH, Kamkrofi uss
KOTODHIX'h UPHHAIEANT: 10 kpuBofi X , mpoxogAmefi uepess TOUKy .
Ta u jgpyras kpusad EMBIOTH BB TOUEB 2 KAacaTeIbHYO ©, BB 00meMB IBb,
KOTOPELT H CYTh KACATeIBHEIA Kb KDHBOH V coupsenHaro KOHHekca, TpH-
Hagiexamell Tourd y. Taxums 06pasoMs Vy umbers BB Toukb x 1Bb Kaca-
TeIBHHIXD U cIbIoBaTeIbHO 2 €cTh €4 JBOofiHAd TOuKa.

ITycrs remeps a8k kacaTeisHbis « BB TOUEB y KB U, ciuBanorcs
(1. €. y ecTh TOYKA BOBBpATA); TOLMA CIMBAIOTCA U COOTBBTCTBYIONIS UMD
kpuBbld X, , a €Taxo GHTh COBUAZANTH W KACATEILHEA Kb HAMD BB TOURE
@ ,—TakuMb 00pasoMb BL 970ff TouRb Vy avbers 1BB camBIEXCA EKaca-
TEIBHEIXD, T. €. Bh 3TOMD cayuah z ecTh TOURa BO3BpATa HA v

Nrars: XI. Kpusas Vy, COOMBILIMCIMEYIOUAA MO BO3EPAIN 1)
wpueoit. U, unmwems mouwy x marsce mourow 6036pama.

JIBOHCTBEHHBIMU pAsCYMILHIAME TOKAKEMD:

XII. Bpusasn Y, , coomenwmemsyiowan 080iinol wacamessnoi- v xpu-
60it. X , ummems w 080WHOIO0 Jice KACGMETLHOM, W ECAU D ECID 6036PAIMMNAA
KACOMeHan (KACAMernan 6o mouxiy neperudba) X, , mo coomsmmemsyio-
wasn Y udvems npAnyo w maxice KaCOMeHo0 6038PAMHOI0.

Bo pomoanenie Kb IpeiBIyHIEMY OCTAHOBHMGA Ha cayuah 0CHOBHOM
TOURH H IpaAMoil, koTopea K. Stephanos me pascMaTpHBAETS.

ILyCTb Zoew — OCHOBHAA TOUEA, HIS KOTOPOH [ (%oe.; %) =0 IpH BesA-
FXD . Beb X npoxomars uepest ocmosmylo Toury. U, — ecth 0=0,
M KaiElasd IIPOXOAAIIad Uepest IIPOUBBOIBHO BBATYIO TOURY ¥ IpAMag 2
MOEeTh OFITh pascMalIpuBaeMa, kakb kacareipas kb U, . Ramiofi mpu-
HaJJeRuTs kpuBad X , IPOXOZAMAA UePEsD Zoen H CIBIOBATE.IBHO, Vy mpo-
XOMITH IEPE8D Locy, U UMBETH BB 8T0f TOURB MyYeRs KAacATEIBHEXD ¥y, =0,
1 cabIoBaTeIbHO, Ut orr Boiigers BB HbRoTOpOfl cTemeHHm A MHOKHTEIEMD Bb
ypaasuenie V, . Tarkp Kakh TPH TOMD TPOMBBOIHHIA 10 ©—I1-T0 TOPALEA
BRIIYATEIRHO 110 2 OTEH (1) AId OCHOBHON TOURM YHHUTOMAIOTCH, & MPOH3-
BOZHBIA %-T0 TOPANEA YEE He BAKI0YANTH 2, TO UMBEMB IpPaBo CUATATH
KaEIYI0 OPAMYI0 (Zoem ; ¥) N-EPATHOK KACATEIBHOKW, H IOTOMY A=n, Kb
YeMy MBL BB JAPyroMmb MberTh NPHMLIM WHHIMB TyTEMb:

XIII. FEeau wonnence (1) umimems 0CHOBHYIO MOUKY, U3 YPUEHEHIA
CONPANCCHHALOD KOHNECKCA BHLOTOAACTNCA MHOACUINCAL ’t)x;"'w', w MaArRUMD 0619(1/—
30M® KAACCE €10 NOHUIMICACTCA HA N BC)’M%M@M.
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Ioficreenno: Keam f(z; w) =0 uwbers 0CHOBHYIO IPAMYIO %yeq., TO
gamgoli Toukb x mIockocrm NpHHaNIeAMTH: KpmBad U, RacaTelbHad Kb
Uoex.. OB JpyToit cropoEsr X, . cBoguTed Kb 0 =0, I Kamiad TOUKa IPO-
M3BOIBHO BBATOH TPsAMOH ¢ MOmeT® OHITH pascMaTpUBaeMa, Kakb TOURA IPU-
kocHOBeHia ¢b X, . Ramnofi Touwbh npumajgiemuTs kpusag U, , raca-
TEIBHAA Kb Uoee. U CIBEOBaTENbHO, Y , UPHHALICKANAL IIPOM3BOILHO B3A-
Tolt TpAMOl BB COMPAMEHHOMD KOHHEEEH, KACALTCA Wgew, W OPH TOMB B
KaEIof ed Touwb; XA oTOro WAL ypaBHeHiZ Y, JNOMEeHD BHIBIATHCA MHO-
@®ATEb w, BB HBEOTOPOH cremennm w. Tawb Kawh IPYrHME cOOOpameHiAMH
Ml yOBpumues BB TOMB, UTO OCHOBHAA TIpAMAA MOHUKAETD HOPAOOKS CO-
IPAKEHHAT0 KOHHERCA HA 7 eIUHUID, TO K == 7.

XIV. Eeaw wommercs (1) ummems 0CHOBHYI0 MPAMYIO W, MO 65 YPas-
HEWIU CONPAINCEHHAND KOHHEKCA BOIOTLIACINCA MHONCUINEL W', U NOPAOOKT
€10 NOHUINCACIMCA HA T eOUHUMB.

£2

CBASD MERTY Z1%aZy U ¥ YsYs JCTAHABINBAETCA YPABHEHIAMH
(e u—0
1

1 ik
_f’—':—f""—'_"——fl 5
Yoo b ey e

BMbBeTo (1) MOKHO BBATH w,=0.
Mckmouad oTcofia ;, BO3bMEMB YPaBHEHid

U= 0
Uj f,;;“ygf,:l= 0, 917(,;3—" ygfu/i: 0

pesyIbTaTh HCKIUYEHIT Oyers crTemeHH (n—1)% OTHOCHTEIRHO KO2(PH-
IieHTOBH 1-r0 ypaBHEHIAZ M crelleHH 1.(n-—1) OTHOCHTEIBHO KO3()(PHIIeH-
T0BB 2-T0 H 3-r0. (ralo OHTH ern cremeHb OTHOCHTEILHO &; PABHA

0.(m—1)>+2m (n—1) = 2m (n—1),
OTHOCHTEIBHO #f; .
1.(n-—12+2(n—1)=mn2—1.

Ho mpu sroii orrbars y Hac'h BOILIM JHINHIC MEOEHTENIH, HMEHHO:
2-4 CHCTEMA YIOBIETBOPSETCSA IIPH

uy—:O, ,@/1=0, f14’1=0’




HE yHOBIETBOPAOMUXD 1-0f. IlosToMy mHago 0TpocuTs JumHie MHOAATEH,
KOTODEIe OyIyTTH OTHOCHTEIBHO KO3((UIIeHTORS 1-r0 cremenn O- -fi, 0THOCH-
TEIBHO KO3Q(UILICHTOBT 2-T0 (17— 1)-0ff U OTHOCHTENBHO K03 (pUITIeHTOBE
3-10 0-0if; O3TOMY OTHOCHTEIBHO Z,; CTeTeHb UX'b Oyaers 0, OTHOCHTEIbHO ¢ Yo
_crenmesdb (n—1). OKoHUATEILHO TI09TOMY CTeHeHbh HCKOMOH CBA3H — B3AHM-
HOMl /' OTHOGHTEIBHO # OyIerh: OTHOCHTEIRHO # CTENeHH 2 (n—1), oTHO-
CHTEILHO y— eTeneHn #?—1— (n—1) =n(n—1). IpofictBenn0e pascymx-
flenie IOKA3HBAETH, YTO GBABh MEKIY u U © OyIeTh B OTHONISHIH 4
CTEERN . (m—1), & OTHOCHTEILHO v— CTETIeHH 2 (m—1).
Wrars ceass (#, y) BolpamaeTcs ypaBHEHIeMSH BHIa

R, = (mympma ™ 0= (yypp)7 =D = 0.

Creienh OTHOCUTEIBHO Y MORKHO TIOKABATh GIME TAKUMD PascykIeHIeMb:
aT0fsr ompenbiuts cremens R ./ OTHOCHUTEIBHO ¥, HYMHO BHATH UHCIO 3Ha-
YeHiH gy, COOTB’ET(JTBYIOI[[I/IX'I: AQHHOMY BHAUEHI0 % M YIOBAETBODPAIIINXD
HbKOTOpoMY nuHefinoMy ycaIoBil, HanpuM., IexKaTh Ha JaHHOH npamoii U.
Mpr Hadizens 570 Tarb. IIpH TaHEEIXT # KamIOMY BHAUEHID 2 .0TBhTAeTSH
01HO sHAueHie y. CrbroBarenbHo, MBI MOEEMD HCKATh BMBCTO umeta BHA-
UeHill y umexo BHAUEHid w, YAOBICTBOPAIINXD COOTBBTCTBEHHBIMT YCIOBi-
AMB, & 9TO MBI HAIIeMD UPH IABHHXD & U3 ypaBHeHid

fla;uy=0, FRUf=0

T. €. LMOIyuuMb % (n—1) pbuwenifi w u crToasko we pbmenifi gia .
Kime momxnO Ipome ckasaTh Takh: MK HIIEME nopadows Epusoit U,
KIacca 7; OHb, KaKb usBberHO, onperbigercs, raxs uncto phueniit ypasmeniit

0
i a)y—=0 Qyﬁ.:d{; IpH JAHHEXD z,—u Oy1ers «(n—1).
0,
Touno Tarme, pasbICKHBAS CTEeNEHb GBABH (u, v) T. e. Bof—10" »
OTHOWIHIN v, MBI HIEMDb TPH JAHHLIXD o YPaBHeHie BH TaHTEHI[AJILHBIXE
KoOpAuHaTax® kpuBoff X, T. €. HCKINUAeNMDb x H3h ypaBHeHiH

of
f(il’, H’) =0, 0, == aa 5

PesyIbTATH OTHOCUTENBHO v—CTemeHu m (m—1); cremens R _f orHOCH-
TeILHO o HAMIeMB TPERHUMDE CII0CO00MB PABHOD 2% (1 — 1).

Rx f: (271’179?)3)"’ (m—1) (%1@02163)2" (m--1) ;

OOpaTaMb BHEMaHie Ha TO, KAKb OTHOCHTCS R, f (coorsbr. B _f) KB
ypaBHeHi0 F(y; v) =0 CONPAKEHHATO KOHHEKCA.




SR
R f,Rans yiEe yEa3aHO, MOIYIAETCA HCEIOICHIEND u, H3%B ypaBHeHifi:

0
fas =0, oy—"0.

YroGer moxyauts F'(y; v)=0, HyKHO eme K00aBUTh ypaBHEHIsd

o
i e—e
tSaae
7. e. R f= 0 ecrb BEPai®eHHOP BL TOYGUHHIXD KOOPAUHATAXD ypaBHEHi®
Kpusoit V', npuHajiekamell TouEb ¥ BB CONPAKEHHOMD korHeEch. O3HAYIMD
ero F(z; y) = 0. Ono, xakp Burbim, cremenn 2m (n—1) OTHOCHTEIBHO &,
el BooOme EpuBag TOPATRA 2m (n—1) ¥ KIACCH Vy (T. e. cTemeHb
F(y; v) OTHOCHTEIBHO v) OYIETDH TO3TOMY

om(n—1)[2m (n—1)—1] —2d —3r,

rib d ¥ r UMCIO TOYERD IBOMHBIXD M BOBBDATA KEpUBOIL Vy.

Hru mocakrmia wneta onpexbrens F. Lindemann’oMs, Vorlesungen iiber
Geometrie von Alfred Clebsch B. I. 1876, s. 970 m 971. ®panm. nep.
Benoist. III. p. 393.

Ompexbaenie 970 BhTOIHAeTcA y JHHIEMAHHA, Lie, 1aus.

Ilo (opmyrans Ilrokkepa 4ucio IBOHHBIXE TOUERD KpHuBOfi #2-T0 Kiacca,
ge umbonefl TBOMHHXT W BO3BDPATHLIXH KACATEIBHBIXDL, PaBHO

Ln(ne—9) (n—2).

TakoBo Oyierh BOOONIE UMCIO YRABAHHBIXD SICMEHTAPHLIXD TaHTeHI-
ATBHBIXD Oco0eHHocTell kpuBoii U, TpuHALIemalTeln rouss ». Ho V, cos-
nafaers ¢b X , TEOMETPHICCKOMD WECTOMD TOUEKD «, KOHMD GOOTBBT-
CTBYOTH KPHBHA U, NPOXONAITiA Yepest AAHHYD TOURY V. Ecan z—71Boii-
Has Touka X, BHAUHTH U_ ZBamibl TPOXOAATDL Uepesds Y, T. ©. nMbers
y—1BofHOD TOUKOD (Teopema X).

Nrarn: XV. Qucao 0soibnvizs mouers kpusoi Vy pasno wucay wpusotrs U,
wmiowuzs mowry y 060imon. W 0OPATHO: wucao 00HHbIED MOUEHs KPU-
goit. U_ pasno wucry wpusovirs v g UMIBIOWUTS MOUKY L 06011010 MOUKOI0.

Tome caMoe OTHOCHTCS W KB TOUKaMBb BO3Bpara. UWcI0 KPHBBHIXD U,
ayvbomuxs ¢ Aofinon Toukom Lindemann ompeqbaders Takb: YHCIO Kaca-
OMIUXCA % U TPOXOAAIMUXE 4Yepesd ¥y kpuBpixt U, ectb 2 (n—1)m?— Bb
oMb uuexrh m? macaores w BH caMoil TOYED y, KaKb BuTBIN BEIE; 9TH
m2 Kacamiii TOrIomanTs 2m? UpoxomieHidl, mosromy mmbercs 2 (n—2)m?
kpuBsixs U, KacaomuExcd « He BbH toukbs y B TPOXOJAUIMXD Uepesd ITy
TOYRY. '



— R

Ypeao KacaTelbHBIX'h, KOTOPHT MOKHO HPOBECTH Kb KAEION HBB STHXD
U, uepess TOURY ¥, PABHO n—2 —1=n—3 (IBb IOIIOMIWTCA KacaTelb-
HOK) BB ¥ U emle OfHa—mpaMad »). Bcero crbroBaTerpHo Uepest y MOIY-
qaercs 2m2(n—2) (n—3) Iydeit v, KacaTeIbHBIXD Kb KPUBEIMD U, npo-
XOAMAND Uepesh ¢ § KacaTeIbHBIMD Kb IpAMOHl «; craxo OHTH ecil
B3ATh OIUHDL H3H TAKHUXD JAydYell v, IpoXoIdmuXT, Yepesd %, TO €My C00T-
BhrerByers 2m? (n—2)(n—3) NPAMEXD «, KacaTeIbHNXD &b KPUBHIMD U,
TPOXOLANIIMD 4epesh ¥ I KacaTeIbHBIND Kb v HE Bb toukh y. TaruMsb
00pasoME YCTAHOBHIOCH ¢OOTBBTCTBIE

[2m2? (W—2) (n—3), 2m2(n—2)(n—3)] :

HEI0 COBMALeHifl cooTBbreTBeRERIXE Jayueil » B © OymeTs MOsTOMY

2m2(n—2)(n—38) .2 X

D

Ilpu kampoMb WSH TAKMXE copumajeHiii U, cHOBa IpOHJeT: Yepesd Y,
1. e. Gyrers mubTh BB ¥ ABOfHYH TOURY; Hafitemnoe uHcIO 2m? (n—2)(1n—3)
I eCTh HCKOMOE YHCIO JBOMHBIXH TOUEKD.

Uro kacaeTcs uuela TOYERH BosBpara, To F. Lindemann L c. 970
YEAsHBAeTH IMIIb, 9TO YHCIO HTO TOIyYaeTcd pascMOTphHIeMD c00TBBTCTBIA
[m2(n—2), 2m2(m—2)] MemIy JyyaMu OPOU3BOIBHATO Iy4Ka I PaABHO
3m2 (n — 2).

Momuo DpuMBHATH Kb HAXOmIeHII ero u Takofi OLHAKO METOXb.

Yueno TOUCKD BO3BpPATa KPUBOH %-Tr0 Kracca, He mMbomed IBOMHEIXD
I BOBBPATHHIXD KACATEIbHHIXD, PABHO 31 (n——2); 0HO T. 0. KOHEYHO.

Jusa KpuBoil Vy, TOKECTBEHHOH ¢ X — reoMeTpHIecKuND MBCTOMB TO-
UKD, KOTOPHXT KDPHBHA EOHHekca [, IPOXOJATH UYEpesh y,— Kakb Yike
YKa3aHo, YHEI0 5TO COBIAJAeTh Ch WICIOND KpuBbiXb U, , HMBIONEXD BD
¥ TOYRY BO3BpaTa. HacaTelbHBA BB TOUKAXD B03BpaTa KpuBofi U, BRIbL-
0TCA HA Heil ypaBHeHieME.

f;j” :O,

rrb BIOPHIA NPOM3BOXHBIA OepyTeA IO MepeMBHHEIMB o ; 5TH KacaTelbHbLT
TPOAIYTH Yepess TOURY ¥, Jdemamlyro Ha U, , OpH yEIOBIAXD

fl’ fnl f/
Uy Uy L

3

?/1_ ?/2— Ys

Tarums 00pasoMs nwbeMBb ypaBHeHIA

13 5

f;;k I'_—_Ov ylf@JZ—“y‘zuL:Oa y?f;,;_y3f;;:09 %m=0'




B e

: Ho B stomb unesb JIumHIL CYIH
a) pbmenis cucTeMBl

2

fu=0, wy=0, u=0 | E

b) TaHTeHIiaTbHO-0CO0EHHEIe 91eMEHTEL, KONX'D PAMBLA NPOX0AATD Uepesd y:
fi=0 fi=0 fi=0 w=0,

I TOIyUeHHOe TAKHMB 00pasoMb 4ncio Oyiersh BIBoe Ooubuie IBACTBHTEIH-
Haro, n00 RamIasd KacareIbHAS, KaKb COBIAJeHie IBYXD, MOIYIACTCA ABAMIDL;
YICI0 HAEMEHTOBT Tepechuenia KOHHEKCOBD

[3m, 3(n—2)], (m, n—1), (m, n—1) u (0,1)
ecTh
3m2(3n —4);

- 0TCIOJa HCKINYaeTcs

a) 3m2 u b) 3m2(n-—1)
HCKOMOE YHCIO TI09TOMY DPaBHO:
% [8im? (3n— 4) — 3m>— 3m2 (h—1)] = 3m? (n—2).

TaguMb 00pasoMb
d=2m? (n — 2) (n— 3)

r=3m2(n— 2)

Orewona 1 noayuaerca y K. Stephanos’a riaces Vy, a cabroBaTeIbHO
I KIacCh COTMpAKEHHAT0 KOHHEKCA:

2m (h—1) {2m (n—1) — 1} — 2.2m2(n—2) (n—3) — 3. 3m? (%—2)
= m[mn—+2(m—1) (n—1)).

TBoficTBEHHHA PAsCYRIEHIA TOKAXKYTH, YT0 KpHBadg Y — Kiacca
9n (m—1). Uneio ed ABOHHHEIXTD RACATEIBHBIXD PABHO

2n? (m— 2) (m—3);
qjCcJI0 ed BO3BPATHEIXD KacaTeIbHLIXD PaBHO
3n (m—2).

TlosToMy es TOPSIORs ¥ BB TOHKE BpeMd IOPAZOKD CONPAKEHHAro
KOHHEECR:
on(m—1)[2n (m—1)— 1] — 2.2n% (m— 2) (n—38)
— 3.3 (m—2) =mn[mn—+2 (m—1) (n—1)].



§ 3.

Ve BD IpeIblIyIIeMb MPHXOTHIOCH PascMarpuBaTh yparHeHIe

S U= 0. (10)

Tlpu (z, o) mammoms u U IlepeMBHBHXT 9T0 ypaBHEHie BBHPaAHKALTh
TOUKY TpHKOCHOBeHiS w b kpusoii U/ xommerca. K. Stephanos pascmarpu-
BaeTh Takig kpusoig mpn U, OeskoHEYHO OAMBKMXB KB 4, I TOBOPUTD, UTO
TOTIA 510 ypaBHeHie BHpakaeTh ¢BTb (réseau) KPUBEIXD, COOTBBICTBYIILYIO
IPAMBING, Oeskoneuno-0marnms &b «. Taxoe ompepbrenie He coebys mpa-
suasHo. Bbpmbe Oyiers ckasars tagb. IIyc1s «'-—npaMas GesKOHETHO-
Gruskad BB u. Momems moxomuth o'=w-¢& U, rib U—mupamad, roTopasd
IPOXOIUTT UEPEesH TOURY mepechuenis w u .

Torna ¢b TOYHOCTHI0 10 GPBKOHEYHO-MAJKXE 1 MOpsAARA ypabHemie X,
OPHHAMAETH BULB: [(z; u)-t-¢ .ZUﬂ:: 0. Borp coGcrBeHHO ypaBHeHie
IYUKA EPHBHIYE X ,,— IPH BCEBOSMOKHLIXD & IOIY4aeMDb KPHBLIA, IPOX0-
i wepess Toukn wepechuenia f=0 u 3 Uf,= 0.

CBTh KpUBBIXD EU}‘;:O——aTo KPUBBIA 1-Bld ToAAper X, BB OTHO-
wenig paMbixs U. Ecanm y-—rousa unepeckuenia w u U, T.e. y=(u, U)
n cIBIOBATEIBHO ¥/, IPONOPIIOHATEHEL MHHOPAME MHTDPHIET

Wy Uy U
O 00 0

T0 u3h ypasmemifi (1) u (10) mmbems, 4ro u f : IPOIOPIIOHAILHEL TEMT e
MUHODaMb H CABIOBATEIBHO, QY= f;,-’ 1. €. Toukn mepechuenia (1) u (10)
cyrb (mo teopenb III) Tourn npukocHosemis X, u V , cO0TRBTCTBY IO
rourd y=(u, U) (8 uneas m?).

Ilpn BCeBOBMOEHHIXD 3HAUCHIAXD U IMOIyUnME Oe3uncIeHH0e MHOMEe-
¢TBO (co!) TPYHO® 110 m? TOYEKDH, TOTO CBOMCTBA, UTO Kamgas TOURA KpH-

Boit X TPUHALIEKHTD TOXBKO Kb ONHON UG 8THXD TPymmb. [bicTBUTEIH-
HO, YypaBHEeHid '

f;w)=0 mnm Nuf=
3 =0 SUf=0

copwberant mpu (wlUU")=0, 1. e. ecan U' TPOXOIUTD UYepess TOUKY mepe-
chuenis w n U,— 1. e. Kamgas IPyONa TOUGKH NTPHHALIEANTD Omperbiet-
Hoft Touxh TpaMofi w0, Kakosa Obl Hu Oblra HpaMag U, MpoXOIAIIAs Uepesh
pTy Touky. Kean e U' He IPOXOZHTH YEpess 5Ty TOUKY, TO TPU ypas-
HeHig HecoBMBETHEHL



Mcxaouenie cocTaBIIOTH TH cayuam, korma Beb UACTHELA TMPOHBBOI-
HBLA 10 w, 1-T0 mopAgka oOpamaiTes BB O :

e ua )

uepest Takid TOYKH IIPOX0JATH Beb kpussia cbru (10).

XVI. Eeau wpusvin X, , coomemwmemeyouia npansims o', Geakonenmno-
OUBKUMD K3 U, 6CMPILUAIMT 6CIb Kpusylo X, 65 00nod w Mol oKe MoK
x, wpusan U, ummwems smy mouwxy 0soimorn xacamesvnod.

VIHBME CIOBAME: €CIH TepPBLIA TOLAPH > Uf, =0 sesasucumo orp U
Berpbualore X, BE onHoff m Toft e Toukbh x, TO xAT HTOrO HEOOXOLEMO,
uro0bl ypaBHEeHie 1-0ffi MOASPHL YIOBIETBOPAIOCH HesaBHCHMO oTH U, T. e.
TOMKHB OBITH BBIIOJIHEHE! fu’]——- 0 f“;r- 0 fu;: 0,—T. e. nIpaMad » I0LEKHA
ObITh OCOOeHHOM KacareipHoli kb f(z; w) = 0. IbiicTBUTeIbHO, M3

NOACTAHOBRA BB f(2; 4) =0 jaers u = 0.
Ho w He mpoxoiuTh 4Ypess TOUKY #, crbIoBATeIbHO MOLKHH 00pa-
maTned Bh O 4acTHBIA TPOUSBOIHELL [ 1O ;.

Taxie s1eMEHTEL, KOTOPHIE BHIIOIHAKNTS BHINCAHHBLA BRIIE YPaBHeHIA cTe-
IICHH 7 OTHOCHTEIBHO X4 XoX5 U CTETIOHN 22— 1 OTHOCHTEIBHO %4 UoUs, S HABHIBAI)
TaHTeHIIAIbH0-0COOSHHRIMN dI6MEHTAMH KoHHekea (1). OHu 00pasyloTs MEOTO-
o0pasie cof—3=oo! usmbpenis,— napy wpuesirs: TOIRH STHXD HIEMEHTOBD
00pas8yOTh KPHBYIO (1COMEMPUUECKOE MIBCIO MOUEKD X, WNPUHGOICHCAULTA
womopwims kpusota U, umwioms 0soiiryio wacamesviyio), TOPATOKDH KOTOPOI
DaBeHD 3m (n — 1)2,— ub0 es ypaBHeHie, KAKL PesyIbTaTh HCKIOTCHIL 2
U3b TPeXh ypaBHeHill cTemenn n—1, 0yaeTs cremnenn (1»—1)% 0THOCHTEIBHO
KO3((IUI[IEHTOBS RAMIAT0 YDABHEHiA, KOTOPHE CTEIEHH 2 OTHOCHTEIBHO X
Bmopasa wpusas mapwi, ypasHenie koefi MOIyUHMB, MCKIOYAL H35 TPexb
YPaBHEHIl 22524, ecmpy owmbaouan 060iMbrs KaCAMEINOILD KPUEHITs U, |
Mo wpusasn waacca 3m>(n—1).

Osuaunys Berbas sa K. Stephanos’oMs BTopyn kpusyn =, mepsyio S.
OnB maxogATea BB 0ZHOBHAYHOMD cOOTBBTCTBIN: TOuRb OfHOH cOOTBETCTBYETE
KacaTelbHad jpyroit u obpatno. Kpusag X , mpurajiexamas BB ROHHEKCH
KacaTeapHOH 2 KpuBOil X, IIPOXOAUTH UYepess COOTBBTCTBYIOIMYM 5TOff Ka-
caTelbHON Touky x kpusofi S. Ho mommo mokasats, uro X wu S 65 amoi
HMOUKIL KaAcAmceA.

ABiicTBATebHO, MBI MOKEMb OZHO H3D TPeXD ypaBHeHIfl /) =0 samb-
(3
HITH 4epesb f(x; w)==0 #H cunTaTh 31BCh « BHPAEEHHEIMH BB (YHEOIE %

#




S

A

B e

W3 OCTAJIBHHIXD IBYXD (mim Tpexs). IIyerh &L (xyapzy) =0 T. 0. HOXY-
qaeMoe ypaBHEHie; TOrja

02 of of owm _ of
0z, 90, + X, 5, 7,

5@7,; 0z, S 0z,

BB CIIY ypaBHeHilt kpusoil S.

Mraxs kacareibHad Kb S BB TOUkb 2 BHIPAsUTCA ypaBHEHIEMS
EX); =—0. 9r1a ecThb BH Toke BpeMa Iepsag moigpa Toukn X. HRaaces
npuBofi S ecTh UHCIO ed KacaTelbHBIX'h, MPOXOAANUXH Uepeshb TOURY b.&
He JIeEANYH HA KPHBOH, T. €. WHCIO HIEMEHTOBH, 00MUX'H YCTHPEMD KOH-
HekcaMb

]‘"’i:O (1‘#1, 98y ® EX]‘::O;

(m, n—1), (m,n—1), (m, n—1) u (M—1, n)
mo obmreii ¢opmyrb sTO umcIO pPaBHO

8m (n—1) [mn -+ (m—1) (n—1)].

IoficTBEHHEIA pasCy®CHIA 1a0TH cabryomnee:
Kpmag X mubers JBOfiHYI0 TOURY, €CIH BHIIOTHEHHI ypaBHEeHia

f,=0 f=0 f=0 (11)

HCKI0UAZ OTCIOLA o, LOIyYaeNd LpuByo S'— TeoMerpuueckoe Mbero aBoOdi-
HEIX'B TOUGKD KPUBHXH X , @ HCKIOUAS ¥ — OTHOAnIIyio X' 7hxp 1pHA-
MBIXD 20, TPHHALICKANIA KOTOPHME kpuBpia X, HMBOTH IBOMHY0 TOURY.
KpuBag I’ kiacca 3n (m—1)°, xpusag S'—Tmoparka 3n? (m—1).
Rpusag U, mpumajLieixamiad Bb rorgerch Tourb 2 wpusoli S', ka-
caeres coorsbrersyomefi acareibHo « kpumsofi X'. Ho MOKHO yo'b-
IUTHCA, UTO Touka IpukocHoBeHiZ U m X' Kb w OyIeTs o0men, T. e. owb
KacaOTes BE 9TOI Toukb Memty cobowo. IbiicTBuTennHo, ypasHemist X' cyTh
(11). OzHO MBI MoweMD 3aMbBHUTD yepess f(x; u) = 0, cunTas spbeh 2 3aMb-
penEpivn 10 (11). Iyers 810 o (wyusuy) = 0. Mnems TOuRy IPAKOCHOBEHIA

o _of |\ of an_ of
ou,  Ou, Zk()xk ou,  Ou,

85 cmry (11). Vrags ToULa IPREOCHOBEHIA % KD 3" supasurea Y Uf, =0,
a 9T0 U OyLerh Touka IpuEocHOBemis w ¢b U, .
Bp Tome BpeMma npu JaHHEXB U ypaBHeHie

YU =0 (10)



e

eCTh ypaBHeHIe 1-offi moMsApH X' BB OTHOMEHIH %, H TOPATOKD EpuBoii X'
eCTh YHCI0 TOYeRS, O0IHUXE eff u es 1-ofi moiaph, T.e. wmero 5JIeMEHTORD,
00LIIXH ypaBHEHiAME (11) u (10). Urars mopamors X' ecTs

3 (m—1)n [mn 4 (m—1) (n—1)].

Bosspamaemca crosa &b EpuBHML S uw X,

XVIL.  Beaxoii deoiimoic mownn. & kpusoii S coomemmemsyems xpu-
6aa U, , wwwiongan O0sw 060iinviars wacamessumirs.

JbiieTBrresHo, Kamoi Tourh # KpuBoi S coorsbrersyers kpusag U
nybomas apofinyo racareisnyno. Ilpn HempepsBHOMB usMbHeHin = BIOTH
KpHBORL S kpuBas U msMBHAETCS Takme WempepeiBHO, usMBHSETCA H 1BOfi-
Hag kacareapHad. Feam S mwbers ABOMHYI0 TOYKY, BHAUNTH HOcTB 00x01a
MBI BOSBPAIIAEMCA CHOBA BB TY e TOUKY x, CHOBA IOAYIAEMD TY&KE KpI-
Bylo U_, mo JBoiiHas kacaTeibHas, H3MBHABIIASCA Takme HEeIPepHIBHO,
BOOOIIE TOBOPA TPHIETH KDL APYIOMY 3HAUEHI, T. e. U,, coorsbrerByR0-
madg ABoitHo# Tourb S, Oyrers nmbrs Boobure ABH IBOMHHXD KACATEILHLIXD.

domycrnms teneps, aro S mvbers mouwny osepama.

XVII.  Touxm sosepama S coomswmemeyems 65 xonnercm (1) xpu-
sasn U, , usvwiowan 0wy so3spammyo KACOHMEALHYIO.

Toura mpukocHoBeria BosBpaTHOii kacarersnofl KpuBoi U BEIpakaercs
YpaBHEHIeMD

2l U -0 (12)

ROTOpPO€ JIOJEHO OGPRM&TBCH BH TOUHBL KBaIpaTh. ,ZLIH 9T0T'0 TOJEHO OLITH
" ) " "
fu =20 2) 127 7010y, 137 7003

"_ 2 "__ o II__— 2
99 707, f-gs‘ 7050 , f33_‘ 703 )

LA
e
ey

€CIH JI1A KDATEOCTH IMCaTh f= TARAMB  00pasoMb  JOMKHE OBITH

BBIIIOJAHEHEL YCIOBIS
n n ” " LAY O : =
fi fﬂ-_f';Ij fliines o oty Xyt =1 2, 8)

T. €. He TOJbKO omperbiuTels

fq;r:'c |:0a

HO W BCH €r0 MHHOPH 2-T0 MOPAAKa OOPANATCS BH 0 HE3aBHCHMEIXD
MeEIY HHMH Tpu; Oepemt '

f11 fos— f12ﬁ3:‘0 %
f12 fza— f13 fzz =0
f12 faa‘“ frs f‘zs =0.

C o eyl
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JbiicTBUTEIPHO, BB CHLAY HXTH HE TOIBKO

-
fio T fos’
HO H
@ L fao ][2_% .
: f13 fQS 7R ]‘33 :
a cabroBareIsHO U
= Lot
f13 f13 ]{:’33 :

Ilapa, 00mag TpeMDb OSTUMD ROHHEKCAMT (2m, 2m — 4), IMbBeTh Xapak-
TepucTHEN 24m (n—2)2 24m? (w — 2). Ho BB T UmCId BXOJATD JIHIIHIA
CIaraeMbld—XapakTepHCTHEN YeTHPEXTD Napsh

L=l =0 =0
frzz 0 fzzz 0 f-zsz 0
fw: 0 f~23= 0 7(332 0
7012= 0 f23= 0 fig=0

gamgas onperbigemas nepechueniems Tpexs KOHHEKCOBE (m, n—2). MXb
XapaKTepHCTHRE T03TOMY 3m (n—2)2, 3m?(n—2) kampoii. OrlpachiBag
9TH HapH, TOJYYHMD Kawb OCTATOUHY, Tapy ¢ XapakrepucTHRAMMI

12m (n—2)%, 12m?(n—2).
(b rommekcoMt (m, m) sra Tapa mMbers
12m (n— 2)2. m 4+ 12m? (n — 2) n = 24m? (n—1) (n—2).

00muxs srementos. Ho tans raws ¥ f;,U;U~ 0 obpamaerca BB TOUHHIT
KBajparh, TO U CaMblii KOHHEKCh BB dIeMeHTh (7, #) pascMaTpHBaeMaro
tuma nvbers KBaJpaTHUHGIL XapakTepb, I KamABI dIeMeHTD IepechbueHis
ABIAETES TOITOMY BIBOfES,— a MOTOMY WMCKOMOE UHCIO KacaTCIbHHIXD Bb

 TOUEAXD BO3BpaTa OKasblBAETCS PaBHBIMD

% 24m? (n—1) (n—2) = 12m* (n— 1) (n—2).

HbxkorTopriii umTepecs MpeicTaBIfeTs JAPyroil cmocodh MOJCUETa TOTO
e THeTIA, OCHOBAHHE HAa HBCROIBRO HHBIXB CO00pameHidXh. TaHreHmialbHO-
0CODBHHEIE HIEMEHTH ONperbIdTca ypaBHEHIAME

=0 fi=0 =

2




JloOaBouHoe yeaosie, uTOOEH npAMas OblIa BOBBPATHOK KacaTeNbHOW,
elme O0xHO; OepeMT 3a TakoBoe

fl fa fls = (18)
HO TIpH STOMD HBIMIMHEME OKasHIBAIOTCA ONpPerbiIseMbia ypaBHeHisMu

’ S ey o ’
Uog=— 0 f’:h — f;lﬂ — f;l fé;—— fll;Z =0 5
HEPBHIA UeTHpe nMboTs

6m?(n — 1) (2n— 3)

O0MEXD 5JIEMEHTORD, HO OTOPOIIEHE! 0TCIOLA TOMEHEL OFITh 31eMEHTEH oomie
BTOPBIMB UETHIPEMDB KOHHERCAMDB,—BD uncIh

2m? (n—2) +4m? (n—1)
0 MCRINUeHIN HXT, HMBEMB
12m2 (n— 1) (n — 2) - 2m?2,—

NOIYIEHHBI PE3yIbTaTh OTIMUALTCS OTDH HPEIBIYIIATO.

Msr moxyunms TpedyeMoe NOHAEEHie, ecIH OTH COBOKYIHOCTH TAHTeH-
jalbHO-0CO0CHHBIX'D 9IEMEHTOBS, YIOBIGTBOPAIIINXD 7002aBOYHOMY YCIOBiI0
(13), orbpocums T5, ROTOPEE BEIOAHAOTE ypaBHEHis

Uy =0 f;:O =0 f1fs flg'_

JIeMEeHTOB, 00MUXD OTIMB ROHHeEcaMT (0,1), (m, n—2), [2m,2(n—1)]
Oyzers

2m? - 2m? (n—1) 4 m2. 2 (n—2) = 6m2 (n—1),
BEMTUTAA KOTOPBIE 8B 6m* (n—1)(2n—3) %, MOIyIHMD KAKb Pasb
12m2(n—1)(n—2)

HCKOMBIX'h 21eMEHTOBB. Takag ofparmas sambra ]f =0 niu f’ =0 uepess
f=0 MOmeTs OHTH MOTHBHPOBAHA THMB, UTO TOJBKO TpIH ypaBHeHm TaHTeH-~
I{a.IbHO-0CO0CHHBIXD DIEMEHTOBD MOIYTh 3aMBHHTD =0, HO KOIZa 0TOpa-
CHIBAEMB OIHO H3% HUXD, OIHEMB H3H IBYX'H OCTAIBHEIXG HENpeMBHHO T0TKHO
OHITH caMO ypaBHEHie KOHHekca = 0.

Taxuws obpasons fag kpusofi S onperbrent

TMOPSANOKD: M’ = 3m (n — 1)2
KJIACCH: %' = 8m (n—1) [mn -+ (m—1) (n—1)]
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0 UHCI0 TOUEKH BOBBPATA
r = 12m?® (n—1) (n — 2);

orciona o uapbermoil dopMyrb HaxXogEMB THCIO IBOMHBIXD TOUEED i
o =%fm2 (n—1) (n—2) (3u2—3n—11).
Momens omperbants u pods KpuBOfl S,— OHD ORASHBAETCS PABHBIMD
P % m (n—1) (2mn—3m—mn—-1} + 1,

WIH ecIm O3HaunTh T = mm - (m— 1) (n—1),
9
pl=gmn— Wiz —2mj 4 1.

Kean kpuag 3 mwbers JBofiHyI0 EacaTeIbHYl w«, 3T0 BSHAUNTD,
qr0 GOOTBBTCTBYOIIIA IBYMD PA3iHIHBIND TOURAMD Z U o' wpusbig Uy 1 Uy
nwbioTs ABOMHOK KacaTeJbHOH OJHY I Ty Ee npamMyo w. HosroMy yme He
01Hy 0Oy TOUKY HMBIOTH Beh kpuBeis X, OpHHATICHKANIA BB KoHHEKCH
(1) TpaMpMb o', OeSKOHEUHO-OIMBRIMD Kb u, & b Tourm # m x' OyAyTDH
obmumu BCHWE HTHMD KpUBEIMG. Kcin IBOHAA KacaTerbHAd obpamaeTes
BD KACATEIbHYI BB TOURd mepermba, TO M cOOTRBTCTBeHAAL TOUKH & H &'
rpuBofi S cimsaiored, u Beh EpuBnL X BB aroii ToukB EacawTCA MERIY

cobop 1 KacaloTea kpuBoil S.
Tlocabrree TpeGyeTs BEIIOXHEHLT JO0ABOUHEIX' yCIOBLH, M KDHBBIL =

RACATeILHEIX BOBBPATHEIXD BOOOIIE HE AMBIOTE.
Taruys o6pasons 1 I usBberas mraceb n' = 3m?(n—1) poiw
pasmsiit pogy S BeabicTBie OJHO3HAYHATO MeEAY HHMH cooTbTCTBIA,

TaKD UTO
op'—2 = 9m (n— 1) {r —2m},

¥ UHCI0 BO3BPATHEIXH KACATEJBHHXE (= TOUCKD nepernfa) ¢'=0. Orcroza

TOPAZOKD :
m' = 3m (n— 1) {3t — 4mj.

Yyero JBOHHBIXTE EaCATEIBHLIXD
d = —Z— m(n—1){t— 3m-Fm? (n—1)}, -
Ypeao JBOMHBIXE TOUYCKD
d=m'2-—20(p' —1)
U 4leI0 TOUEKD BO3BDPATa
r' = 9m (n — 1) {3t — dm).

Txg kpuBbixd S' H 2 MBI MOEEMB J0KAsHBATH AHAIOTHTHALT cBoficTBA.



S

Kampoft asoiimofi Tourbs wpusoit S’ coorsbrerByers kpuBas Uy, mmb-

jormad co BehMu OesgoRedH0-0auskuMu kpuskivu [, 1Bb HeM3MBHHBIA 00IIiL

racaressupid. M ecan S' uwmbers Touky Bosspara, ABb sTH 00Iig Kaca-
TeJIbHBIA CcIMBAKOTCH, U Kpuag U, , mpunajpiemamas Takofi Tourb S', mwbers
00y KACATeIbHYI0 O BCHBME 0e3ROHEUHO-OJMBKHMI KPHBEIMH.

Ho Taruxs Touexs Boobme He cymectByers: = 0. Taruns 00pasoMsb
maa kpusoii S smaemdb cabayomig III0KEepOBEL YuHCIA

m'=3(m—1)n2; =0
T %n(m — )z —2m}+ 1,

TakKb YTO
2(p'—1)=9n(m—1) [t — 2n} ;

oTcoIA Hafitews farbe Kraccd
n' = 8n (m — 1) {87 — 4n}.
YHCI0 JIBOMHBIXD KACATEILHBIXD
0= %n(m— 1) [t — 3n -+ mnd(m —1)]

o' = 9In(m— 1) {37 — 5n}
d" = 3n(m —1){3n (m—1) (83t —4n)? — 30 (7 — 2n)}
— 290 (1),

JNag wpupoif 3' momoOHEIMB 00pa3soMb HAXOLUMB:

RIACeh My = 3n (m — 1)2
IopARoEDs my" = 3n (m—1) t= 3n (m—1) [mn 4 (m—1) (n—1)]
UHCI0 BOSBPATHHEIXD KACATEIBHEIXE ;== 1202 (m — 1)(m — 2)

qHCI0 KACATeILHBIXD IBOHHLIXE:
d," = 2n?(m— 1) (m— 2) [3m? — 3m — 11].

Tlepexomums EH CBOfiCTBAMB KDHBHIXG COIPAKEHHATO KOHHERCA IO
OTHONIEHII0 KB IApaMb EPHBHXB TAHTEHIIAIbHO- I TOTETHO-0COOEHHHXD 916~
MEHTOBD.

Kpuprig U, , TOpHHALIEKANIA BH COUPMEEHHOMS KOHHeECH pasmi-
HEIMD TOUKAMD OpAMOf o, orudanTh KpuByH X, , NMPUHALIEKAIIYHO BB TaH-
HOMB KOHHEReh 5Toii upamofi. Kern mpaMasg « ecTh RacarelpHasd Kb 2,
7. e. IBofiag KacareabHadg mhrotopofi kpmeofi U,, TO 0e3KOHEUHO-
GJUBEEMD Kb Takofi mpaMofi TpAMBIMG ' IpPHHALIEHATD EpHBLA X,
HPOXONANLIA UePess TOUKY #,— KOTOpasd COOTBETCTBYeTh BB Laph TaHTeH-
1iaIbHO-0COORHHEIX'E HIEMEHTOBD TPAMONL w, H cIbJOBATEIbHO, JIEHKHTH HA
kpusoit S. Bb srofi Tourb rpuseit X, RacawTcd ¢b EpHBHIMH V), , H Takb

B e P S
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KaKb 9TH KPUBBLA NO.EHEI Kacarbeas W S BB Tofl we Tourb, 10 Beh onb
KacaoTea BH AToft Tourbd Memmy cobolo.

Orcora: XIX. FEeww gozvaems npoussoasno mouxy ¥, mo e npu-
HAODACHCUIND 65 CONPANCCHMMOMNE KONHEKRCI Kpusas V, . wowmopas xacaemes
xwpusott S 6s 3m*(n—1) mouxars, coomswmemeyromurs 3m* (n—1) raca-
INETBHBIMNG KPUBOH X, NPOXOOAUMMD UEPE3s MOUKY .

IBoficrBenH0 KPUBBIA Y, , COOTBBTCTBYIONIS PASIHUHEING HPAMBIMG ©
Uyuka, UMBONIAT0 TOURY 2 CBOAMD IIEHTPOMB, orudanTs EpuBynw U, , mpu-
HaLIe&alyo B5 konrexch atofi Touwb. Bean Touka # npumafieRuTs KpuBoii S’
IapH EPUBEIX'D TOUEUHO-0C00CHHBIX'D 31EMEHTOBD, T. €. ABIAGTCA JIBOMHOD TOU-
KOI0 HA OXHOH M3 KPUBHIXDL X, , TO 0e3ROHEUHO-OMUBKUME Kb Takofi Tourb
TOURAMB %' NpPHHALIERATH B KOHHekcS Kpussd U, KacaTeJbHLIA Kb IpdA-
MOl 2¢,—TOMOIHANIEH # 10 sIeMEeHTa TMaphl KPABHIXH TOUEUHO-0COOEHHBIX'D
aIeMeHTOBD M cabgoBareipno kacaomeiicss kpusoil X'. Ity npamyo nMboTH
racaTeinnon EpuBsiA [, m xpuBbid Y, , cOOTBBTCTBYONIiA TPAMBIMD IYUKa
¢h UEHTPONh BH 4, W TaKb Kakb 5TH KPUBBIA TOIEKHEL UMBTH ¢b X' Tyme
00IIyI0 KacarTeJbHyH, TO BeH STH EPHBBIA RKACAIOTCA MeEIY c000K M Kaca-
wred X', 1w uxb o0lag KacaTeibHad.

Orcoga: XIX. Fewi 603vMeMs NPOUIBOILHO NPAMYIO v, MO el npu-
HAOTCHCUND 65 CONPAINCCHHOMS KOWNEKCIT, KPUBAsL Y, , KOMOPas uMmems cs
Kpusoro X' 3nP(m—1) o00wuxs KACAMETHbLID, COOMBILIMCIBYIOUIULD
31 (m — 1) mourams wpusoit S', aesjcawyums na NPAMOH v.

§ 4.

Br crarsb A. Cayley: Recherches sur I’élimination et sur la théorie
des courbes (Crelle’s Journal B. 30 p. 30—45. 1847 '), KOTOpyo0 IUTHPYETH
K. Stephanos, npuBoguTCA PsIh JI0OOMHTHHXG 414 HAMUXB 1Breil pesyis-
TATOB.

TIpemae Bcero saciykuBaerTh ObTh oTMbueHHHMD Abraemoe Cayley
pasinuie MexIy MOJHBIMG I IPUBEJCHHBIMD PE3YITAHTOMD: ECIH DPE3y.IbTaHTD
pasiaraercs Ha MHOKHUTEIM, TO HBKOTOPHE MOTYTH OHTh HBIHITHAME IIPH
pbmenin mbroTOpParo BOMpPoca W IPH 9TOMB MOIYyTh OBITh orOpourensl. Ha-
UpOTHBL ¢h Apyroif Touru 3phHiA MMeHHO OTOpONIEHHKE BB IIEPBOMD CIy-
yah MHOEHTOIM I JAWOTH npusedennvlii PesyIbTAHTD.

1) Crarsa sra nepenedarana 85 ero Collected mathematical Papers Vol L. e.337—
351, mo Gesh MCHPABICHIA JOBOIBHO MHOTOYHCICHHBIXD OMEHATOR:

Crelle’s J. B. 34 Coll. math pap. Hamewarano Joxmuo 0BT
erp. 36 ¢. 17 ex. 343 orp. 5 cB. D 0
el SRR o (Mor—NOy) +.. a(M:—DNoy) +..
e B S48 HoH, n2—mn—~6 n2—dn-+6
e iy 343 , 7 ecm. n2—>sn—~06 n2—n—~06

s — 5 11 , m18cm 343 , 5 cmu8ddc 8ep n:—2n?—10n-112 n3—n2—10n +12



Bo uwacrnocrn, Cayley yEasslBaerh, UT0 IOIAPa MOXAPHL KPUBOR [ =
uMbeTh ¢BOHMD IIOJHBIMD BBEIPAKEHIEMDb

FFf = (Kf).(Pf)? (€ .1,

rrb Kf=0 ycaoBie cymecTBOBaHiA KpaTHOM TOTIRM, Pf = O0—ypasnenie cue-
TeMBI IBORHBIX'E KACATEIbHBIND, ¢)f = 0 — ypaBHeHie CHCTEMBI KacaTeIbHBIX'D
Bb TOUEAXTD IIeperuoda. e

Hpuwbuaa sTOTH Pe3yIbTATH E TEOPIH KOHHERCOBB, saMBrums, dTo
npn cocrasienin (opmst R, f= 0, Bhpamalbomell cBA3b MeEILYy ¥ W y U
B3aUMHOM f BB OTHONIEHIH @, Ml Opatm ypaBHEHiT

YOf,=0 YUf,=0 @UU)=0;

OTHOGHTEIBHO 4 DPE3yIbTAHTD IIPU HTOMB MOXYYAICHA CTeleHn »n—I1 OTHOCH-
TeIsHO K0d(Q@umieHTORE 1-T0 M 2-T0 YPABHEHIT 1 CTeleHH (% —1)% 0THO-
CHTEIBHO K0A((uIieHTOBs 3-T0, T. €. OTHOCHTEIBHO 2 CTeleHH 2m (n—1)

I CTeleHH -
(mn—124+n—1=nm—1)

orHocuTearao U um U', cabgoBareipHo TOH iKe CTelleHd OTHOCHTEIBHO
et

(UU )’i—‘ yi s
Ho ecim O MBI B34.1H YpaBHeHIS

f=0, YU,=0, YU}, =0,

10 PeBYIBTAHTD OTHOCHTEIBHO o NOIYTMICA OBl CTBMeHH (n—1)* OTHOCH-
TEIBHO K03((UIieHTORS 1-ro, I creiexeil » (rn—1) OTHOCHTEILHO k03 (hu-
HUieHTOBH 2-T0 W 3-T0 T. €. OTHOCHMTE.IBbHO Z; CTIEIeHH

m (n—1)2 4 2mn (n—1) = 3m (n—1)24 2m (n—1);

TMIEAMD MHOEHTEIEMB B45CH ABIAETCH DPesyibTarh HCRIOYEHIA « M35
ypaBHeHii
foa=0 (i=1,2,3)

KAED 9T0 1 GoLI0 crbiamo MHOO BT coe Bpems (Kb Bompocy 00 0COOSHHHIXD
sreMerTaxt komnmekca 1. Mssber. Kasam. ®us.-Mar. 00m. (2) r. XI. 1902),

He ocramaBiuBasfch HA 9TOMB JT0JbIIE, YEQEEMDH TOAbEO, YTO EKOTIQ
mist R, f mmems QopMy, BBAUMHYIO Bb OTHOMEHIH 2-T0 PAJa HPERHHXD
nepeMbRELXD 2, mInm HA0OOPOTH Aut R, f wmeMs (opMy, B3aUMHYIO Bb
OTHOMGHIN 2, TO PesyIbTanTh, kpomb F (y; v)— abBoil wacTn ypaBHeHid
CONPAIKEHHATO KOMHEKCA, IOLKEHD COTEPKATH erme J00aBOYHbIE MHOKHTO.N.
Ho cmauaja HEOOXOAMMO OCTAHOBUTHCSA Ha pesylbrarax’h, MPHBOAHMBIXD
K. Stephanos’omd BB n° 7 €ro cTaTbH.
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Ilpexge Bcero eciau cOCTABUTL TaHreHIialbHoe ypasHeHnie U,= 0 1BOH-
HHXs TOYEKD KPUBHIXEH U, , T0o 0HO OyIeTH CTemeHH

~n(n—2) (2 —9)

OTHOCHTEIbHO TAHTEHIIAIbHEXD KOOPAMHATH @, w00 TakoBo mo Cayley n
Pliicker’y vueio 1BOfiHBIXD Touer® KpuBoil kiacca n; 1o Cayley me omHO
cTenenn 2n (n—=2)(n—3) 0THOCHTeJIbHO KOS(PUIIEHTOBD ypaBHEHIA KPHBOM
U,, 1. e. crememn 2mn (n—2) (n—3) OTHOCHTEIBHO % .

Ypasuenie U,= 0 noayuaercd HCRIOYCHIEMD «; U3 yPaBHEHI
f; wy=0 YUf,=0 u IHf=0;

mocibinee uzodpagkaeTs TY KPHBYM, KoTopad Bhipbsaers Ha U, ed 1Boii-
HEIA TOUKH,

Femn upunomanys, uro no reopemb X rammoit nBoiiwoil Tourd y kpu-
Boii U, coorsbrersyers kpusas V, , nubomasg » ABOHOI TOYKOW, TO mpej-
norarad, 4ro Bb Up,== 0 nepeMBHHBIMD #; JaJUMBb ONperbleHHbA sHAUYCHIA
U , moxyuums Jjuiib T JIBOAHESA TOUKH ¢, KOTOPHLA JIexKaTh Ha ompelbren-
moit wpamoit . Cabposarersno, ypapmenie U,==0 usz06pa3u1d TeIeps B
nepeNbHHNXE 2 TeoMeTpueckoe MBeTo IBOAHKIXD TOUCKD KPHBHXD V, , mpn-
HAIJICKAMAXE TOURaMB npamoii U.

Taurenmiaapuoe ypapuemie ;=0 Touexh Bo3BpaTa KpuBHXE U,
oyners (Cayley 1. ¢.) eremenu 3n (n—2) orHocureasno U W Toii #e cTelenu
OTHOGHTEJIbHO KO3((UIIEHTOBD, T. €. CTEIEHH 3mn (n-—2) OTHOCHTEIBHO 2.

' Ono moayuaercA HCKIOUPHIEMD « U3TH ypaBHeHif
f=0, Hf= -

L
”’z“k

, YUh,=0

crenenefi #, 8 (n—2) 1 n—1 oTHocHTeILHO u,; O, O m 1 orHOCHTEIbHO U,
u crenenefi m, 3m M M OTHOCHTEIBHO 45 110 BHIABIEHIM HBH pPe3yIbTaHTA
MHO®HTeAs (Kf)2, BEIpAEAOIIATO YCiIOBie MBOMHBIXP KAcaTeIbHLIX'B, IIpH
KOTOPOMD Tak#&e BHIIOIHAIOTCS BCH 5TH YpaBHEHIA M KOTOPLIE Oyaers cre-
nenu 6m (n-—1)2 OTHOCHTEILHO % .

Ho ecan upunompums Teopemy XI, To saMmbrumb, 9ro (UrypHpyOILis
BD ATOMB YPaBHEHIH x; CYTh KOOPIUHATH TOUKH BO3BpaTa LKpuBoii Fy, , co-
orpbrersyomeii y, tourh Bosspara kpuBoil U, , H cabjloBaTeJbHO, 6CIH TIPH-
MeMt U; nmammeiMu, a x; nepembrumsiMu, To U; =0 BHpPasuTh I'eOMETPH-
geckoe MBETO TOUEKE BO3BpATA KPUBLIXD V), , COOTBBTCTBYIOIUXD BB CO-
IPAECHHOMD KoHHeReB Tourams y mpamoi U.
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Thime pascywienis mpuMBHEMB U Kb KpuBRING V), . TadrenmiaibHoe
ypaBHEeHie TOUERD BO3BpaTa KPUBGLIXE J, — osHaunMb ero V; = 0,— eciu
Bb HEMDH DAascMaTpHBATh IepeMBHHBIMU ¢, a ©; JAHHGIMH, TPEICTABIAETH
reoMeTpuuecEoe Mbero Touerd BosBparTa THX'b KpuBHIXH U, , KOTOPBIT TMpH-
Hagaexars ToukaMb x npamoii ¢. Ilopanoxs asroli kpuBoil ecth umHCaO Je-
HAMUXB Ha HBROTOpOH mpsAMoil TOUERH ¥y, KOTOPHLA CYTh TOYRH BO3BPATA
KpuBHXD U, , UpHHALIeKAMHUXD TOUKAMD & IIPAMOI ©.

Tlopsmors U= 0 ecTb YuCIO JeKaNUXs Ha BBKOTOPOH OpsAMOil TOUCKD
Z, KOTOPLIA CYyTh TOURH BOSBPATa KPUBLIXD V), , MNDPHHALICKANEXD TOU-
KaMn y npamofi «. 00a uncra moaTOMY BB cHaIy TeopeMsl XI TOKECTBEHHB
H PaBHBL 3mn (n—3).

Takae 0 nopaioks kpusoii ¥, = 0, ypaBHenie koTopoil BB mepembr-
HBHIXB ¥; €CTh TAHTEHIIAJIbHOE YpaBHeHie TBOMHHEIXT TOUerb V, H IIpH mepe-
PeMBHHEBIXD 7;— TeoMeTpuueckoe MBeTo JIBOMHEIXL TOUEKRDH y EPUBRXE U ,
IPUHALIERAIINXD TOURAME 2 IPAMOR », paBeHD LOPAIKY

2mn (n— 2) (n—3) =wpupoit U, =0.

JUIA B3AUMHBIX'P KPUBGIXE MOKHO BBICKABATh QHAJOTHYHLLI TEOPEMBI:

Toueunoe ypasHeHie X,=—0 JBOHHKIXD KACATEJIBHHIXH KPUBHXDL X,
(tro, uro Cayley osmauaers Pf=—0) cremenn 2m (m—2)(m—3) OTHOCH-
THIBHO K03(Q(HIIEHTOBS B ypaBHeHin X, , T. e. cremend 2mn (m—2) (m—3)
OTHOCHTEIBHO ; ; OTHOCHTEILHO X; OHO CTeHeHH

%m (m—2)(m2—29).
2
Keaxn X; pascMarpuBarh JaHHLIMU, a « TEepeMBHHEIME, OHO MpeacTa-
BUTH, B cuay Teopembl XII, ormbanmiyio ZBOfHBIXE KACATEJALHBIXD % KpH-
BRIXB Y, , IPUHALICKANNXD TPAMBMGE v, TPOXOXAMEME Uepess Touky X .
W paabe: Toueunoe ypasuerie ¥, = O IBOHBIXD RacaTeIbHBIXH KpH-
BHXD Y, crenenn 2n2(m—2)(m—3) NpeicTaBisierh Takke -OTHOANIIYI0
TBOMHBIXs RACATEABHBIXD ¥ KPHBHIXB X, , COOTBBICTBYOIIUXTD TPAMBIMB oy
HpOXOZAIUME Uepesh TOURY y. 9ra orndaomad Oylerh Takke Riacca

2mm (m—2) (m— 3).

Toueunoe ypaBHeHie X,;=0 BO3BDATHBIXD KACATEIBHHIXD KPHBHIXT
X, crenenun 3m (m — 2) OTHOCHTENBHO K03((UIieRTOBs npH  BL [==0,
crbroBarensno, cTenedn 3mmn (m— 2) OTHOCUTEIbHO « W cTemeHH 3m (m—2)
OTHOCHTEJAbHO X, ; 0OHO UpeicTaBigerTh OTMOAIIYI0 BOSBPATHBIXD KacaTelb-
HBIXB (WIH TeoMeTprnueckoe MbEeTo TOuerh Tepermba) KPUBHIXSE Y, , IPHHAI-
IeRKAMUXD NPAMEIMGE ©, NPOXOIANAME 4uepesb Touky X. Haaces aroit
KpuBoil paBeHs® 3nm (m-—2).
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AHAJOTHYHOE MOKHO CRA3aTh U OTHOGCHTEILHO BOSBPATHLIXD KacarTelb-
HHIXD KPHBHIXD Y, : TOUEUHOE HXTH ypaBHeHie cremenu 3n?(m —2) mpei-
CTABIAETD, €cIM BL HOMDB PascMarpuBaTh MepeMBHHBIMH v, a y——JaHHBIMH,
RPHBYI0,— OrM0AIONIyl0 BOBBPATHHX'S KACATEIBHBIXs KPUBHXD X, , HpHHAJ-
JeRANAXTS TPAMBIME, TPOXOIATIUMDE dYepesd Touky Y. Oma ogHOro Kiacca
B ITPEILIIYIIeI0 KPUBOW,—T. €. Kiacca 3nm (m—2)

BriBeeHnAA 3aBHCHMOCTh MEKAY TBORHBIMH TOUKaMH KpUBEIXE U, n
EPUBLIXD V), , a Takme MERIY (BOMHBIMH KACATEIDHBIMH KPHBBHIXD Nooa
TI03BOJACTE YTBEDEIATH, UTO HII OTHA H8B KPUBLIXD V), , COOTBBICTBYIONUXD
TOYKAMD ¥ IIPOU3BOABHON TPAMOM w, He IpeicTaBIAeTh HOBOH KacaTelpHOI
IBOfimofl Wi BOSBPATHOM, I HI OFHA 3B EPHBHXD Y, , cOOTBBTCTBYIONIHXB
IPAMBIMG © W3 TYUKA, UMBIOMArL0 IEHTPOMD TOUKY &;, HE IIPeCcTaBideTd
HOBOii Touku aBofimofi mam Bosspara (K. Stephanos 1. ¢. n® 9).

Tlocas BebXh STAXH PEsyILTATORD MBI MOMEMD O00DATHTHCS KB ONpe-
rbrenin cocrasa (opmil B3anMHOR @ = R,f BB OTHOWeHID #, H (YOPMEL
BamMuofi ¢ = R, [ Bb OTHOUIEHIN 7.

IlepBast moaygaercs MCKAOUEHIEMb 6 U a; U3 ypaBHeHii:

dg

0'_?),’: =g o ‘?,?_J:O_

0x
T
Ty cucTeMy Mbl 3aMBHAEMB ypaBHEeHLAMH

1) 019, — vy, =0 2) 0, —v30 =0 3)v,=0

M JOEHEL 0TOPOCHTDL JHIIHIE MHOKHTENN,—YI0BIeTBOpAmie 1), 2), 3), HO
HeyIoBIeTBopsAlie 1epBofl cucremsb:

S8, A pes 0. - B ge—0

YVpapuenie 1), 2), 3) oTHocHTeIbHO 2; cremneHelt 2m(r—1)—1,
2m (m—1)—1 u 1, OTHOCUTEIRHO ¥; — cremeneii n (n—1), n(n—1)n 0,
OTHOCUTeIbHO v; — cTemenefi 1, 1 u 1. YpasHeHia 3), 4) U 5)— OTHOCH-
TeXbHO a; cTemend 1,0 m 2m (n—1)—1, OTHOCHTEJBHO ¥; — cTenenei 0,0
1 n(n—1), OTHOCHTeIbHO v; — cTemeHei 1,1 u O.

TlosToMy ucKOMEIfi DPE3yIBTAHTH OTHOCHTEALHO ©; OyLersb CTeleHH
2m(n—1)[2m(n—1)—1], oTHOCHTEIBHO y; cTeIeHN 21 (n—1)[2m(n—1)—1],
HO BB 5TOTH DPEBY.IbTAHTH BOMIYTH emie MHOMHTEIH JABAKIL Vo H TPHIHEILL
V.. 1 8

Ry=H (B f =T v, V" V.

AbitcTBuTebHO, OTHAMAA HXDB, HaifileMb cTelleHH

RE[f: VW



w0 =

OTHOCHTEJIbHO v; @

2m (n—1) (2m (n—1)—1)—4m2 (n—2) (n—3)
—om2(n-—2) =m[mn+2(m—1)(n—1)],

a OTHOCHTEIDLHO ¥; -

I (n—1) [2m(n—1)—1] — dmn (n —2) (n—3) — 9mn(n—2) =

=un[mn -+ 2(m—1)(n—1)].

TomoGHEND 00pasoMs (opya, B3anMuad P = It f OTHOCHTENBHO !
Ry=R, B f=I. Y'Y,

rib F osHauaeTh CHOBA IBBYI0 UacTh ypaBHEHIA COIUPHKEHHATO KOHHEKCR,
Yo—0 u Y;=0 Boume yme YIOMAHYTHA TOUCUHBIA ypaBHeHid RacaTelb-
HBIX'5 IBOMHEIXD H BO3BPATHBIXD KDHBBHIXD Y .

TibficreuteabHo ypaBHeHie ¥ =0, Eakb MBI Bubin cremenn M (m — 1)
OTHOCHTEIbHO ¥; W CTEIeHH 21 (m——1) OTHOCUTEIBHO #; ; qT00B HOXYYHTH
R w=0, uckrmoiyaeNs ¢ U #; H3D ypaBHenii

0y

Q‘yi':a—uii Uy =0

IIpHYeMb 3Ty CHCTEeMY MOKEMD 3aMBHHATH TAKOI:

oy - 0] oy oy
1) ?!15@;)—'?/25;)—]——‘0 2) %M‘“ys(ﬂ—_—o 3) uy=0,

9TH ypaBHeHig crememeit 1, 1 1 1 OTHOCHTEILHO ¥; , CreneHei m(m—1),
m(m—1) 1 O OTHOCUTEIBHO v; U creneneit 2n (m—1)—1, 2n(m—1)—1
1 1 OTHOCHTeIBHO o; . CrBLoBaTeNbHO DPE3YILTAHTDH 3TOH CHCTEMBL CTEIICHH

om(m—1)—1--2n(m—1)—1 -+ (2n(m—1)—1)°
OTHOCUTEILHO ¥ U CTEIEeHU
2[2m—1)—1]m (m—1)

OTHOCHTEIHHO ¥; . Ho BB 3TOTH PEsyIbTaHTD BOIIIN MHOKHTEIH JUInHie, He
ygomemopmomie 1-fi cucremb, a UMEHHO pesyIbTATDh HCRIOUEHIA u; HBD
YpaBHeHii

oy

%0, u=0
o, e

yl = Oa y

cremeneir 1, O, 1 OTHOCHTEILHO ¥i , cremeneft 0, 2n (m—1)—1 1w 1 OTHO-
CHTEIBHO ; u cremeneil O, m(m--1) @ O OTHOCHTEIBHO ; , 9TOTDH PO3YIb-
TaHTB—cTeneHn 2# (m —1)—1 OTHOGHTEIBHO ¢; H CTEeMeHIL 0 OTHOCHUTEILHO ;.
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TakuMb 00pasoMb R == 0 OKa3HBAELTCA CTENEHH
om (m—1) {2n (m—1) —1}
OTHOCHTEJABHO ¥; U CTEIeHH

om (m—1) {2n (m—1) —1}
OTHOCUTEIBHO ¥; . '

Bukioyad orciofa ¥, — MHOKNTEIb CTENenn 4n2 (m—2) (mn—3) o1-
HOCHTEIBHO y W 4mm (m—2)(m—3) OTHOCHTEIBHO v, U Y43 — crenenu
912 (m—2) OTHOCHTENBHO ¥; W 9nim (m—2) OTHOCHTEABHO v; , LOJYYHMD
OCTATOUHBI Pe3yIbTAHTD CTemeHH n[mn—-2(m—1)(n—1)] OTHOCHTEILHO ¥;
u cremenn m [mn--2(m—1)(m—1] OTHOCHTEILHO v; .

Fexm e Mi CTaHeMb HcRaTh (Qopmbl, B3ammuma I f u R f B 0THO-
MeHiH BTOPOTO PALA BXOXAMNXD Bb HUXD HepeMbBRHBIX'E, TO IPHIEND Kb
TakuMB pesyabraramb. LIS mOTyIeHis (OpME, sauMuoll ¢ = B _f BB OTHO-
MeHin ¥, HCKIYAeMD ¥; W3D ypaBHeHIH

(;.’M/.:‘d—go~ uy=0

HIH d
o 0p dgp op

ﬂl%——%ﬂ:m W — 0, oty — 0

Uy —— =
b oy, ® oyy
oTciOa HaL0 0TOPOCHTh PesyILTaTh HCRINTEHIA y, M8 ypaBHeHiff

0p

M,-—-'O, ajy—_—‘-"
3 Jiall

: u_1y=0.

Hepssia Tpu ypaBHeHis cremenelt 2m (n—1), 2m(r—1) 1 O OTHO-
CHTEIBHO #; , m(n -—1)—1, n(k—1)—1 1 1 OTHOCHTEIBHO Y; H cTereneit
1,1 u 1 OTHOGUTEIBHO @, ; BTOPHA TpH—ocTemened O, 2m (n—1) 1 0 OTHO-
cnrennHo a; , crememefi O, m(n—1)—1 ® 1 OTHOCHTEJLHO ¥, N creneneii
1, 0, 1 OTHOCHTEIBHO %y . ITosroMy pesyIbTaHTDh CTEIEHII

dm (m—1)[n (n—1)—1]
OTHOCUTEIBHO #; W CTETEHH
mm—1)—1)+nm—1)—1P=nm—1) (n(n—1)—1).
OTHQCUTEIBHO 244 .

(oracHo BEIUeyEasamHOf Teopemb Cayley 10amHO OHTH

B, R.f=5. U Ug.f,
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U HOTPYAHO IIPOBBPHTH, YTO cTeueHnm JBBOf W IpaBodl YACTH OXMHAKOBBI
Kakb BB OTHOWNIGHIM #; , Takh M BH OTHOIIEHIH #, ,— IBHCTBHTEIBLHO

dm (n—1) [ (n —1) — 1] = 3m (n —1)2 -
4 2.2mm (n—2) (n—3) + 8.3mn (n—2) 1 m
n :
nn—1)nmh—1)—1]=0 4+

—+ 2. —;—n(n—‘z) (n?2—9) + 3.3n (n—2) +n.

Jist Toro wroOer mOXyUHTH POpMY, BRAUMHYIO ¥ = R f BB OTHOIIeHIH v,
ACKII0UaeMD »; U3 YDaBHEHil

oy
0X— 0/01. s U= 0
nim U3H CHCTEeMEI
op oy op o
1;)—2}—2'—%32%1——0, .73!5-773‘—.1?37”1—0, el

cremener 2m(m—1), 2n(m—1) u O OTHOCHTENBHO %; , CTeleHed
m(m-—1)—1, m(m—1)—1 ¥ 1 OTHOCHTEIRHO v; MU cTememei 1, 1, 1
OTHOCHTeIBHO &; , OTH KOTODOH JTOMKHO OTOPOCHTH JIMINHII chcreMy pbureniii
ypaBHeHii o :

=10 &Z:O, M=)
crenexeit 0, 2n (m—1) 1 O OTHOGCHTEIBHO #; , cTemeHefi O, m (m-—1)—1
n 1 OTHOCHTEIBHO »; W cremeneii 1, 1 u 1 OTHOCHTEIBHO &; , HE YIOBIETBO-
PAOIIY0 IIEPBOA BL cHe#eMb, OTO JOCTABUTH Pe3VIbTAHTE CTENEHH

m (m—1) (m(m—1)—1)
OTHOCHTEIBHO #; W CTEleHH

dn(m—1)(m(m—1)—1)
OTHOCUTEJBHO %5 .
He tpyamo mposbpurs, uto corracuo Teopembd Cayley cocrass arToro

pesylbTaHTa TaKOBbB:
R By x2xi

b X', X;, X, unboTh BHIIeNpHBeIeHHOE 3HAUEHie.
JibficTBHTEIBHO,
m(m—1)(m(m—1)—1)=2 .%m (m—2)(m2—9) +3.3m (m-—2) 4+ m

dn(m-——1)(m(m—1)—1)=3n (m —1)* +
—+2.2mn (m —2) (m —3) + 3.3mn (m—3) +mn.

1) Bx memyaph K. Stephanos’a Bs oroit Jopmyat crours Gyesa, coorsbrersyomas S,
HO 9T0 OYEBHJHO OIHCEA.
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IlpucMaTpuBagch Kb IOIYYEHHKIMD pesyIbTaTaMb H CI0c00y HXD 0=
JyUeHiA M CONOCTABIAL HXD Cb jJokasaTeibersamu Teopems [ m II, MomeMsb
CKa3aTh:

XXI. OQwbwowan wpuswixs Vy, cOOMELMCMBYIOUULT  MOWKAMD

y mpAamoi w, cocmoums u3s Kpusoii X, , COOMBILICMBYIOULET IMOTl WPAMOTL,

w u3s  wpusoit  S.

I gaxbe:

XXI1. Owdawowan xpussbizs Y, , COOMEBILIMCMBYIOUWULS 65 CONPANCCH~
NOME KOWHEKCTy RPAMBIMG ¥, NPOLOOAUUMD UEPEss MOUKY &, COCMOUND
uso wpusoii U, , mpunadaexcaueii smoit mouwwxin, u uss xpusoi X a7

Bb mpexniayuiesns pascMOTPBHBI Beh pesyabTarsl, UPHBOIUMBIC BH
eraret K. Stephanos’a. sa nckioueniens mocabiaaro ed maparpaga (n° 19).
B sToms maparpadyh 3aTparnBaercs BH CYMHOCTH BOTPOCH O HEOOXOIUMBIXD
0COGRHHOCTAXT KONHERCA, COUPAAKEHHAT0 JAHHOMY KOHHEKCY (1) o0maro BHJA.

NbficTBUTENBHO, TAKD Kakb CONPSAKEHHBII CONPAKEHHATO €cTh TAHHLI
KOHHEKCH, TO NOPAJIORH H KIACCH IpPH STOME Iepexorh NOIEHBL HCUBITH-
BATh IOHIKEHIe cOOTBBTCTBEHHO HA

m (T [mnz? + 2 (mz—1) (nt—1)] —1}
|
n {zr [mnz2 42 (mr—1) (nr —1)] —1},
€cau 03HAUHTD
T =mn -+ 2(m—1)(n—1).

TI09TONMY KOHHEKCH, CONpSUEeHHBUl KOHHeRCY (m, m), JOAEeHb HMBTD
Takisfs 0GOORHHOCTH, ROTOPHLA BEIYTH Ba 00010 [OHHKEHie ero MOpAAka I
RIACCA. :

K. Stephanos 1puBOUTH Pe3YIbTATH, PABHOCHIBHGL yTBEDHEIEHID, UTO
CONpAKERAEIl KOHHERCD uMbers ool ¢00CTBeHHO-0C00CHHBIX'h 2IEMEHTOB.

Ho sTo & OTEIAARBAK X0 oTxbabHOf crarhm, TAB OCTAHOBINCH TAKEe
A2, O[HO3HAYHOMD IIpeo0pasoBaHil ROHHEKCA, Kb KOTOPOMY MOTYTH OBITH
NPHIOAEHE TARiA jKe pascymjeHid, KakuMu A T[OIb30BAICA B craThb:
«K® Boupocy 00 0CODGHHBIXH HIEMEHTAXD KoHHekca, cr. IL Coo0Omr. Xap.
Maremar. 06m. (2) X n® 5—6.

Hostps 1910.
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La plus petite valeur positive de £ correspondera i m=—g; on a alors

7 R S
lu— 2 _59

et la probabilité pour que le nombre d’apparitions de I’événement soit
exactement égal & w«, a pour valeur
1 18 (e )
5

: [P‘:ﬁot___' SR

D’une fa(;on générale la probabilité que

m——g:%_{_}ﬁ
a pour valeur ’
d +k:i @b W"U(#:Z). . .(‘u,-—k)\
. e (u+1)(u+2)...(u+k)

Done.

log I, = Iog I, | log (u—1) —1Tog (u+ 1)] =

+ [log (u— 2) — log (u+2)] -+ . .~ [log (u—k) — log (p--k)] =
St bl 2y iy
= tog 1+ g (1~ ) s 1+ )]+ s 1 ) - os(i+ )

k e g
...—}—[log(l——;)-—log(lfy)].

Dailleurs, & est toujours inférieur a w; de sorfe que

' k b BB
S S o o B e e s |_7 S S
o (1 u) e (17 ‘u) i e

Par conséquent,

2 4 6 2k
log I, , < lOgIP'—E_"‘E_,E_' e
ou :
= E(k-E1)
log 'IP-+k < log IP'—;——ﬁ
et
% (k1)

1 e Vi A
Prenons ensuite la somme des termes [uir qui correspondent a
toutes les valeurs de k supérieures & un nombre donne kg

R4 o (1;4.%)2

20.—1 -1
Y a0 YoTE = Ye F (1)

PR kbl Fot1
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On en tire que

Y +ky o -
2 Ton L et e e e vl
p. m 2 VJ'L- ¢ Vﬂ.’ VJK -

Et, & cause de la symétrie que nous avons remarqué au debut, on a

aussi
Pe—l—1
s e
p1 =
Done, finalement
Pk, (k)
B =
Z I — Z I > () (5)
bkt ()
ol
1 i
f Ko+ 9 kot 9

En d’autres termes, la probabilité pour que

n—1
<)/

est (pour toute valewr impaire de n) supériewre 1) a

| e
m — —
9

]

el
Bler— 1o i
V=

0

-

Telle est linégalité exacte par laquelle il faut remplacer la formule
limite de Laplace et qui montre en méme temps le haut degré de préci-
sion de cette formule classique. Ainsi, par exemple, pour = =199, en

f‘ P —————
t 1) 11 ne faut pas oublier d’ailleurs que

e w1
E“L”l/ 2

est supposé dtre un nombre entier.

e
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ipknoeHie NOAAPHBIXL ONePaviil Kb MHTErpUPOBaHil OGbIKHO-
BEHHbIXL LH(MePeHLIaNbHEIXL YpaBHEHIH Bb KOHEYHOMD BHAD.

M. Jdaeymuncrazo.

§ 1. CgoilicTBa noAApHLIXD OMepaLii.

Yuero reomerpuueckis cooOpamenid MOOYAUIE 'eOMETPOBT BBOCTH II0-
HATie NMOIAPHl U cabpoBaTelbHO HOAAPHOHN omepamiu. lsyuenie iuHeifnaro
11peo0pasoBaHid BRIACHHIO BAKHOCTH ATOI OIEpaminm IS MHOTHXH BOIPOCOBH
aireOpsl I BB HEJABHO TOABHBIIEMCS Kypeh 1) HTAIBAHCKAT0 YYEHATO
A. Capelli yxe BHaxopdaTcs saeMeHTApHBA CcBbIBHIZ 00B orofi omepaiin.
Kb comarbuio stuxs cbybuiii canmkoMs Maro, W A H3T0EY BD TOMB
naparpagb csoficTBa 5T0il omepaiil, KOTOPHLA OKABHIBAITCA HEOOXOTHMBIMU
BB TaipHBAIINXT HM3BICKAHIAXS.

HasoBems omepartio

IOJAPHOH ollepaliefl lepBaro MOpALKAa U YeIoBEMCA 0008HAYaTh ee CHMBO-
Jomp AM, Taks 4TO

P
of
AD f(a) = Z ik
) 0%,

e

Bt aroms pasercTsb & mogpasymbBan mogs yHemiedr f(x) mbEOTO-
pylo ¢yskmio mepeMbHEBIXE ;1w oy (i=1, 2,..., p).

Momuo mozseprayrs Qymkmino f(z) omepamim A® mocrbpoBaTelsHO
% paswb.

Ycaosumea 0003HAUATH TAKYl CIOEKHYI0 omepaliio cuMBoioMs A® u
Has0BEMh €€ IOIAPHOH omepamiell k-ro mopggga.

1) A. Capells. Istituzioni di Analisi algebrica. Napoli. 1909.



Taxs Hampumbps,
ABf (2)= AD{AN[AOf(2)]}.

Wb Toapko uTo cpbramHaro ompenbiremia crbayers, 4TO BHIIOIHUBT
DOJAPHYI OTepaliln Iepsaro mopajgka Halb PesyIbTaToMb TOIAPHOH orme-
painin k-ro nopaira, OOIYYHMDB pPesyIbTaTh IoispHof omepamju k - 1-ro
MOPAJKA. S

COracHO NMPHHATOMY HaMu 0003HAUEHild Takoe cBOMCTBO MOeTTH OHITH
BHIpaHEEHO Takoll Qopmy.aoit ,

ADLADY (1)) = AT () (1)

Pann yupomeria opMy1rs BBOIUME Takke TOKIECTBEHHYIO MONIPHYIO
omepatin A©, yioBIeTBOPAONIYIO YCIOBiH0

A0 (2) = f (2).

MoxrO cBecTH TOJAPHYIO ONMEPAII0 KAKOTO YIOAHO HMOPsAAKA Kb Hu-
(pepeHnHpoBaHio 1o ofHOf TepeMbHHO.

Jus 10r0 A UPENIORY ABA CHoco0a.

1-ii enocods. IlpomsBeneM® BB QYHEIIU f(x) Innefinyio sambHy mepe-
MBHHBIXD:

»
L=Y;# 7:’*2 a,-_,‘ Z'j. (2)
2

i B e

Torza (ymnuia f(x) craHeTd caomHON (pyHEmiell HepeMBHEHIXE
Zy 29y Z34...,%p UEPESH NOCPEJNCTBO JANHEHHHIXD (PYHEIE «; 9TUXD Ilepe-
MBHHEHXD. Bepems orp mes mpomssopnyio 1mo 2. Pesyibrars 1o obmemy
~ CBOICTBY IIPOMBBOIHBIXD CIOEHBIX'D (DYHENifi HamumeTcd Takb:

f ()
Vit e

Eean Mpl Temeps BepHEMCS Kb NPEKHHMD TEPeMBHHBIMD, TO HOIYIAME
pesyaptars omepamin AV manp Qynsmiedi f(x).

Hraxs pi1a BLIOOZHeHIA IOIAPHOM omepanin Iepsaro LOpPALKa Halb
¢yrEnieil f(x) MomHO CHAYaJa IPOH3BECTH BH Heill sambHy mepeMBHEHXT
¢h IOMOIIBI0 (POPMYIDH (2), BBATH OTH pEsyIbTaTa IMEePBYH IIPOUSBOTHY IIO
z 1 sarbyun mpoussecTH 06paTHYI BaMbHY NepeMBHHBIX.

MoxHO pacHpocTpaHHTh STOTH CHOCO0B Ha IOAydYeHie MoJdpHON ome-
pamim f-ro mopagra oTh (PyHENiM f(r), 4 HMEHHO JIIA 3TOTO [TOCTATOUHO




=1

IpOUBBECTH BB Helt sambny mepeMBHHBIXD 10 QopMyrams (2), B3aTh saTbus
k-10 IPOUBBOJAHYI0 110 2 M HAKOHEI[h BEDHYTHCS Kb UPEKHAMDE IepeMbHHME.
Mpt BHACHIME 0OMIYI0 IPIEMIEMOCTh TAKOrO TpieMa, ecau, IIPUHABD
er0 CHpaBeIIUBRIMD JIs YRA3aTeld k, IOKAKEMD OpieMIEMOCTh €r0 H JLIA
yrasarerda k- 1.
O0osHaunMD uepest f,(x) pesyrbrarTs MOIApHOf oepanin k-ro mopsnRa
Harh (pyEEmiedl f(r), n cabioBareibHO CMOKEMT HATIICATE:

A® fz)= f ().
Oreroa coriacHo paBencTBY (1) BHBOIEME

ACEOF(a) = 4O f(a)

Brmoamsews sarbws Bb QyHEniaxs f(x) u f(x) sambay mepembH-
HBIXB 110 (popMydamM® (2) u 0003HAUUMT BHIOJHEHIe 3Tofi sambmsr mpubas-
koff ®p Qynknin nagerca (V. Toria Ha 0CHOBAHIK HAINEr0 IPEINOIOKEHis
OTHOCHTEIDHO BEHIIOIHEHIS MOXAPHOI omepanin k-ro mopagka, Qynsmia f{(z)
Oyners mpowsBojHOfl k-ro mopaira ore (ymkmin FM(x) mo mepembEEOf 2,
TaKDh YTO MOKHO HAIUCATD

R
o = 1),

bepent nmepsylo mpousBoiHYH 015 o0BHXB wacTell 9TOr0 paBeHCTBA
1o TepeMbHHON # W moayuaeMms

L fO)  of ()
0+ oz

Fean Mpr 85 9ToMb paBeHcTBS BepHeMcd Kb IPEEHUMB IIepeMBHHBLIMG
x; , TO ero mpasas uacrb oOparurca BB AMNf(x), mim Ha OCHOBAaHIM pa-
BeHcTBa (3) cnbraerca paBroft AC*+D f(x), 1. e. pesyabrary moasapHOi
onepamin k-—1-ro noparka Haxb Qymkmiedr f(x). OGparups BHAMaHie Ha
cnoco0s moxyweHis abBoff wacrH, yobraeMcs Bb TOMB, UTO HNOLIPHAA Ole-
panig k —-1-r0 mopAiKa MOKeTH OBITh TOJYUEHA IOMONIBI Jumefimaro mpe-
o0pasoBamig, Au@epernupoBania k- 1-ro mopsagka 1o oxmOl Iepembmrmofi
n anHefiEaro mpeoOpasoBaHiA, o0paTHATO TPEILITYIIEMY, TOYHO Takike, KaKb
1 HOXApHAA OMepalida k-To MOpAIKa.

IIpexsiiymee 1m03BoIgeTh TAKHMB 00PA3OME IEDEHECTH HOBOE onpe-
nbaenie moagpHO# omepamim ¢b BHACHEHHATO IEPBar0 IOPAIKA Ha BIOPOI,
€O BTOPOTO HAa Tperiif w T. m., T. e. JokaswBaercd OOMHOCTh HOBAr0 OIpe-
rbaenia TOIAPHBIXD Omepalii.




e

<-it ¢noco6s. Bropoil cmocods He OTIHYAETCS CYMECTBEHHO OTH mep-
Baro, T0MbR0 BMbero sawbubl mepeMBEEEXB x; 1o dopmyramn (2), owh
saMBHAIOTCA BB (YHRIIN f(x) BHpameHisMu #,4 1y, sarbue Oeperca k-a
UpOUsBOIHAA Mo ¢, mocab vero Bwbero BEpamenili x,-+ ty, craBares mpocto
nepeMbEABLT 2y .

Pascysmienis, IORA3HIBAONIA 3aKOHHOCT, TAKOTO IPieMA, HACTOIBKO
QHAJIOTMUHBl YOOTPEOJICHHBIMG 11 0OOCHOBAHIS IpPeLAYIAro CHocoda, uTo
OpL10 OBl yTOMATEIBHLING TOBTOPEHieMT TPHBOAUTH HXDB 31HCH.

Bybero sropoit sawbmir #,4- ty, na Z;, MOIKHO, OYEBHAHO, HHYETO He
MBHAA 10 CcymiecTBy, moaarath = 0. Torza BrOpoOil cHOCOGT BHIYHCICHIA
IOIAPHBIX'D OlIepalliil MOKHO (OPMY.IHpoBaTh CIBIYIOMIUMG 00pPA3OME:

Jasg moxyuenis pesyibrara ITOIAPHOH omepaminm k-ro mopaika HaLh
(ynxniedr f(x) mago saMbBuHT BL Hell mepewbHHHSA #; HA BHpAKEHis
x,~ty,, B3ATH k- DPOMBBOZHYI TO ¢ 1 3arTBMB MOIOKUTH 9Ty IepeMbH-
HYI0 paBHOR HYIW.

Homompio 8THX'H JABYXs HOBLIXD ouperbienifi Mommo pacmpocTpanuTh
HBKOTOPHA ¢cBOficTBA ITPOMBBOIHHIXG H HA TOIADPHELL ONEpAILH.

Bospyens nponssefienie yByxs (yHEWii f(x) u ¢ (») u Hafizems pe-
SYAbTATH MOAAPHON omepanin Ak-ro MOpAJKa HAXh STHMB IIPOH3BEIEHIEMT.

Moxno moxyuurs ero, upumbaas, Kars IePBHL{, Taks U BTOPOIl c1I0co0b.

Cabrys mampuwbpb mepBoMy cmocody sambrseMT BH 5TOMB IPOUSBe-
JeHin mepeMBHBEIA #; WXD BHIpAKEHiAMH 10 (QopMyIaMb (2), oTMbTHBE 3T0
upnodaBkoii yeprit Hax® 2, H 3arbyubh Gepent NPOUSBOIHYO A-T0 TOPSIEA
no nepembunoit 2. Ha ocHoamin reopemsr .lefi0mnma mubews:

e N k
dk{f(ﬁ)ﬁﬂ(w)}:y
0zt —

J=0

B\ o'f (@) 0" g (a)
J) o0& dzk=s
ik obosnavenis
0% @) V@)
PR 020

DABHOCHILHE CAMAMB (DYHEIIAMD f(z) 1 ¢ (z).
Ilepexonuysd Temeps 5 mpemuums uepembunss. Torga rbeag wacts
obparutca Bp AP f(z) @ (2)}, a nampui uss MEOEETEeNEH

@, @

0z7 0sF—1

BTOPOH uactn coorbrersenno BE AUNf(x) u A¥-Dg(z), n Mu OyiemMb
uMbTh Tagryw QopMyry

k
40(f0) g @)} =Y (") AGDF(r) A% (). @
: J
j:O

o a— . g

i A

,.,: -

o Pl

T ey —
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1IpexmonoxumMs Temeps GyHEIID f(x) HesapHcAImell 0T mepeMBHHBIXE
¥ I 0003HAUUMD ITPOMBBOAHYID 0B f(x) mo mepewbunofi x; uepesn f(x),
TaEh 4To

§£=ﬂm.

(OGosmauasg Kakb I IIpemTe ueproil HaLh 2 3aMBHY mepeMBHHBIXB 10
opuyrams (2), OGepeMms UPOHSBOAHYH OTH PYyHEOIH f(z) M0 mepeMBHHOL ¥,
CorracHo TOIBKO YTO BBEISHHOMY 0D03HAUEHIID MOIYIAEMB:

of («)
Oy,-

TIpousBoxnas j-ro mnopsrka orh o0buxd vacrefi »TOr0 paBeHeTBA 110
mepeMbHHON 2 JacTh Takoil pes3yIbTalh:

WitVf(m) ©  Ofiw) | . AV fi(a) 3
Daldyi < ST e s e (3)

N

. - . 00 f(w)
Ilo ompenbaerito, nepefita BbH TPOR3BOIHOIM 5 b TPemHUMD
mepeMBHHLIMG, moxyunMs AY) f(z) n crbgoBareisno mymbems
o Bl e \
— = AU (), (4)

b uepTa Haxb x 0003HAYAETH, 4T0 BB Bhpamenin AU [ (x) mepembumbia
2; 3aMBHEeHBl HXD BHpamemigvm (2).

Bepens Teneps mpousgognyo mo mepembrHOf 7, 01h 00buxm wacreii.
Bropas wacTh 3aBHCHTH OTDH HepeMBHHON 'y ABHO H UEpPesd MOCPEICTRO
nepeMbHHOR x; ; BB CHIy 9TOI0 OHAa OyleTH COCTOATh H3H JIBYXH Clarae-
MBIXD, NUIIEMD II09TOMY

QUL (2) e 0AD £ (x) o 0ADf(x)
0zi0y; 0y, oz,
Bropoit wiers BTOpoil "acTH MOMHO HamucaTh BH APYroMb BUTS.
IIpesne Bcero sambuaems, uro omeparin AN u 0%1 MOEKHO IIPOUBBO-
JATh Halb (PyHEniedl B85 garoMd yrojHo mopgikb. OTeoga HpoecTO BBIBO-
JIUTCSA CBOHCTBO onepauiﬁ AW n %;’ 0 KOTOPOMY pesyIbTalTh He 3aBHCUTD
oThs u3MbHeHia mopanrka uxs upumbmemis. IMosromy nwbems
04D f(x)

dxi

— AUf (),
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HIM CIM MBI BOCHOAb3yeMca (opMylofi (4), Bb KOTOpPOI MbI IpuMeMB BMBCTO
Qymenin f(z) Qyrenio f(z),
0ADf(x) _ 07 fix)

dﬂ?,’ 0z

H crbroBaTeabHO MBI MOEeMB Hameil mpowsBojpHOll AaTh Takofl BHID:

OUD £ () _aA(':’)f'(gg’) - 0D ()
0z0y; 0y e

CpaBEmBas TOJYYEHHBIH pesyIbTalh ¢'b HAXOLAMUMCA BB Qopmyrd (3)
BHIUME, YTO IIPABELA YACTH, COCTOS RAMIAA U3B IBYXH CIATAEMEIXH, IMBOTH
0 OTUHAKOBOMY CJAATAEMOMY, CIrBIOBATEIbHO, IPYTifd ABA CIATAEMBIXD TARKKE

 PaBHBL, U IIOXYYAEMB:

j 09V fim) _ 04Vf()
gel=t Tl Ty,

Bosspamrasgce B arofi gopMyas Kb IpemRHAMD lepeMBHHBING, IO1y-
Y2eMb Takoe PaBEHCTBO:
: 1 04D (x
AU fig) = — 94D 1)
g 0y
Ho ouesnjuo

of  0ADf(x)

2

R

e i

H MBL MOKEMb HAIUCATh TAKYyl0 OKOHUATEILHYIO (POpMYIy:

0A0f (@) _ 1 040 (x)

: i
AUG=D <
Jyfi J o 0y

(1T)

MomHO A0KA3aTh 9Ty (POPMYIY U 1IPU IIOMOIIH BTOPOTO CHOCODA OIIpe-
Abrenia moaApHOf omeparin.

Ho wmpr mHe Oygems 0CTAaHABINBATLCS HA 9TOMB JOKA3aTEICTRB U BbI-
BeJeMD ellle OIHY TeOpeMy OTHOCHTEeJILHO MOIAPHBIXT ONepalriii.

IIpepnoromuMs He3aBUCAMYIO 0TH IepeMBHHBIXE® y; (QyHEIIID f(x)
M OZHOPOIHBKIMD TOTMHOMOMB BB TEPeMBHHHIXB 2; MOPALKA 7.
TlogcraBuMbs BH Hee BMBCTO TMepeMBHHBIXD a; BHIpameHid wx;—fy; u

1 £
t( yﬁ—;m), TOTJa, HA, OCHOBAHIH CBOfcTBa OXHOPOXHOCTH OymeMb HMBTH:
' 1
Flo+ ty)zt"f(y—kt‘x)-
I - Pasnomums TBBYI0 4acTh 9TOTO PABEHCTBA 110 CTENMEHAMD TepeMBHHOM .

j Ilo opmyat Maxnopers wosuiienTs upH j-off cremenn nepembuHO# ¢
OyneTs paBeH®s MPOUSBOIHON j-r0 mopagka ors QYHEIIN f(x - ty) 1o Tmepe-

i e e i a8 b o i




=Rl ==
whaHOf { JuA eA sHauUeHid paBHATO HyXH, pasrbrienHofi Ha umclo j!, T.e.
A6 f ()
!

COTIaCHO HPEeIbIIYIIEMY pPaBEHD 1 MBI MOEEMDb HallHCATh

fott) = ) 5 A0 @),
F=0

BeejeMs HOBYIO NOJAPHYIO Oflepaliio, B KOTOPOil poiab mepeMBHHLIXE

z; W %, B3AUMHO UBMbBHeHa,
;l?
BM :Z J,-_d_
=5 ‘ oy,
j=1 O

I TAaKKe IIOJADHEA Omepalin j-ro mopsagka B, cocTOANIA H3D J—EpaTHATO
nmoBTOperid omeparin BM).

: = : : > 1
Brarogaps BBefenioo Takoil omepamuin pasiomenie QyHENin [ (y—f—t—x)
[0 OTPHIATEIbHEIMG CTENeHsME TMepeMBHHON ¢ Oyiers 10 aHAIOTIH €b Ipe-

IBIYIIAMDB TAKOTO BHAA:

e b= 3 Lamaro,
g=1

n crbroBaTeIbHO OyIeMB HMBTH Takoe TOMIECTBO, CIPABELINBOE IIPU KAKHXD
VIOJHO BHAUEHIAXD NepeMbHHOH f:

i

. i ; 1 :
ZO A9F @) = fn{ 3 ﬁBuv(y)}.
J:

4=0

CpasuuBag k0d(PPuIienHTs NpH OIHHAKOBHXD CTENeHAXD NepeMbHHOI ¢
Bb 00BHXD YaCTAXD HTOTO TOMKIECTBA, IPUIEMB KD TAKUMB (QOPMYIaMb:

(n—) AOf(2) =1 BOf(y), (1)

YCTAHABIMBAOIIIME COOTHONICHIE Me#Ly B3auMubpMu omepaiiaMu AW g BW,
Bp wactHOMB ciyual mpm j = n 1m0IyuaeMb

A™ F () =mn! f(y)

T. €. PesyIbTATH MOJIAPHOM omepalid %-ro NopAfKa HALDL OLHOPOLHEIMB HO- |
JUHOMOMB M-TO iKe ITOpSIKa PaBeHD pesylprary saMbHEL Bb HEMB Tepe-
MBHHBIXD #; Ha IepeMBHHBIA ¥;, YMHOKEHHOMY Ha TIpoH3BefeHie n!l.



e Bl e

§ 2. 06b oaHOMB cBOHCTBH CHCTEMbI 0ObIKHOBEHHbIX NMHENHBIXD
AnddepeHitianbhbiXb yYpaBHeHin.

(Cucrema:
doy _dry oy _dn o
PR e e =,
Tk P gt
r
Xi:Za@-jxj
=1
DD SR

Oyjers 00IajaTh UACTHRIME aare0pamvyeckIMD HHTErPAIOMD, eCan unbeTs
MbeTo TOEIECTBO:

Xf = Kf, 2)
rib X o6osHAuaeTh OLepalin
r
0
255
=1 ¥

£ OLHOPOAHEL MOMMHOME %-0ff cTeneHN BB mepeMBEERXD i, a K nbroTopas
II0CTOAHHAS.

BafiMenMca usyueHieMb BHAA 9TOH MOCTOSHHOM.

|

|

} Haunems c¢o cayuag n=1. Haws mssberso torga K Oyrers paBHO
{ OIHOMY H8B KOpHeli XapakTepHeTHUECKAr0 ypaBHeHis. BoBeieMD 5T0, Takb
Kakbh MaTepiarb HeoDXOUMBI Jif BEIBOJA, MPHTOIUTCA HaMb JIA TOCIBIy-
'} OIIEXD PaseyEieHil.

Ilox0®uBSH, 4TO

P
]PE Z l'i &g o

=1
M0JCTABIAEMD Bhpamenie 1ud (YHKIIM [ Bb ypaBHeHie (2) H HAXOLUMD:
1l B
| Y Xti=K ), 1.
! g1 : f=1
|
E TloxcraBadgsa ciofa sHauvenis (ynruiii X;, OpuxoguMs Kb TakOMy pe-
’ 3YIABTATY:
pp »
Z Z a‘q!jli X -——KZ ]Jﬁ',
g=1i=1 a1

IloayueHEHOE PABEHCTBO JOMKHO OBITh TOAAECTBOME TPH KAKHXB YTOXHO
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3HATCHIAXD NepeMBHHBIXD «;, a moToMy Mel uMbewms cabiyoutis p ypas-
HeHill a1 ouperbiedia xoapguitientors I

4

Z ai ly = Ki;

=k
sy A S
DTU YPABHEHiA OJHOPOIHEL OTHOCHTEIBHO HCKOMHIXD K02(PGHIIeHTORD
U YHCAO HX'h PABHO YHCIy ypaBHeHifi, a moromy omm Beerja Oyiyrs uMbTh

phuienie, ecim HXP JUCKPUMAHAHTH PaBeHh Hy1. BB pamHOMB crydab

9T0TH JMCKPUMUHAHTL MOEETDH OBIThH LpelcTaBlieHd BH BuIb cabiywomaro
oTpenbinTend p-ro mopanka:

ay—K ag, sy (Up1
@i oo —I @y CUpo
%15 A3 agg— I ps
=A(K).
1p 2p (lgp bowd ap,,——K

Urars BB ciyuab n =1 mocroannad K MomeTs OBITH TOIBKO OJHMMD

8 KopHell ypapmreHig
A(K)=0,

nspbeTHAr0o MOLL * HMeHeMb XapakTepucruyeckaro. OO0osHAUMMB uepesh
Ay Aoy Agy iy hy Q< p €T0 KODHE H CMOEEME TOTAA (OPMYIHPOBATH
cIBIYOMYn Teopemy.

Eemn cucrema (1) 0612126T YACTHHMT AIre0PanueckiM’ HHTErPAIOMD
CTRIEHH %, TO. COOTBBTCTBYHImMAs eMy mocTodnmas K pasHa cymmb npo-
UBBeJeHilt KopHell XapakTepUCTHUeCKATo YDaBHEHIA Ha HEOTPHILATEJbHBIT
nbaslsd 9ueaa, a CyMMa STHXH IOCIBIHEXD paBHA M.

O6osHauuMb 5TH Yucla uyepesb ki, ko, ...,kq U IO TOIBKO 4TO BBI-
ckazaHHOll Teopemb Oyiemb uMbTbh ABa paBEHCTBA:

q
K:ka
i=1

: . :
0 — Zk;.

IIpexsinymyno TeopeMy MOEHO (QOPMYINPOBATH TakEe HHAUE.
Eeanr ypapuenie (2) umbers uHHTerpaioMb NOIHHOML n-0ff CTENEHH,
to K nwbers Buxb, ykasaHHBIH (popMyraMu (3).

(3)



= )

Pasnuna memapy aTofl (OPMYIHDOBKOR U TpesBIIyIIeii 3aKI0IACTCA B
TOMb, YT0 BB IIEPBOMB ciayuah p He Momers OBIThH MEHBIIE IBYXE, TOTAA KAKD
BO BTOPOMB p MOEKETH PARHATHCA H eIMHHUILE.

Mrr Haunems uposbpLy 9T0f TEOPEMEL HMEHHO ¢’ HTOT0 MPOCTHAMArD cIyuas.
Vpasuenie (2) mpurEMaeTh TOrIa Takoft IIPOCTOIl BHIE:

o5

ailwk@ =il

Bb pToMB Ccayuad MO&HO MOXOKHTE [ PABHBIMG 4. BEIOIHMBS mOI-
CTAHOBRY, HOJIYUUME TaKOe PaBEHCTBO:

o nay = Ka?,
Orcofa K = nay;. :
Ho xaparTepucTHveckoe ypasHeHie cBejercd Bb IaHHOMD ciyiab kb
TAKOMY: ‘
tyy — K =0,

I CcrBIoBaTesH0 BL cayuah p = 1 Hama TeopeMa CIPaBeLIABA.

Urobst mporbpuTh €a OGIHOCTD, UPEANOIOKEMD e COPABELIHBOCTH
Aid UHCId TMepeMBHHBXDL p=7r-—1 u yobiuMca BB eg CIpPABELIHBOCTH
Al s

Haxonums wacTHSI Jumefinsiii uETErpals, coorbrerByromifi  oxHOMY
U3b KOPHEHl XapakTepucruueckaro ypaBHeHid, HAIp. KOPHO 4, W NYCTh MbL
HOXYYuMB ero Bb BuIb JuHefinofl ¢yHEMin

-
Z,' Li o

Onurs #3H Ko(umienToBs [, IoWEKERD OHTH OTAHYEHD OTH HYJA, "
6T0 MOKHO NPHHATH PaBHBIMG eamauub. Kpomb rtoro, Hymepamis mepembn-
HBIX'b 3ABHCHTH BB JaHHOMB ciyuab BIOAHDB OTH HANIETO IPOHBBOJA M TO-
TOMY MBI MOEEMDH IPEINONOEHTH, YTO OTIHTEHT OTH HYIA UMEHHO K03(du-
nieaTs /. Tawb Raxh yMHOEKeHIe 5T0ft GyHEuin Ha HOCTOAHHYIO He H3MBHETSH
CBOHcTBA ed OHTH 9acTHBIMDB HHTETPAIOMbB, TO MOKHO UPHHATE =1 U Ha-

mHucaTh e€e BL BULB
:
xr + Zl,- Pioe

=z

Bb rauectsb yacTHAro HETErpada OHA YIOBIETBOPUTDH YCJOBID

# d
A {xl—}— Z [ x,} e il {’1‘1—{— Z lﬂ'z‘} ) (4)
=2

=2
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KOTOpPOE SKBHBAJIGHTHO 7 GJI'BI[Y[OH[HMT):
&
an —FZ iy li = 2‘
=)

Gy +Z tigli= 24 Iy
=2

§=2,8,...,¢

2

Ipomsselems Bb ypaBHeHiH (2) Takylo saMbHy mepeMBHHHIXD:

&y == ‘Z/I'_Z.J li Yi (6)

=2

X =Y j=2, 3, .,

Cravala HaXOLHEMB OOpATHELA (POPMY.IBI NIA BHIPAXeHid IepeMbHHBIXD
; Bb (YHEOIH TepeMBHHHXD z;

y1=x1+2 li 2; (1)

=2

Yij =&y F=2, B,y T

Fean MBI mOICTaBEME BEH pascMarpUBaeMblii HaMH HHTErpats ypaBHe-
Hig (2) £(#) Bubero mepeMbHHBIXT #; WXT BHpameHid (6) uepess mepembn-
HBIA 73, TO IIOAYYMMB HOBYO (PYHENIIO ¢ (y), U PaBEHCTBO:

}”(x) =9 () (8)

OyZers cHpaBeLIuBO Ha OcHOBaHIH Qopmyrs (6). Omo ofparutes B TOELE-
CTBO, €CIH BB MOIMHOMB ¢ (y) BHECEMD BMBCTO nepeMBHHBIXD y; HXD BEHIPA-
weHig (7) yepess lepeMBHHBA 7 .

Tlozseprag 00b uwacTu mOTyueHHATO TAKUMB 00PA3OMB TORIECTBA OIe-
pamin X, moayyaeMh PaBeHCTBO:

r 0 )
Xf@ =Y %L xy.
Gt e

Ho, mpuHAMag BO BHEMAaHie ypaBHeHie (2), JaeMb cHauala eMy Takoi
BUID:

YO e k1 @),
=1 a‘lh ’
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HIN 0 paBeHCTBY (8) cabaywomiii:

- 0w (1
e Xyi= Ko (y), (9)
-~ y;
=1
Jisa okomvaHig mpeoGpasoBamia ocTaercs saMbHETD B GyrETiaxs Xy;
nepeMbBHERA 2; NepeMBHHBIMA y; IIpH nomomu popuyas (6).

IIpexne Beero
Xy, :X(‘Jcl-{—Z i wi)
=2

Ho, mpurnmas Bo BruMamie yeiosie (5), nmbems:

Xyy= 4 (Tl‘l"z li -Ti) =4

=2
Sarbme moayuaews:
Xz = X; T=0al

IogcTaBisis BB BrpameHie

Ko=) a;m;
=

BHAUEHIA MePeMBHEFIXD 2; 0 (opMyrams (6), HAXOLEME:

Xi=any, + Z (@j— 1y ain) y;
e :

HEnEee
0003HAUYNBD 1A KPATKOCTH 6yRBOH Yi cymmy

Z (@i;— liau) g5
=2

MOAEMD HalIcarh ypaBHeHle (2), npeodpasoBaHHOE Kb HOBHIMB HepeMbH-
HBIMD ¥; BB TaKOMDH Burh:

0 N
1, ng(ly)%z @ 1y +Y9 5P — Ky ) (10)

g2

Bxopamiit BB 570 paBeHCTBO MOIMHOMD @ (y) Momers pbiuthcda Ha
whgroTOpyI0 cremens k' nepeM'hHHOﬁ Y1+ IPYTHMH CIOBaMHE MOKHO IOJO0EHATH
@ (y) TOETCCTBEHHO PABHEIMT yi'e (). Homunoms @, (y) cremesn n — k'
yike He Oyaerdh abinThes Ha y,. Bupamenie 1 Y (y) pag moaunomMa @ ()

OyZeTs caMBIMB OOWIMMT, €cai ZONYCTHMD, uT0 Irbi0e UmeIo k' Momers
OBITH 1 HYZEMT.
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IloficTaBIAS HT0 HOBOE BEIPAKEHie JJA TOIMHOMA @ (y) BD ypaBHeHIe
(8), MOIYUEMT Takoe ypaBHEHIe LIA NOJHHOMA ¢y ().

i awl(J)+y(aﬂ%+1)a9’)l W) —(_K——lﬂl'l)‘%(;l/) (11)

Takh Kakb TOIAHOMD ¢, (y), He AbIgch Ha ¥y, , He obpamaerca Bb
HyIb mpH g,=0, TO OHD MOAeTH ObITh NPEICTABIEHD B BUIE CYMMBL
@ () + 193 (y) . r,u:L MOMMHOMS @o(y) HE B3aBUCHTH COBCEMB OTH mepe-
MbHHOT 7).

Bawmbrups 570, Taemt ®H pasencrBb (11) mepesmbHHOD y 3HaUeHie

g () 092(y) 095 (y)
— paBHAasd == 5

1 BMbeTo Hero MEL Oymems MMBTH cabpynuiee:

paBHOE HYIIO. Torm TpON3BOAHAL

0pyly)

obpaTuIca B dy .

- 0y (1Y) '
ZYi_TyT (K— I 1) &2 (y). (12)

(=

Iloxyuennoe paBEHCTBO MOKHO HCTOIKOBaTh BH TOMD cMBicAB, 4TO
HBKOTOpHIL TTOTMHOMD @,(y) CTeNeHH % —k;' YIOBICTBOPAETH nadpepen-
TiaIbHOMY ypaBHEHil Tula ypaBHeRmisd (2), HO b r—1 HE3ABHCHMBIMI Iepe-
vbrrpMp. Tlo TpeAnopoEeHil0 MOKHO BBIPASHTH IOCTOAHHYIO K—Fk'2
4epess KOPHHE COOTRBTCTBYIOLIATO XapAKTePHCTHIECKATO ypaBHEHIA.

HT0 HOBOE XAapaKTEPHCTHUECKOE ypaBHEHie MOIyYaercsd U3 ypaBHeHid

A(k)==0 ouemp mpocro Abaeniems na BXOLAWIN BB 1bByO UacTh MHOKM-
texp A,—k.

qTOﬁH 10Ka3aTh HTO, MEOKUMD Kamimdi j-pifi croabens omperbimreld
A (k) na li ¥ CRIATHBAENT CF NEPBHMD CTOI0LEMB, TOrda NepBil ore-
MEeHTTH IepBaro croifia IpeicTaBHTD TARYD CYMMY

P

(111—11— Zaﬂh ap K,

=2

RAKIEI-Ke j-BIif 21eMEHTH [epBaro cToidIa IpeicTaBuTCd Bh BUAL Taroro
BRIpa#eHid:

r

“U'!TZaijli — K.

=2

CpapHuBag HOIYUEHHHA CYMMEL OB abBEIME yacrAMu yeaosiil (5), Hafi-
IeMB, UTO TepPBHI “paeMeRTH mepBaro croadma ooparnTed Bb 4 — A, a
ramauit j-piii 85 I (A4, — K). YMHOEKAA TePBYI0 CTPOEY mocIbIoBaTeaIbHO HA [
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U BBIYHTAA U8B j-0ff CTPOKH, crblaeMb Beh aieMeHTH HepBaro croabIa 3a
HCKIIOYEHIEND TepBaro sIeMeHTa HYIAMH H TOIYYHMb BH pesyibTarh Hallb

ompexbanress A(K) B Buph npoussenenia i,— K Ha onpenbimTels: <
top— l3ats Ogg— lyty;— K ... ap— lga,
ap— lpttyy yp— lytlyy con Opp— lppn— K

b p=7.

Ecan obpatuvs BHuMadie Ha sHauemis (ymknim Y; , 1o yobmmMed,
UTO IOXyYeHHLIH omperbiuTens, UPHPABHEHHBI HYMO, TAeTh XapakTepi-
CTHYECKOe ypaBHEHie Iid ypasHeHiZ (12). Orcoga cabiyers, 9T0 KOPHH ero
Oynyrs Th-me, uto u ypammemia 4(K)=0, 1. e. 4, %,...,4, ¢b Thus
PaBIHUieMD, 9TO KPATKOCTh LOpHA A, OVIeTs BBH HOBOMB XapakTepHCTHUC-
CEOMD ypaBHEHiN Ha eIMHUILY MeHBIIe.

Temneps Ha OCHOBAHIN HAIIETrO NpEANOIOEHIS IpmMBHAEMS (popmyry
(8) m MOTYYAEMD:

Kl = b ) ik,
2
n— k= kY R
2

Ioxoxuss &'+ k"= k,, noayuums OkoHUATEIBHO:

K:Zmi

Z=1

>
W= k’i'

JTH PaBeHCTBA IOATBEPHIAITS CABIAHHLLL HAMH JTBEDEICHIA U CIpa-
BeJLIHBOCTh (DOPMYIUPOBAHHON HAMH TEOPEMEL.




0l e

el

el d i

§ 3. 06® ananoruyHoMb CBOHCTBE OOLIKHOBEHHBIX® anredpanyeckuxb
He/MHEeRHbIXD AU (epeHLianbHbiXb YpaBHEHii.

Ha cefi pass mpenmozomnys BL cucTenb

do,  dwy_do,__dny

T (L)

OftHOpoxHEle moaunoMel X; Beh ogHOTO M TOTO KE HBMBpPEHiST paBHATO M.
Torna BB ypaBHemin

Z X¢§§=Kf (2)

=1

noauHOMs K Oyaers s — 1-r0 usmbpemnia.

Raxs m Bp pascmorpbuHOM® mWamn cayuab mocrosmmoli K, MomHO
3T0Th WOAHHOMB oupenbints B® QyHENiM kKopHEil HBROTOPHIXD anredpamue-
CRUX'D YpaBHeHii m mBJABIXD ulcels.

OTH ypaBHeHis yike uspberHpl BH Haykb u mpumbaAmIch BB IBIAXD
HHTETPUPOBAHiA. ;

IlepBria moxyualTed, ecian TpHPABHATH HyIO Beh ompenbiutenn mar-
PHCCEHL:

.‘Z‘l xg .‘1'3 ol e .Z‘p

3
Xl .XQ X3 e o @ Xp ( )

CucreMa 3HaveHiil, yIOBIETBOPAWINAXD STHMD YPaBHEHIAMD, Omperh-
IA€TH TO, YTO HABHIBAOTE 0COOEHHOM (KpuUTHUECKOil) TOUROM cHCTeMEI OOBIK-
HOBEHHEIX'D JH(epeHIiaIbHbIXs YpaBHeHill (1).

0003HaUEMD OTHY HB3B TAKHXD CHCTEMD Uepesd aj t-=1, 2,...,p
M PE3YIbTATh MOLCTAHOBRE Z;=—ay t=1, 2, 3,...,p Bb DOIHHOMD X;
uepesb Aj. Tawe kawp Beanuunsl 4;; (=1, 2,...,p OyIyrs BH CHIY
paBeHcTBa HyI0 BehXD oupepbiutexeii wmatpmcest (3) TPOMOPIIOHAJBHEL
BeIHYHHAMB aj =1, 2,...,p, TO OVIeTh CYymECTBOBATH TaKad BeEIH-
YMHA A;, JIA KOTOPOH CUPaBeLIUBEL CIBIYIOMis p DPABEHCTBS:

Aj=2;a (4)

e T

Wasyuenie atuxmt TOUEKD COCTABIAETH NIpeIMeTs MHOTOUHCIEHHBIXD Pa-
bors. Ho Takh Rakh HMH MHBG He IIpujeTcd LI0Ib30BaTheA, H KpoMb TOTO
0R'b CcIMMEOMB 00mensBbeTHE, TO A He OYyIy OCTaHABINBATHCA HA HAXE
nmoppobube. Topasmo Bammbe Nia MeHda cabayomas IuHedHas cheTeMa:

dy, dyy __ dy,
TEn =

(A (1)X1)j oY (A(”Xg)j i
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rib A% ofozmavaeTd HOAAPHYW Omepaliio, cBoiicTBa EOTOPOH MEI pascMa-
TpUBaJIN BB TEPBOME maparpadb, a ckoORH, BB KOTOPHA 3aRINUYEHD Pe3y.Ib-
Tars omepanin AY waxe moamHOMOMH X;, 03HAYAWTDH, YTO BB HTOML pe-
3yapTaTh IpomsBeleHa IOXCTAHOBEA Zi=d;; =1, 2,...,p.

Iouru Beh u3crbroBamid, kacawomigca TPoBeleHIA HHTETpAIbHOM KpH-
BOfi uepe3d 0COOGHHYID TOUKY, HOJBBYITCA cuereMofi (3, HO Mmomb JIpyroii
(opoit. g
Ecan me nsyuenie cucreMsl (1) cBA3aThb CH COOTBBTCTBYMIHMD KOH-
HEKCOMB (m, 1} BD mpocTpaHcTBB p — 1 usmbpeniii, To cucreMa (5) 1ose-
IeTh Kb KOHHekcy (1,1), KoTopwifi Oyaers KacaTelbHHIMD Bb JaHHOI 0co0eH-
Hoil TouRb 1ag mepBaro.

A. M. Cummops, BReIA HOHATIE KacaTelbHaro koOHHekca, (Teopid koH-
HEeKcOBH BB mpocrpanersb. Hasame. 1895 r. crp. 152 m cabaywontid, u
K% Bompocy 00b oco0enHKIXTh oleMeHTaxh KoHHekca. V3B, Rasan. ®Pusuko-
Mareym. O6m. (2) 7. XI n® 4, 1901 1.) BUepBHe Jalb ypaBHeHie 3ambHA-
oiee IagEoe BOMU3H  0COOEHHOE TOUEHM C¢F H3BBCTHRIMD IPHOILEEHIEMD.
910 103BOIKI0 MY NOIVYHTH TEOMETPHYECKH TH PE3YIbTATHL, KOTOPHE ORLIM
IPYTHME IyTeMb LoIyueHsl (paHnysckuMb yuensiMbt H. Poincaré.

{1 npuBexy s1bes mBA cBoficTBa cucreMB (1) M (5), NMOXYUCHHELIA
J. M. CHHIOBBIMB, ROTOPHIMH MHB IIPHIETCA BOCIOAb30BATHC.

Ilepsoe cocrouTh BH TOMB, UTO TOURA @y, ¢=1, 2,...,p OyIers
0000eHHOl M Mg cucTeMbl ().

Bn camom® wbak, gisg joxasarelscTBa 9TOTO GBOACTBA  AOCTATOUHO
BEISICHATB, YTO TOICTAHOBKA yi=ap =1, 2,...,p 00OpPaTHTH BB HYIb
RaEABIH 18s onpepbiuTeneil MaTpHECH:

h Yo Ys < Yp
(ABX ) (ADX) (ADX) L (AP X,

BHIIOJEIME 3Ty TOACTAHOBKY.
IIpese Bcero MomeMDb HAIHCATH:

P -
0X
AOX =D 4 (—>
0%; |
g=1 J
Halma [OECTAHOBEA OOPATHTE 8T0 BHpAKEHie Bb CIBIVIOMYIO CYMMY:
P
3! 0 (220
a'_;n. ()—xl) ?
g1 J

KOTOPYI0 MOEHO pascMaTpHBaTh, KAKh PE3YIbTaTb MHOLCTAHOBKH Z; == (j;
$=1,2,.,..p0 B ¢YNMY
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pasuyo mo Teopemt Kitnepa mias oxmopopmbixs (yEkmifi mormmomy mX,, u
¢I'bjI0BATEIBHO PE3YIBTATH HOACTAHOBRA 2, =daj; t==1, 2,...,p BB 3T0TH
NOJHHOMB M yi=@j; i=1, 2,...,p Bb IuHelinylo ¢yEruin (AMX);
Oyzers pasends mAj;. Bb cmiy atoro pascMarpupaeMad MarTpHCCa IO IOA-
CTAHOBKB TpPHUMETH Takofl BHIB

ajl a/jg afJ3 PR a’Jp

mAj mAp mAp ... mAy

KOTOPBIfl ITORABHIBALTD, UTO KAMIGIH 13D ed onperbiureneil OyIeTrs, HYIeMb
Ha OCHOBAHIM paBeHCTBD (4).

Jlpyroe CcBOMiGTBO 3aRINUAETCA BB TOMD, YT0 OIUHDB H3H KOPHEH Xapak-
TEPHCTHYECKAT0 YpaBHeHiA cmereMbl (5) OyAeTh paBeHd Md;.

Bp camoms nbak, 970 Xapakrepucruueckoe ypaBHeHie HANUIIETCA Bb

TakoMT Buib:
0K\, Xy (X, 0x,
0y |, 0y | 0xg |, iy |;
0X,
Oy

0X5\ 0Xy\ 2 X,
( o, )j ( 0x, )j ( oz, )j
0X,
0y (Ml =0

0X, 0X, 0X5\ ;
0y ); 05 | 0 ),

v o0 " oa e . s . e . e

G () ()
0y | 0/, 0y | 0, i
SambruMs cHagada, 4TO OLHA WSH BEIMUHHB Oy t=1, 2,...,p
OLINYHA OTH HYId, H, TARD Kawb BHOOPH HyMepallil B3aBHCHTH OTH HAaCH,
TO MONOKUMB, 9TO @;; HE DABHO HYMO. MHOKHMD BB 5TOMD IPEIIOI0KEHIN
nepBeIfi CTOIOLID TOABKO-UTO HANLCAHHATO ONPeIRINTeLS HA @j I CKLAJBIBA-
eMBb CH er0 HIeMeHTAMH 3IeMeHTH BCBXH 0CTAJIbHHXE CTOIONOBS, YMHOKHBD

TIPeIBAPUTENbHO BCH BIEMEHTH -T0 cToabma Ha aj . Toria BeB saeMEHTH
BEL UEPBOME cTox0mh BhIpasaTca TAROH CyMMOIL:

2

Z i (Qé—l) == 20&,‘5 A
01'1' 5

=1
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3arbyn mojasepraens o0k wacri 06oMxD TomIecTBD onepamiz A® u
cBTOBATEIPHO MOKEMD HAIMCATD:

Z A(k){ s } — AB(KF)

ZA“{ ()A(')f}_nAw)f.

Ilonssysce Gopuyroii (I) gag upomssenenis ABYXD (YHELIH, Taems
UMb TAKOH BUIE:

S5 (ornaa S s

=

=1 g=0 =0
Z Z A(y) 2,4 E=9) %)_f: nABF,
t=19=0 ()y'-"

Bropoe smaunTeipHO ympomaercs, ecau TpEMeMD BO BHHMAaHie, 910
A(g) =) Ipa g il
ABgicmgs

Be Bugy sroro moayuaems:

b i
(1) (1)
Z %A(L)()_‘u‘__l_ Z ]Cy'iA(k—l) oA f= nA® f-
i=1 9y i=1 %

~ 3arbub Ha ocHOBaHim QopMyxst (IT) MomnEo sambEUTL BB TOmIECTBS

(9) At=9 i uepess : o B 1 crbpoBaTespHO MOIYUUTH
0y; b—g4-1. gy

k

P k
0AGF—g+Df
(9) (¢) (k—g)
E E ( )k_g+1A X; = ..:EOAgKA Af (10)

=1 g—0

z
(*k+1) (%)
Z Xy p_ll_l . f dA ‘f—%A(k)f.

£=1 : =1

Ho mago mwbrp BB By, uto QyHEmS A® ecrs 0gHOpOXHBI moIN-
HOMB A-r0 u3MBpeHia OTHOCHTEIRHO mepeMbHHBIXD w;(i=1, 2,...,p) ¥
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yTo cabIoBaTeNRHO BTOpPAs CcyMMa BB MocrbiHEMB paBeHCTBS paBHa 10
teopent Hitiepa £A®f, Haiitem® 0KOHIATEILHO

»
2 0AGHDF A
= (n—k) ABFf. b1
Yo Ay (11)
=1
Yeaosumes, kakh U pambime, 0003HAUATh CKOOEAMH CO BHAUKOMD j pe-
BYIBTATDH MOJCTAHOBEM #,=a; =1, 2,...,p Bb KaKyD 1000 (YyHEIIN;

Tarps HampuM. (U), Oyzers pesyasraToMsb oToff IojcTanoBEd BB (yrEmin U.
[ pexnonoEIMs CHaYANA, YT0 BeamuuHa (f); OTIMYHA 0T HYLL A TOTIA
nocah mogcraHOBRH TOMIecTBa (8) ofpararcs BB caBIyoIIid:

(‘)A 7 ) — (K ()

0ADf
( 0Y; )j:n(f)_,- :

1.

Vuuomas 006 wacTd BTOPOTO paBeACTBA Ha A; H BHUHTAS Pe3yIbTalTh
u3h 00bux® uyacrefl mepparo, MoIyIaeMb

2
) A (1) ;
3 (A e ) (Ofy, 4 ) — [(K)—na) (F.
Yy j

i==1

Ho BB cumry pasemcTsh (4) rbBag yacTs oOpalfaercd BH HYIb, a
BTOpOfl MHOMKHTEIb IIpaBoil dacTd (f); IO LPEJUOIOEEHi He HyIb, II08TOMY
PaBeH®s HYJXI0 IepBhiil MHOEATEIb (K );— nid;, HII

(K)i = im. (12)

SarbMb TpefmoIaraeMb, UTO TpH Tof ke IoicTaHOBKE oOpamaercs
BH HYIb HE TOJBKO CaMb MOJIHHOMB: [, HO U BCH ero mpou3BOZHLLA [0 MO-
pAgga k;— 1-70 BEmoumrersHo. Toria OyIyTt paBHEL HYIO H BEPAKEHIA
(ADf); mpu g < k;j, Tarb Kakh Ko3QQUIIEHTE IOIMHOMA BB IePeMBHHLIXH
Yii=1,2,...,p AOf OyIyTs TPOUSBOFHBIA OTH f NOPAIEL ¢.

Sambrups ar0, npuMeMb BH TomgecTBax®s (10) u (11) b=k, u BH-
IIOJIHI/IM’L Bb HUXP HAILY MOJICTAHOBKY. Taws Kakb MOCTb MOTCTAHOBREH CyM-

Ma Z B IbBOH wacTH TOEIECTBA (LO) 0yIerTh BakINYATh TOILKO JBa OT-
7=0
JUYHBIXD OTH HYId YieHa, TO MBIl MHIIEMb:

. Ay 0(A%TY )

P
| (1)
S 1y F v

=1 g=xi

()(A Jf)ﬂ

= (K); (A%)f);
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Ay 0 (A(kf+l)f)‘ B i a0
Z e

=1

YuHomaews 005 gacTu BIOPOTO PABEHCTBA 3B TOIBKO YT0 IOIyYen-

HBIXD HA A; U BHUATAEMD H3T IEPBaro; TOI‘,II;EL BbH BUIY PaBEHCTBDH (4) BB

0 (AWH7),
JbBoit YacTH - -BHOBb IOJIYUCHHAr0 paBeHCTBa MNCYESHYTDH 0—2/ H MBI
HOIy4aeMb:
aA
Z e e ( : ﬂ’ = (] )— (n—) 23} (A®Df), (13)
=1
IloxyueHnoe ToxIecTBO NOKAasbBaerh, UTO YPaBHeHie
ngum)@L_E@ (14)
? 0y :

=3
uMbers HHETErpajioMb OXHOPOAHLIE NOMMHOMD cremenn k; . Ilpmrarag kb sToMy
caygan Gopmyast (3) mpersmymaro maparpada # sambyasd, uTO KOPHH Xa-
PARTEPUCTHILCKATO YPABHEHIA COTIACHO TPHHATHIMDB 0003HAUEHIAME OyIyTSH
Mmhi By 0=2,3,....9 q<p, DAMENE:

v
() (0 — ) dy== Byuomdy = Y Tyl

=2
: q
@:Z@
=1
iRvie 7
(K)j= (n— ky) A+ kpm2+- 2 Kjiji (13)

IloxyueHHOE paBEHCTBO 3akibuaerh BH cedb paseHcTso (12) BB BUIDL
YACTHALO CIYyUAd, CTOUTH TOABKO IPHHATL A; PABHEIMD HYIO, Takb Eakb
TOrda ¥ Kamioe H3b uucedb kj; Takme OyIeTs DPABHO HYJTO, HHAUE CYMMa
HEOTPHIATEIbHBIXs YHCeIh He MOTMa OB PaBHATHCA HY.IO.

Pagencro (15) Bmoanb pburaers Bompocs 0 pesyiasTarh no;mTaHOBm
B B0mmEoND K wie=on i=21, 2, ..4,P-
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§ 4. Onpentnenie noauvomosn K.

OcoOeHHBIA TOURW, EAKB MH BHIbIN BB IpeInIymeMs Oaparpadb,
o0pamanT® BH HyIs Beh omperbiuTenn MaTPHCCH:

: [
Ty Wy Xy ...Tp

Xl X2 X3 * 8w -Xp
T. €. YIOBICTBOPAITH TaKOMYy pAILY ypaBHeHiﬁ:
ij,'— x,lij 0 s (1)

b SHAURH j W ¢ NPHHUMAHTH 3HaUeHie BeBXB ITBIBIXE YHCeNh HE MEeHb-
IUXD eIUHNNE 0 He O0IbMUXE p.
Bw o0mems cayuas Beh 0cOOCHHBIA TOUKM PasIUYHEL

IToxaxens aTo.

Kaxp mspberHo uss aaredpr, pid Toro, uToOnl gaHHOe phienie OBLIO
KPaTHRIME, HE0OXOTUMO M JOCTATOUHO ycaIoBie oOpamarh BB HYIb Beh fro-
Oiescrie ompenbanTern ao0ofi Tpynmel p—1 usH ypaBHewifi (1) mo JOHME
p—-1 1epeMbEHBIME.

Beerga momu0 3aMbHUTH PaBEHCTBO HYJIIO olipexbinTens coBMBeTuMO-
CTBIO PAZA INHEHHBIX'B YpaBHEHiil.

Mpr moayuums Takig ypaBHEHIS IIA TAHHATO CAyuad, MOIBEPTHYRB
abBeig wactn ypasmemiit (1) omepamiz AWM H TOCTABHBD YCeaAOBie, UTOOH
CPejH STUXD IUHEHHRIXD OTHOCHTEIBHO IepeMBHHEIXD i; ypasHeHill 0BLI0 OHI
He Oorbe p —2 HE3ABHCHMBIXD.

ITH ypaBHeHiZ OyIyTH BHIA:

Y Xe— i X+ AV X — 2,4 X ;=0 | (2)

rab sHAUKW j U ¢ UMBOTH TO e 3HAUEHie, UTO W BB ypaBHEHiAXH (1).

Sambuadg, uro ogHy U8B MepeMBHHHXD HalpuMBph #; MOKHO CUATATH
OTIMYHOR OTH HyId, Ko0aBAMB Kb YypaBHeHiaMb (1) elle ypasHeHie
X,—Az;=0 c¢b HOBOHl mepembHroil A, KoTopadg IIA Kamkmofi ocobeHHoil
tourn Oygers uMbTh 071HO ompexbieHHOoe sHuUeHie.

Torma cucrema ypapueHill (1) coBMBCTHO €5 JI0OABICHHBIMD IPEMETH
0oxbe mpocrodl BUIB:

Xi— Az =0 =12 -p (3)

Broca otcioga smauenie X; BB ypaBHeHiA (2), JaeMb HMB Taroi
BHI'B:

Xy (A(I)X,'—*—- Z.y,) == (A(l)Xj— lyj) =1
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Broguns HOBYIO HG}_)BM'}SHHYIO @« W IIpHCOeTNHAEMD Kb STHMH YPaBHE-

HiIMD HOBOE: :

KOTOPOE CBABLIBACTH NepeMBHHYI w JuHeliHO ¢b TepeMBHHBIMU ;.
Torza cmereMa (2) coBMbeTHO ¢b [100ABISHHEIMD YpaBHEHieMD (4)
0DpaTuTes BH p TaKUXb ypaBHeHif:

AD X — Ayy— pr; =0

(==l s PR ST

Mo kb cucremb, BB KoTopoit Onlmo He Goxbe p—2 aumelimo HesaBy-
CUMBIXD, IPUOABUII eIle OXHO ¢b HepeMbHHON, KOTOpas He BXOZHIA BD
TPEeEHIA ypaBHEHIA, a IIOTOMY Cpejll NOIYUeHHO He MOEeTH OBITh 00JIbIIe
p—1 InHefiHO HE3ABHCUMEIXE, I BO BCAKOMD caryuah onperbianTenn MaTpHCCH

0% = 2 0X, X, X, :

gz, 0y i =0y .

0X, 0Xy 2 0X, 0X, -

Ok e 0, dr; e #

0X, X Xy 2 0X, %

g, d%, 0z4 e 2 (5)
0X, 0X, 0X, 0X, Gl

0z, 0, o, S :

Beh PaBHEL HYIO.

Herpyxuo yobiuThes BD TOMB, UTO HONYUCHHEIA YCAOBiA HE OYIyTH
BB 00memb cxyyab cabicreiens ypasmeHiii (3). IlpupaBHseMb, HAIPHM.,
onpeibinrean, cocTaBleHHS 3B p MOCIBIHUXB CTOAONOBL MATPHCCH (H),
uyao. loxomuss X, = ¢+ X, 11b ¢, 35 o0mens ciyuak cosepurenno
IPOUBBOILHBIA IOCTOAHHELA, YBHJIUMB, YTO IIONYYCHHOE YpaBHEHie He 3aBil-
CHTD HH OTH OZHOH mocToAHHON ¢;. Ecmu Onr oHO OBII0 cabpcTBieMB ypas-
HeHill (3), To oHO OHI0 OB PE3YIBTATOMD HCKIUEHIS TOCTOSHHEIXE ¢; H3T
OTHX'D YPaBHEHil, HO 5T0 HEBOSMOKHO, Takb Kakb oupegbrarens Sxobu
STHXD JPaBHEHIH 10 TNOCTOAHHEIMG ¢, PaBeHb x¥™.

Mspberro, uro ecam umeno N 0codeHHBIXH TOTERH KoHeUHO (1 Beh
P

mP—1 )

ik

OHS PasINYHEL), TO OHO PaBHO

1) Cm. mamp., J. M. Cunnoss. Teopis KOHHEECOBH BB IpocTpamcTsh, €rp. 253.
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VeqoBnMcsS TOHMMATh TOLEH BHpameHiemb «Touka obpamiaerdt Bb HYIb
TAHHBL TOJAMHOMB» CBOHCTBO JAHHAIO MOIHHOMA oGpamaTbcd BB HYIb 10
NOICTAHOBKS BE HEro sHauemiii mepeMBHABIXD, ONpefbiAnIEXD TOUKY, H
(opMyIEpyeMT TakKyo TEOpeMy:

Beb ocobenusA TOURM HE MOIYTH 00pamarh BH HYyIb OZHOTO H TOro
#®e TOoIuMHOMa m—1-0f cTeIeHH.

Pajii SCHOCTH HBIOAEHiS IOKA3aTeIbeTBa MHB TpHIETCH mpudBTEYTH
Kb TeoMeTpuieckofl TepMUHOIOTIH.

Ecin IaHHas CHCTEMA aire0paHyeckuXbh ypaBHeHIN TanoBa, 4TO MBL
MOKeMB 3araTh & mepeMBEHEIME TPOM3BOJBHBIA SHAUEHid, TO OHA Oyrers
ouperbiaTs TOUEUHOE MHOTO00pasie k—1-ro uaybpenia. Eeun mo J00aBIeHIN
ki TPOMBBOABHHIXG INHEHHBIXT yPABHEHIl 1HCI0 pburenifi Oyzers pasHO #,
10 MHOTOOOpasie Gygers n-ro mopaika. OHO MOEETH pasiarathcA Ha HE-
cKOTBKO MHOrooOpasiit Husmaro HOpsAnLa.

Takoe paslomenie MOEETD OBITH JLOCTHTHYTO 100aBiIeHieMb OrpaHHYH-
BAOIUXD ypasHeriii. Camo colow pasymbercs, MOKHO MNpeINOIAraTh STH
ypaBHEHIS He3ABUCANMMH HH OTH KaKNXD HOBHXD, (T. €. BXOIMBIINXD BB
TIpeA&HiA ypaBHEHIA) MOCTOAHHBIXD.

Tas TOSCHeRiA NpuBeIeMb UPHMEDD:

Ecin x¥p IByMDH YpaBHEHIAMD

2, (24 ay25) + 5 (+ a123) =0
@y (@pt a%,) + 25 (1 + 32,) =0,

TIPeJCTABLANIIENDG COBOKYIHOCTh NpAMOf 1 KPHBOH 3-T0 TOpALEA, mpuda-
BUMD YpaBHEHie
Xy — 2y =10,
TO BEILBINME NPAMYIH.
ToOaBienie e ypaBHEHiA

(21 + ay25) (2 1 A %y) — (7o aqgirg) (2 oz ) =0

BEIBIMTH KPUBYI TPETHAT0 IMOPSAIKA.
TIpe moro&uMs BD AakbHbiimenMs p > 2.

Tycrs L wenpuBoIuMELl NOIMHOMD %—TO0 IOpAfKa M MyCTh BB Bh-

P
pamenin ¥, bya; MOCTOAHHEIA Dy BHOPAHH TAKHNB 00pasows, 4T0 ypas-

HeHie =t
L0 (6)
He ecTh cxbicTBie ypaBHEHIA

P
Z bya; =0, (7)
j:l
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i cabIoBaTelbHO UHCIO TOUERD, 00pallalomuxb Bb HYIb ypapHerie (6) u
HeoOpamAloMuXs Bb Hylb ypaBHEHIA (7), OesROHEYHO BEIHEO.
Barbwh Bcerza MOKHO COCTABUTh MATPHCCY H3B MOCTOAHHLIX'D by

bll b?l b31 v e .. b_Ml
b12 bgg b32 CR e s ng ®
b13 623 b33 soe e s e oa bM’3
(®)
B he e

uMBIONY0 €KOAb YTOXHO OOIBINOE UHCIO M eronbIoBE,

, Raini ompexbiu-
Telb KOTOPOIl OTIM4EHD OTH HYLd.

g
OBosHAUNMS Uepesh y; BEpamenie Y by x; W uepess Y NOIMHOMD
» g==i ] .
'Y by X; W TOKAKEMD, IT0 MOKHO Beerja BeOpaTh omperbimrens vy Yi— A
J=1 ;
TakEMB 00DPaszOMb, UTO YPaBHEHIE

Y Y
Y1 Xy i

— ) (9)

1 ypasmenie (6) omperbiars MHOroo6pasie p—=3-T0 u3MBpewid.
Tomycruys, 90 310 HeBbpHO ¥ uT0 CabIOBATEIBLHO ypasremie (9) JIA
Bekxs 3RAUEHIE ¢ 0TH 2 X0 p BRIOUMTEILHO ecTh crBicrBie ypasuenis (6),
BossMeMs KakyO-HHOYAh TOUKY, 00PAIIAUYI0 B HyIb HOTHROMD L n He-
0bpamanmyo B HYIb BHPAKEHIe Y. MoxHo TOrZa OmpeibiuTh 4 TAKHMD
00pasoMb, 4T00L YpaBHEeHie
Y1—- Zyl — (i)

yIOBAETBOpANOCH A1a sT0fi Toukm. Ho Torma BB CHIY ypasrenift (9) Oyryrs

VIOBAETBOPATHCS JIA HTOH TOURH H ypaBHeHiA

P=2,8, Wam.

Ho sri HOBHIA p YpaBHeHiif MOKHO HamucaTh BL Bugb

p
Z by (Xj-— Aaj) = 0.
J=1
g1, 2 B0

Ompejrbiawteip, cOCTABIEHHBI U35 NOCTOAHHEIXD by , WO TPEJTOTOEe~
Hil0 OTIHUEHD OTH HYAS, a MOTOMY HTH YPABHEHIA SKBUBAIEHTHBL TAaKMMD:

Xj—2Az;=0 j=1,2,%,
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A 970 yRaswBalo OB, U410 M00ad TOUKA, o0pamanias Bb HyIb TOIH- |
HOMB L u He o0palaomad BL HYIb BHpakeHie Y1, ObLIa OB 0cODEHHOI
TOUKOH, M cabIOBATEIBHO UXD OLLIO OB IPOTHBE TPERIoI0EeHII 0e3K0HeY-
"HOe YHCJIO0.

Ha ocmoBamiy BbIe HBIOEEHHATO MBI MOKEMD IPeJIOIORUTD, UTO
HANPUMEDPH, ypasHeHie

COBMBCTHO ¢h ypaBHeHiems (6) omperbisiors MHOroo0pasie p—3-ro usmb-
penid.

IIpexnoxowuMts HaMD yiazoch YobIuThCH BB TOMD, UTO IPHPAaBHABAS
Hy10 BB ompexbiantenn mMarpumecr

Y Y Ys coe Y (10)
Tl oo s e |

TOXYIUMD CHCTEMY YpaBHeHiHl, ROTOpas coBMBCTHO ¢'b ypaBHeniems (6) onpe-
rbagers Towewnoe muoroodpagie U p—=FEk—1-10 - usMbperis, u mokamewms,
UTO MOKHO BHIOpaTh YKa3aTelab ¢ >> k TakuM®b, uTo Beb ypaBHEHId, moJyuen-
HEIA ITPHPABHEBAHIEMD Hymo Behxs ompeybimreredf maTpmecst

Y1 Y Y cos Uk Yi (11)
Ty e e

COBMBCTHO ¢T YpaBHeHiewms (6) onpeabrars Touearoe MHOT000pasie p—7~k—2-1o
usmbpenis.

JomycTuws, uTo 9T0 HeBBPHO W HOBHIA YpaBHEHid onperbIfgnTs T0-
yeuHoe MHOrooGpasie V; p—Fk—1-ro uswbpenia. Tarb karbd nocrbanee
IOXYUeHO NYTeMD NpudaBIeHiS HOBHADG ypaBHeHifi kb IPeKHAME, onperb-
IA0MAMD MAOT000pasie U, TO 0HO MOEeTH XuGO OBITH UMD CaMaMBb, JTH00
BB TOMB ciyuab, Korga MHOTOOOpasie U pasiaraercs, cOCTABIAT XOTS Gl

YaCTh €ro.
Hpexmoxommms pis oOmHOCTH, 9T0 MHOTO0Opasie (7 pasiaraerca Ha

l wacrelt Uy, Uy, ...,U;, . ,U. THogcrasiaa smbeTo yKasarerd ¢ 3Ha- |

genid k-1, k-+2,..., M, noxyuans M—Fk ypaBHeHifl, o0pamaomuxecs

Bb HYyIb LI TOYEED ONHOI0 8D MHOTOOOpasii Uy, Us,...,U;,., U. Jerko
0KaB3aTh, 4T0 TOABKO p—Fk—1 H3D HUXB MOTyTH 00pamaTsca BB HYIb
LI BEBX'B TOUEK OIHOTO H TOTO e MHOT00Bpasis, Hatp., U;. domycrnyms
IIPOTHBHOE, H HYCTh MepBag p-—-k U8 HUXD JAKOLTD TAKIA CRCTEMEL, KOTOPHL
00pAIManTCA BB HYIb LIg T000H TOURK MHOr000pasia U;. Torga ompens-
JAENMD MHOKHTEIb A TAKEMB 00PasoMb, UTO LI Karofi-HHOYAb ITPOHBBOILHO
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paarofi Tourn, mpuEaliemamefi mroroodpasin Uy, Oyzers odpamarsed B
HYIh ypaBHEHie
Y,— iy, = 0.

Torra uzb umbomuxes p—Fk cucTeMb Oyzers cirbloBarh, UTO LI
T0ft me TOURE OYIyTH 0OpAIMAThCA BH HYIh yDaBHEHIA

Y, — 2y =0 i, 2. D

BOTOPLIA MOMKHO HAMHCaTbh BB BH,U;'}:%

P
Z bij (X — Azj) =0,

g=1

f KOTOPBLA I0J00HO HpPeABAyIeMy 3KBHBAICHTHEL cucTeMb ypaBHeHil
Xj—zj=0 j=1.2,...,0

Hri moebImiA MOKASHBAOTE, U0 BCh Toukm MHorooOpasix Uj oco-
GeHHEL 1 UTO CIBIOBATEIBHO 0CODRRNEIX' TOUEKH NMPOTHBDL IPEATOIOMEHIA
GesuncIeHHOe MHOMecTBO. IL09TOMY, ecam MH HOIOENMD M paBHBIMD
k--l(p—k—1)-+ 1, To Mempy I(p—Fk—1)+1 cucreMann Oy1ers 10
rpaftreii mbpb opma, He oOpamaomagcs Bb HYIb [af BehXDB TOUEKD XOTA
Gp1 oxHoTo HaDH MEorooopasii U; U, Us....Us.

Hraxs GVIETS cymecTsoBath M0 Kpafimeli mbph ofHa cumcreMa, mOXy-
yedHAS TPUPABHEBaHieMs HyID Bebxb ompepbinreneil MaTpuCCHl BiAd

Y1 Yo Ys --- Yrp
Yo, T ey

1 ypaBHenia (6) m omperbigomas muoroopasie p—Fk—2-T0 usmbpenid.
Bb mpeiplIyIiesMs Mol HpoBbpuIn TeopeMy XA k=2 H YRasalM CO-
00paikeHis, KOTOPHIA YCTAHABIUBATE CHPABELIHBOCTD HperIoReHiA LI ClIy-
uad k-1, KXk CEOPO OHO CHPABRLINBO 114 k. CrbroBareibHo OHO CIIpa-
BELINBO IIA k KaKOIO YIOAHO.
Toxomuss k==p-—1, MOIyYUMD Bb YACTHOCTH, YTO CHCTEMA, o0Opaso-
BaHHAS TPHPaBHABaHieN® HyI0 BeBXB ompexbiurexeil MaTpHCCH

| Ui olfo = Yot (12)
e e

¥ ypaBHeHig (6), onperbmiTs MHOroodpasie HY.IEBOTO usMbpeHig, T. e. Ko-
HEYHO® HUHCIO0 TOUEKb.
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Yucao sTux® TOYEKH ompexbiuts HeTpyiHO. Bb camoms whak, mpu-

paBHHBasg HyI0 Beh onpelﬂmmem MaTpuceH (12), TOayuEMB ypaBHeHie

il
—1

YHCHO TOYEKS ©TOH KpuBOfl, 00pamanwmuxs BB HYIb I0IMHOMB L pasHO

e

m—1 :

Mm mpermoxaramn moamsoms L HeupuBoLuMEIME. Ilpermoromums Te-

IE€Pb, 4T0 OHDB TIPEICTABIAETD IIPOHBBEJeHie HENPHBOIUMBIXH MOJIXHOMOBE

KEpUBOH Topamka I crbaoBaTeIbno 1o 06memy IPUHIIAOY AJITeOpEHE

Ly, Ly, ...,L; coorsbreTBeHn0 crenenei My, Mg, ... Ny, CYMMa KOTO-
PYIXD 7y + %5 4. . .—-n; pasHa n. Torma, pascymnad B OTTBIBHOCTH Tis
=l
KaiK1aro moiuHoMa L, , TOIyYHUMD JJS HETo ﬁng TOYEKD. SHAYUTD
Z kS
e e e W ek TOEE CAMOe UHCIO
ya 2 %ol LSt :

UTO M IAA HeanBo;mMér(; HOIHHOMA. :

Orciofia Terko mOIyYNTH BepXmiii upexrbrs umcra 0coGEHHBIXD TOUEKD
00pAIMAIOIMUX'D Bh HYIb JAHEH{ IOJHHOMB %-T0 NODAIEA.

Bp camons pbab, c» opmoli cTOpOHH Kakb OB MH HE BHIOHpAIH I0-
CTOAHHBIA by, OCODEHHBIA TOUKH YAOB.IETBOPANTH BCHME ypaBHeHIAMSD, mO-
TyUCHHBIND IpHPaBHUBAHIENs HYI0 BebhX® ompexbiurtereli mMarpuccrr (12),
4 Cb Jpyroil CTOPOHBl IpPH HANIEKAMEML BHOOPB OIHXH IOCTOAHHHIXE
UHCIO TOUEKDH, 0OpamaloluXs Bbh Hyab momHoMs L u Bebh omperbimrein
mP—i—1

— 1
cabrosarenbHo Beb OcoBemHBIA TOUKM, 0OpANIANIIA B HYIb IOAMHOMB L,
mP—l—1

MaTpuecsl (12), 0yzeTs paBHO 1. Cpeau sTuX's TOUEKD HAXOTATCS

H TOTOMY UXT HE MOHETH OHITh O0IpIIe .
m—

Bw uactHOMD caygab w==m—1, morysaems mP—1—1 .

Takb Kaks UHCIO 0COOEHHEIXT TOUEKH, KOTIA OB PasIHUHBL paBHo

me — 1 my, —1 mP—1—
71 10 ocraetesr 1o kpafinedi wbph — i e 1—|—1_ —I—l
&= i~
Jpyrayu cioBaMH Kawb OB Ml HEH BHOIpAIH Roa(pcpnmeﬂm HOJIHHOM&
: T =t
m—1-0fl CTeTeHH, Bcerfa OCTaHeTes 10 Lpafimefi whpb s =1 geo=
o

OGHHHHIX'H TOUERD, He 00PamAIIHYB er0 BT HYIb, B cabIoBaTeIbHO BCEIIA
M4 p—2 )
D1
TOUEKD, KOTOPHA He 00pamanTh BH HYIb OTHOBPEMEHHO OIHOTO M TOLO e
IMOAMHOMA m—1-0ff cTenenu, .

Hyers Beb oco0eHERA TOURH @y (=1, 2,....,p €O 3HAUKOMD 7
IPUHUMAIOMUMG Beh sHaueHia o1 1 50 P BRIOUHTEIBHO, COCTABISIOTH
TAKyl0 rpynny. Msl Mo#eMT BOGHOIB30BATHCA €ff HA OCHOBAHIN OCHOBHOLM
TEOPEMEL Ipeibymaro maparpada 1ida omperbaenia moamroMa K.

MOAHO BEIOPATh cpemn N 0CODEHHBIXD TOUeKD TAKYIO IpyImy P — (




i} g0

M3l 3HAEWD, UTO PesyIbTATH TMOICTAHOBKY Bb HTOTD NOIMHOMD ;== djj
i=1,2,...,p pasens (K); muneiiHoMy BBIpaeHII, IAHHOMY BB Ipe-
anymens naparpadb gopuydoi (15).

BospMess mOaHHOMG [, m—1-T0 HOpANKa Ch HeompejbieHHbME K0ad-
umienTamu u 000sHAUMME uepess L; pesyabraTh MOACTAHOBRI Zi = dj;
i=1, 2,...,p Bb NoIHHOMD L.

Iumems paBeHCTBO:
: Ly = (K);

Fean Bp 1bBYI0 9acTh HTOLO PABEHCTBA LOACTABAMD BMbCTO HEOIIpe-
IhICHHENE Kop(hduIienToBs KOAQGUIIEHTH IoauHOMA K, T0 HOLyIHMD
TORIECTBO; CABIOBATENFHO TO PABEHCTBO MOKHO PasCMaTpUBATh, Kakb ypd-
BHeHie 1ad K0d(QPUIieHTOBS L0IHHOMA K.

Jlasag ykasareano j Bch sHAueHid, HaunHad oTh 1 110 P BEIDYUTEIBHO,
MOJYUNMD YHCIO YPABHEHIN paBHOe UHCIY HCKOMBIX'D K03 UIieHTOBD. STH
ypaBHeHis paspbwuyel, Be caMows rbrb eciu Opr aTOTO He OBLIO, TO ypas-
Henig

Dol g =8 1500 7

i
ORLIM OB cOBMBCTHMBI, H BHOpaHHad rpynma Touewdh oOpamana Gl BB HYIb
OJIG ¥ TOTT e TOIHAOME 71— 1-T0 IOPAZEA, 4T0 TPOTHBOPEYNTS HAIIeMy
TMPeLHoI0KeHIIO. .

Wraxp, pbmad Hamu ypaBHeHis, MOIY4UMB HCKOMBIE K03(P(PUILiEHTEI
moxnEOMa K ¥ crbloBaTeJbHO MOIYINMD BHIpAkeHie Tid 8TOT0 MOJIMHOMA.

910 BHpamenie Oyrers 8aBHCHTH OTH CTENEHH YACTHATO MHTETpala o
0T IHINXE uncers k; u kj;, XAPaKTePH3YONAXD UACTHLIL HHTErpars Bb
naHHOfl ocobemnoii Toukb, omperbiAeMOll MOCTOAHHBIME dyjs .

Brors meroxs omperbienis moamHoma K MeweTh ObITh npuMEHEHD
BCAKIf pasp, KOTIA Cpeln 0COOGHHBIXH TOUERB, HAXONATCA JIH omb BB KO-
HOTHOMD, HIH Oe3KOHewUHOMT umcab, ects rpymna P Touexs, He obpamaic-
NUXD BH HYIb OTHOTO M TOFO e IMOJMHOMA 7-—1-T0 IOPATEA.

Torp e caydafi, KOTAQ TaKoi rpynmsl @hre, phuraercs IepexoroNs
&b mperbiy, TOro-e XapakTepa, KAKb H Nepexorh Kb upexbiy, mpumbHeH-
wedt  J’AsamBepons 1us ompejrbienis WHTErpalosh JIHHEHHBIXD ypaBHeHiil
B cayiah EPaTHHXD KOpHEI.

Ho komeuno BhsicHeHID BCHXDH MOTYIIUXD BCTPBIUTHGS TIPH BTOMB
0BCTOATEILCTRS TOMKHO OBITH INOCBSIIEHO 0co0oe HacIbroBaHie.
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§ 5. Onpepbnenie yacTHbIXb anre6panyecKUXs MHTErpanoBb
AaHHaro nopajka.

Hpembmermmﬁ BB HPeABILyIeMD crnoco0s omperbienis I0IMHOMOBE A
H03BOXAETH yrmpocruTh phurenie crbryomefi sagaum: ompexbants Beh uwact-
HHle aJrebpamveckie HHTEIpaisl IAHHATO MOPATEKA 7.

Jst pTOrO, Kakh H3BBCTHO, HALO BhL ypaBHEHIH

Eer e
Y Xio-=Kf, (1)

g=1

OUPeABINTE NOIMHOMD [ HOpAMKA %, NpHUEMD NAHHHMI SBISIOTCH TOXBEO
IIOIMHOMBL 7-T0 HOpAAka X, a HOIMHOMD K [0mEeHD OBITH BHOPAHD CO-
OTBBTCTBEHHEIME 00pa30ME.

Moramems Ha OCHOBAHIN BHINCCKA3AHHATO, UTO UHCIO BOBMOKHHIXD
SHAYEHIA MOIMHOMOBB K IOpH TaHHOMB % KOHEUHO.

Bepems rpymmy oco0eHHHIX'E TOYERH, HEOOPAAINNIEXTS B5 HYIb OIHOTO
I TOTO e moluHoMa m—1-off cremesu. Pesyiprald IOLCTAHOBEH BB IIOTH-
HOMB K gakofl RuOyIb 0COORHHOM TOUEM ZacTh To § 3 Takod pPesyIbTars

g
(K); = (n—Hy) A Tejyma, -+ Z B (2)
=1

NpA yCIOBix

q
By= Y h.
s—F

Roapdunientsr momuoma K ompepbaarca Torra mo § 4 ypapEenigyun

Lj= (K);

F—lg2 5 e

rib L; pesyiTarh TOZCTAHOBEE OJHON MSTH 0COGHHBIX TOUEKH BHOPAHHOL
HAMH TPYINGI B HOIMHOMB m —1-T0 NOPANKA ¢b HEONDPEeXBICHHBIMH K03()-
QuIieHTOMH.

Moxuio memocpeicTBeHHO onperbints moammoms K, CTOHTH TOIBKO
IpuOaBATh Kb BHUICHATACAHHEIME YPaBHEHIAME Tanoe :

E i

I NIPOUBBECTH M3T NOAYyYeHHBIXD P—-1 InHEHHNXD ypaBHenili mckinuenie P
HeolpebieHHEXD Koa(uientoss moinEoMa L .
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MOKHO HANHCATH PE3YIbTaTDh BTOTO HCKIDYEHIA BB TAKOMB BHIb:
B
K=Y (K5, 3)
=1

ik M; OyIyTH MOJMHOMBL #i—-1-r0 HMOPALKA, 3aBHCAILE TOIBEO OTH 3HAYE-
nifi, onperbrg0muxs 0codeRHEA TouRK W crbloBaTerbHo HemsmMbHAINIeca
arg Bebxs moamnomoss K. Amarmruueckn oHE ompepbagiores 1EMB cBoii-
CTBOMB, UTO OHH O0pamamnTrcd Bb HYIb IS P—1 0COOEHHEIXD TOYEKD BbI-
Opammoffi HAMH TPYUOE I BH EIHHHIY LId OocTaBuIeiica TOURH.

Yrobn moayanth BeB moxumoMst K, oTBBUanllie clIyyan YACTHHXE
aJIre0panIecKuXs WHTETPAJIORD JAHHOM cTeleHH %, AOCTATOYHO JATh YHC-
1aMb  k; ki Beh BOBMORHEIA JJdA HHX'h SHAUEHIA; HO TAKh Kakh OHH He
MOTYTH OBITH OTPULATEILHEIMH W KaiEI0€ W3B HAXB MEHbIIe #--1, TO YMCIO
BO3MOEHLIX'D sHaueHiii normmoMa K KOHEUHO.

Ipermonomums, uro Mel cocrasmin- Beb mommmoMsr K jag ciryuad
% =1. Jl1a 5T0T0 OYEBHAHO HAXO TOJBKO MOJOEHTH LI KAEJAT0 YKABATEIT
j OZHO W3% uHCeND W —fj, ki (i=1, 2,...,¢) DPABHEIMD eJHHHIE, 3
OCTAIBHEIA HYIAMH.

Iyers K@ (g=1, 2,...,R) sta noiusoMH, r3b R #xb umcro.

Bpegems cabiyontia HOBGA 0003HAUEHIA: MOJOKAME,

Z;’——_#ﬁ:yj2=- C == Uy, 'n—kj

MAp = W, kit = G, nhp2 = oo = G, n-kity
u 3arbyn -
Aij = Wjg

rk ¢ TpUHUMAaeThs Beh 3HAUEHIA
: q
0T'b n—z ka1 10 m— Ek;h
h=1 A=i-}-1

Torga pesyinTars mojcTanoBEH (/); HalAIIETCA BB TAKOMB IPOCTOMD
Banb:

(K)“":Z g - (4)
g=1 ;

Buocsa s10 Bripamenie BB (opMyry (3), IOIyYUME:

a1 g

2y
e .Zy,-gzug
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Mbaag mopajgoks STof ABOWHON CYMMBI MBI IOJYUHME:

K:gz"l{jﬂjg% |

j=1

Ho cymma, B3akioueHHAs BH CKOOKM, IpefeTaBiderTh c000f HHITO
HHOE, KaKb OIHHD H3H I0IuHOMOBS K@ (9=1, 2,...,R) u crbiosarersno
moanHOMD K HHUTO HHOE KaKB CYMMa, COCTaBIeHHAd W35 MOIMHOMOBELK (@),
Hibroroprie u3h 1MOAMHOMOBE MOIYTH He BXOIHTH BOBCE, Ipyrie MOTYT'h BOMTH
110 HBCROIBKRY pash, M MBI IPUXOXUMD Kb HOBOI (opmyxb, ompepbrdwomeit

moaunoMs K
B

K= Z v, KO (6)

g==1

ryb v, HeoTpUIATeIBHBIA ITBIABA UHCIA, JAOBIOTBOPAOMIiA YCIOBIIO:

gk

V=,

u
A

g

Taxums 00pasoMb, onperbauss Beb B DOIMHOMOBE Ijid cayuad n=1,
MBEL J€TRO COGTaBAMD IOAMHOMBL A [iId Kakoift JIrogHO CTEmEHH M.

HeoOxoxumo 3ambTuTh, 9TO paspoikemie mHe OyIeTh eLMHCTBEHHEIME.
Msl noayunMs Be'b pasinuHBIA pasiomenis, MbHAS TperBapuTeIbHO BehMI
BO3MOKHBIME CII0CO0AMH IMOPSAJOED CYMMBI (4),

Onpenbansp moaunoMbs K, MepexolrMb kb H3cIbIoBaHi YaCTHBIX'D
aare0panvueckux’s HHTETPAIOBD, OTBBUAOIMEXE HTOMY mosnHoMy. IlomcTaBuMs
510 sHaueHie moimHoMa K, o0o3HavuB® ero uepess K, BH ypaBHeHie (1)
H TIOJYIHMB:

P ()f
ZX:‘O—%_ 1f-‘=0- (7)
i=1

IlogeraBigeMs Bb 1bByl uacTh 5TOTO paBemcTBa BMbeTO Hemspber-

Haro HaMb IOIMHOMA [ HOIMHOMD #-0ff CTEIeHH C¢b IIPOMBBOJILHBEIME KOD(-

¢QunjenraMu B, moryunMs DOIHHOMB - —1-10 mopaaka. Kosddumients:
n+m—+p—

ol
QYHEIIAME TOCTOAHEBIXD D;. Keanm MH BHEceMB Bb 9TH Bhpamkemigs N,
BMbBETO TOCTOARHEIXE B; sHAUEHIA KOSQ(HIIEHTOBD UYACTHATO WHTErpata f,
onpepbisemaro ypapHerieMs (7), To OHH 00paTdTCsA TOXIECTBEHHO BB HYIb.
IToaToMy, HOJIOKHBE

2 .,
ero N; 4mcioms ( ) OyIyTh JIHHEHHBIMH U OJHOPOJTHBIMH

N =10)

b]




e

(m+n+p—2

TOBD YaCTHBIX'D aﬂreﬁpanqecmnm HHTEIpaloBD #-T0 IlOpHI[Ka YAOBIETBOPA-
OIUXG ypasHeHin (1).
+p—1)

1

. byzems uMBTH ) ypaBHeHifl J1a onperbienia rosQuIieH-

Yucixo monyueHHHIXD ypasHenifi Oyzers Oolplie dYmeda

Henspberapxs. Hamo mosToMy pasimdarh TPE cIydad:

1. 9tn ypasmenia mecoBmberumpl. Torma He OymeTs CYIECTBOBATH
YaCTHATO HHTErpaa, coOTBETCTRYIAT0 HafileHHOMY 3Hadenio K, moannoma K-

2. Uneno MuEefiH0 He3ABHCAMBHIXD MEM[y HUMH HA EIHHHIY MeHbIIe
qncaa HeusBbeTHRIXH D;. Torga 9TH ypasHeHid JalTh Jid HEXD OJHO
ompexbrennoe pburenie, u emy Oyzers orsbuars Bmoams ompepbirenHblil
YacTHEI ajreOpamveckili muTErpalb.

3. Umeno HE3aBHCAMEIXD MEEIY HUMH MeHbIIe Ha YHCIO0 '1>1 Torxa
urca0 phimemii, yIOBIeTBOPAOIMKXE STHMDB YPaBHEHIAME OyIeTH 0e3KOHETHO
6oapmoe. Ho Bo BeAkoMB cayuabh cpeji HIXD MO&ETH CYyHIeCTBOBATH IPYILIA
7 JUHeliHO He3aBHCHUMEBIXD MemIy coboif pbmewnifi. Beb ocraabHBEIA BEpa-
3ATCA Uepesdh HUXH M Uepess 1 COBEPIIEHHO NPOUSBOJBHBIXH BEINUMHD;
upH 3ToMb mocxbrmig Bofigyrs BB phurenie aumefiHo M OXHOPOLHO.

Tlonomuns, 4To MbI Hamuim Ty rpynmy. Torga st + pbimemiit raiyrs
7 JIHHEeHHO He3aBHCHMHIXD UYACTHHIX'B HHTErpaloBbh. (V003HAUHMT HXD Uepess
fili=1,2,...,r) u 6yzeMs uMbTh # TOKIECTBB:

Z A,L’?_KJ;, (®)

@—1

=1, Ay A

BosbMemT #  COBEPIIEHHO TPOUSBOJABHEIXG ‘TMOCTOAHHHXDL C; ()=

=1, 2,...,7), IOMHOKIME TomgecTso (8) ma C; m mpocymmupyeMb 00b
gactn oth 1 g0 7. Ioayunms:
s 2 Ci -
e *“1 =K Y C
3 L),
=1 : =]

, 2
IJT0 TOATECTBO NORABKIBAETH, UTO N MOIMHOMD 26;;5 TaRKe YacT-
=
HbBII MHTErpadsb pELEGMELTpHBELBMOﬁ CHCTEeMBI.
ITOTL caydail sambuareileEs THMB, 4TO MOKHO IOIYUHTH OTCHOLA r—1
HHTETPAJIOBT YpaBHeHid
: Jl

0z
ZX,Z%T_O_
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Bw camoms rbab, moromupn BH HEMD z=ff{(j= B i) WO
, :

ELAeMCs Ha OCHOBAHIM TOEIECTBD (8) IPH MOMONH HEIOCPeACTBEHHATO
BRIUHCIEHIA, UTO DE3YIhTaTDH HTOi MOACTAaHOBRU OY1eTs HYIb. KOHEUHO UHCIO
(YHEI[OHATBHO HE3ABUCHMBIX'G MEKIY HUMH MOKETDH OBITh M MeHbme 7 — 1.

Taxuyns 00pasoMT 3ajada omperbieHis YacTHHXD alredpanyecEnXb
HHTETPAIOBD HOPANKA %, DPash H8BLCTHB mormHOMEL K fi4 cayvas n=1,
CBOTHTCSA Kb Jnmefimofi.

§ 6. Bobiabnenie yacTHbIX®L anare6panyeckuxb WHTErpanoBb, 3ak/i0-
yawwmuxca Bb AaHHOMD noauHomb,

Br raspabiimeMs MBI YBUAUMB, UTO MOTYTH BETpbTUThCA Takie moJuI-
HOMBI, KOTOpBIe BaklioualorTs BB ce0b uacTHBl aarefpamdeckifi nETerpats
BDH BHIB MHOEHTEIA.

Ilyers pammsifi mormmoms F'(2) mpencraBigers cobofi mpomssepenie
IBYXD INOIMHOMOBS @D (x) M [(x), HBH KOTOPBIXE BTOPOH €cTb HacTHBL
aareOpamueckifi uHTErpaxh, YIOBIETBOPAIILI TOXRIECTBY:

5, 0
Y x ’;(f’ — Kf (). (1)

OBosHAUNMD 11 EpaTkocTH uepess X omepamnin

ZX' ox;

=1

Xf(5)= ZX M ,

41

1 TOoIBeprHeMb efi 06b wacTH TOEIECTBA
F(@) =0 () (.
Bt pesyasrarh noayuaems:
XF ()= (@) X () + B (2) Xf (),

Tarkp 4YTO

LI, TIPHHAMAS B0 BHIMAHie TOAIECTEO (1), MATIEMD:
XF () = [ (2) XD (2) 4 f (#) D () K.

910 mocrkiEee TOMIECTBO NOKABBIBAETD, UTO, CIH IOJXIHOME F(x)
nvbeTs BH BUAB MHOmHUTEeXS uacTHHIT airedpamnveckifi mwaTerpaxs f(x), T
u obmifi manGoxapmift pbaurens moamuoMoBd I7(z) u XI (x) TAKEKE BaKII0-
TaeTh MOJUHOME f(z) BH BULS MHOEHTEI.
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OTclofa BBIBOAUMG Takoe MPaBWIO IAd BHIbIeHIA uacTHATO aaredpa-
HUeCKAro WHTETpata H3D loauMHOMA ['(2):

Ioxsepraens ero omepamin X. IloayueHHSII BB pesyrsTarh moImEOMD
XF(x) momers pbamtsea mambro ma mommmoms F(x), u crbroBatelsHo
MOKHO IIOJIOAHTH LIS 3TOTO CAydad

A1 g)—= K, Hlyy.

Isp noxyuennaro Tompecrsa cibiyers, 910 NOIMHOMDB F(x)—uacTHEL
aire0panveckifi HHTETPAID.

Eemn me nommnons XF(x) me rbamrca mambio wa moammoms F(x),
T0 HIIEMB HUXD 00mifi Hamborsmifi yhaurers. Korma ons NPUBOIUTCS Kb
MOCTOAHHRON, 3aKI0UAEMDB, YTO [OIMHOME F'(x) He 3aKI0UAeTh UYACTHATO
aire0panvyeckaro HHTerpala B Bulb MHOmmTers. Korma me 1o Oyrers
H0IMHOMD [ (#), TO MCKOMHI wacTHBI aitreOpamdeckill umrerpars Oyrers
BARIIOYATHCSA BB HTOMD noauHomb. Ilpumbeas ®bp HeMy TOTH e caMbiii
npiems, MB audo yObpmMmed, 9To HOIMHOMD K (x)— uacTHHI aireGpamdeckii
nHTerpalds, Im0o MOAYIHMB HOBHI MOXHHOMB FL(z) cremenn musmeil, ubms
cremens moamHoMa £ (x). Ilpojomkad TakmMB 00pPAsOMB, MBL IHOO0 MOXYIHMD
yacTHEHT axreOpamueckifi mHTerpars Fi(z), aubo yobiuMmed, uTo cpexu
MHOEHTEIeH mormHOMa F'(x) HETH UacTHAro0 aire0pamueckaro HHTErpala.

Iloryuennpiii TakuMb 00pasoMD UACTHHI aareGpamueckifi mATErpaIn
MO®ETH OHITH PasIOEeHD HA MHOKHTEIN, W JIeTRO yOBIUThCA, U4TO KasmIbi
MHOEATe1h OYZeTh BDL CBOI OYepejb WYaCTHREIMG ajre0pamdeckuMb HHTE-
TPAIOMB. '

IlpexnoroAums, 9T0 YacTHEIl aire0pamdyeckiii waATerpars f(z), YI0B-
BIGTBOPAOINLiH TomzecTBy (1), KOTOpPOe MBI MOEeMDH IPEfCTaBHTh BH BHIB

Alosf— W0, _ (2)

COCTOHTH 3B HBCKOIHENXD MHOKHTENEIR.
Pacriagsmaens mommHOMb [(2) HA HENPUBOIUMEE MHOKHTEIH H cib-
JOBATEIbHO MPEJCTABHMD €T0 Bh TAKOMDH BHIb:

i

logf= % a;logf;.

Orcroxa

Broesa monyuenHEri pesyasTars BB TOEIECTBO (2), 1aeMb eMy Takoil BULB:

S

Z ;X log f}:Z “f;;cfﬁ =

=l Je=1
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Takb Eakb BCH IOIMHOMBL f; HEIPHBOLHMEL H Paslmumbl Me&Ly €000,
TO 9T0 TOEIECTBO HEBO3MOKHO 03B TOr0, YTOOB KaikIBl TOIMHOMD X[; He
abruacst ma  coorBbreTByWOmIifi ToaHHOMB fj. O003HAUHBEL YacTHOE OTB
IbreHig sTHXD NOJIMHOMOBE uYepesb K, HHIMEMB PALD TOKIECTBE:

xf— K,

I =102 .

rib. K;— NOIMHOMBL #—1-T0 TOPAIRA.

ITH TORIECTBA U IOKA3HIBAIOTH Halle yTBep&EIeHie 1)

ABaJOTHYHBI cI0c00B BEABIEHIA YACTHBIXD AIreOpanieckuxbs HHTO-
TPaIOBh MpUMBHUME I KFH Goabe o0meMy Cayuamw.

IIpermosoknMs, 4T0 MOIMHOME ['(2), 3aRIOYALNIN TacTHRE aared-
pandeckie MHTETPANbl, 3aBUCHTH IHHEHHO OTH TMOCTOAHHBIXH, SHAUCHie KO-
TOPHIXD & priori memsberTHo; T. e. TpebGyercd Haifitm Bebh gacTHBIE aaredpa-
HYEeCKie HHTETPAJEl, Barllvaniliecd Bb BhpameHin:

S
F@)=Y BiC;, (3)
=1
b B; IaHHBIE DOJIMHOMBI OZHOTO H TOTO-E&e Iopaika, a C; HbroTOpLIA
TOCTOSHHBIA.

TIpe e Beero HaXoIuMh 00IAT0 HFAKOOIBIIATO IBINTe IS HOTHHOMOBS B; ;
0003HAUAME €r0 Yepess B H MOJ0EHME:

B;=BDbBy

i e

Torza [I'(x#) MOmKHO HNPEICTABUTH BB BHLL IpoUsBeIeHIA:

F(m)EB{ZS BM-C,;}.

YacTHbIe atredpamuyeckie MHTETPATH MOTYTH COJIEpKATLCA, Kakb BB
TepBOMB, TakKh I BO BTOPOMB MHOKHTEIAXDH. Hakh TOCTYIATH Ch IIEPBBIMB
MHOKHUTEIEMD, MBI yHKe BHAeMb, a BTODOil OIMHAKOBH CB MOIHHOMOMB (3),
Ch TOK DABHHUIEID, UTO BB HEMB NOINHOME B;; He nMBOTH obdmaro mhim-
rexd. Taxums o0pasoMB B3alada CBOTHTCA KB TOMY GIyYalo, KOTAA [DOJH-
oMbl B; me nmbore ofmaro mpomaTend. IIpeimoiomuMs o9To M IOIBEPI-
HeMb 006 wacTm paBencrBa (3) omepamnim X ; moxyuaeMb BB pPesyiabTarb:

XF (%) = Z G XE
i—1

1) Mos pabora: Yacrasie arrebpanveckie marerpaxst. Crp. 90.
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PasecmorpuMs OTABIBHO ABA CAyYasd:
1. Hwbwore mbero TOXIECTBEHHO CXBIYOULA COOTHOIIEHIA

xh K

By o B, AR ()

BHPAKAOIIA 00CTOATEALCTBO, UTO OTHOmMeHie mnommaoMa XF(x) Kb I0IH-
oMy F(z) me Oymers saBuchrs ore mocTodHEBXE O, KakoBEL OB OHH
HH OBLII. s

Haifizems ofmaro vanGoapmaro ThinTeld TOJIHHOMOB: X.B; u By 1
0003HAYUME DPesyIbTaTh ABIeHIsS STUXD HOIMHOMOBH Ha HXB 00Iaro Haubo.1b-
maro rbanrerd coorsbrersenno uepess K, n £y, Torga mOAyuuMDb Takid
paBeHCTBA:

B AT

G
=l e

ElXBz = -EzBi

Taks rawp [, n FE, nepBele Memay co0010, INOJYYCHHLLA DABEHCTBA
TORA3HBAITE, UTO IMOMMHOME [ — o0mifi jxbinTenp ImoIMHOMOBE Bj;; HO
Takh Kakb OHM 10 HPeJI0JokeHiD He WMBHOTH €ro, T0 MOKHO IPHEATL 14

84 eJUHHUIY, M MBI HOJIY‘IHM'B
gD

=319, 5

 MuomuMb Eamioe pasencTso Ha C; 0 cyMMEDYeMb IO BHAUKY ¢ OTB
IHHUIEL 10 § BRIOUHTEIbHO. Pesyiprars Hammmercs BH TAKOMB BUIb:

i Ol EZ o5

t—1 =1

x {Zlo B, } = Ez CiB;

=
MM HaROHEI'b
XF(z) = B, F(z)

1. e. moamEoME (%) Oyiers YacTHEIME aire0pamteckuMb HHTerpaoMb,
KAROBO OBl HU OBLIO SHAUeHie MOCTOSHERXD C;.
2. CoorHomrenia (4) He uMboTh MbeTa, 10 kpaiimeil Mbpb HoIEOCTHIO.
Torma mOIMHOMB , -

s—1 - s—1
(@)= F(2) XB,— B.XF(@) E{Z G B, } XB—B Y GXB,
b=k

i=1
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Oyzers mpouie, WbMB caMb IOIMHOME F'(x), Takb Kakb BaRI0YACTH 10
kpafineit wbpb oxnoil HeuspberHofi moeToAHHOi Menbme. CBb ApPyroil CTOPOHLL
OH'B 3akIbuaers BL ce0b Beh gacTHRe arrefpamueckie HHTETpaibl, KOTOPHIS
BARI0YALTH MOINHOMB I7(£), W MOKHO BOCHOIB30BATHCS HMB I HXB ONpe-
pbrenia Bywbero moammomMa F(z), EOHEUHO, €cii OHG He 00DPAMALTCH TO&-
JECTBEHHO BEH HYIB. :

AT0 0OCTOATEALCTBO HE MOKETH cﬁyquTbc;{ IIPH TPOU3BOIBHEIXS BHA-
ueHigxs mocTosEENXE C;. Bb camoms pbrb, npupasmgems myio Beb KO-
s(ppuiientsr moauuoMa P (x); mOLYYUMD pPAND IHHENHBIX'E ypaBHeHiil, cBd-
spBanmuXx® HocToaunsra C;. Mscrbiya uxs, Mpr ando yobpmyes, uto Ta-
KHXT BHaueHifi He cymecTByeTs BOBce, 1u60 BHpAsuMb HXH Bek BB BuIb
JNHEHHNXT H OTHOPOJHEXD (YHRIIf HOBEXB HocTOAHHBIXD Cy;(i=1, 2,. . .,5)
rib s;<s—1. XoTd MBI BB STOMB cIyual He MOEEMDB BOCIOJLROBATLCH
NOIMHOMOME D (#£) HEMOoCpPeXCTBEHHO, 3aT0, BHOCA TOJYUEHHKA BHRIPAKEHIA
x1is mocroguunixs Cj(i=1, 2,...,5s—1) BB T0IUHOMD F'(%), YMEHBIIHMD
Bb HEMD UHCIO HEHSBBCTHHIXD IOCTOAHHBIXB. CIbIOBATEIbHO, IOBTOPAL
9TOTH TpieMB, MH 100 pBmuMB BOMpOCH, MO0 TMpUAEME Kb CIydamn, KOrLa
HemspbeTHAA IocTOAHHAg OyieTd OfHa U BOfigers BhH UOIMHOMD BT BUIB
muomuTeasd. Oua me Oymers nwBTh 3HAUeHiA; 0TOpacHiBaeMb ee U IIPUXO-
TUMB KB Pa3cMOTpPBHHOMY HaMu cayualo Berbienis uacrHBIXE adrefpauue-
CRUXD WHTETPANOBE 3B JNAHHATO TMOJIUHOMA.

Rakb MBI Bupbam, mpu sToMB Tpiesh MOTYTH IOIyUAThCA YAcTHEHIE alre-
Opamueckie HHTETPAIH, BABHCAILIE OTH HBCKOIBKUXD NPOM3BOALHBIXD TOCTOSH-
HEIXB. Momers cIyuuThesd, UYTO Takoil MHTerpars paslaraercd Ha IMpoHs-
pefenie HBCKOABENXT MuomuTenxeil. Kamapiii MHO®UTEIs OyIeTh Takxe 3a-
Buchrs auHefiHO OTH NPOMBBOIBHEIXB NOCTOAHHEIXB. BB cayuas Hempuso-
TEMOCTH €ro IDH INPOU3BOIGHEIXD BHAUEHIAXH IOCTOAHHBIXG MOTYTH CYyIle-
CTBOBATh TAKiA COOTHOIDEHIA, YTO OHD AbiaeTcd IPUBOIUMBIMG, H MBI MO-
JREMBH TOIYIATH N3H HET0 UACTHHE aJredpamieckie WHTEIDAJIEl HUSUIATO
MOPATEA.

ToIbKO. 9TO HBIOKEHHEI MPOMECCd IOAYUEHIA UACTHHIXD aiaredpamue-
CKUXD HHTErpaloBs Hafiters ceGb npuwbmemie BB Bompoch moayuenis wacr-
HEIXs AJre0pandecEnX’s WHTETPAJIOBD TaHHALO MOPATEA .

HamumeMs BB EakoMb HuOYIs 1opAisB Beb ofHOUIeHK u3Mbpenia n,
COCTABICHHBIE U3H HepeMbHHBIXD ;. (0003HAUUMB HXB J;[OGJI'}S,HOB&T@JILHO
p-+n—1

e co-

uepeas By (=1, 2,...,8), r1k s Oymers paBHO

CTaBHMD IIOJIUHOMDB

F@EZ@EM (5)

b C; mpousBOILHBIA TOCTOAHHEIA. D10 OyAeTH, 0ueBHAHO, O0MMIfl MOIHHOMB
R-TO TIOPANKA U TP UYACTHHXD BHAYEHIAXDH MOCTOAHHHXDL C; MOEETH Npef-
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CTaBUTh KAKOE YroiHO NOTMHOM®E #-T0 NOpARa, BB YACTHOCTH X000 nH3H
YaCTHHIXh alre0pamyeckux’bs HHTETPAIOBD IOPATKA W H3yyaeMoii HaMu
CHCTEMEL. :

CabroBaTeabHO MEL MOMEMB UPHMBHATE Kb 9TOMY ToxmHOMYy I ()
TOJIBRO YTO HBMOKEHHHI Npomecch H NOIYINMB BCcH vYacTHHIE aJredpamye -
CEie MHTerpajsl HOpPALKa 7. :

- OGparums BHEMAHIC Ha cIbIyomee ¢BOCTBO YACTHHXD aJredpan-
YECEAXD HHTEIPAJI0BD, BHTERAIIIEE 3T TOILKO UTO H3IoEeHHaro. Beb ornm
NOXYUATCA PABIOEEHIEMD Ha MHOKUTEIN UACTHHIXD He airefpamveckux’nb
HHTEIPAIOBb, KOS(PQUIICHTH KOTOPHXD DAMIOHAIBHB OTHOCHTEIBHO KOA((hu-
MIeHTOBD NOIMHOMOBS X;. 9710 cabayers mss Toro o6cToATeJbeTBA, 4TO Beh
omepauin Jx.ﬁﬂ IXD MOJYYIeHIS HOCATDH panioHAJIBHBIL Xaparreps. CooTBBI-
CTBYIONIIl UMb moaumHoMB K OyleTh Takke pPalioHAJILHEIME OTHOCHTEIBHO
TBXB-e K03 QUI[IeHTOBD. '

ITHMb 00CTOATETBCTBOMD MOFKHO BOCIOAB30BATHCS LI TOJyUeHid BTUXD
TOJTHHOMOBE K . :

Tlommmoysr K@, 0 ROTOPHXD TOBOPHIOCH B MPEAELYIIEMD naparpagsb,
3aBHCATH BOOOLIE OTDH HPPAIiOHAIBHOCTH, NpOMCXOiAmell orsh onperbirenia
0COOEHHEIXh TOUGKD U BeIMunHD Ay . Ouperbauss Beb whima meorpuia-

R

TEIBHBIA UHCAA ¥, , JId KOTOPEIX'B cyMMMa ¥ 2, K@ mpexrcrasuts coboift
9=1

HOIMHOMB, BCH ROI((HIIEHTEI KOTOpAaro pamioHAIbHE BH Kos(QuiieRTaxs

LOIMHOMOBE X, , Mbl IOAYYHMDB DAID IIOAMHOMOBL #i—1-T0 MOPARKA, CPEIH
- KOTOpEIXs OYAyTH HAX0AuTHCA Beb nekoMnie moanHoMsl K. Ilpu aToMs Bawmmo

T0 00CTOATEIBCTBO, UTO MOPALOKH COOTBBTCTBYIIIATO UYACTHATO HHTErpala
= :
JAETCA CYMMOK > v, .
3 ;g:l
Wsnomennsiii HaMu IpieMT BAKCHTD €Nl Bb APYTOMT OTHOmEHIm. OHD
IPHBOJAUTS KB DALY HOJIMHOMOBD, 00IATAOUINXTE CBOMCTBOME 3aKI0YATH B

cedb BB BHIb MHOEHTENS uwacTHBe aire0pamueckie MATETPAIHL

CabroBaTeIbHO OTH TOIMHOMEL Xal0Th BCH SIGMEHTH HHTErpata CH-
CTeMbl, eciu oHa umbers wuHTerpaas Tuma G. Darboux, u game caMbli
UHTETPaxbh, ecld OHG airebpamueckiii.

Orcofa BUIHA BagHOCTh HBYUEHIS MOAOOHLIXE MOIHHOMOBH H HECOM-
HbHHEA UXB CBASHL CB HHTETPUPOBABIEMD CHCTEMB BH 00meMH crydab.

JapuMs mpuMEP® MOAYYEHIA TAKHXBH IT0IHHOMOBE.

OBosmaunMs pesyibrarsd omepanin X Halh HOIHHOMOMB DBj; Uepess
Bj; , pesyiprars Toii-ike omepanil HALb LOAMHOMOME B tuepess By n
BooOme XBy; uepesd Biyg, g .
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Tagie moxunoMsr @, (r) IPUHALIEKATH Kb TUIY TOUEUHEIXH KOBADi-
AHTOBD KOHHEKCA '

ZNXH!M:O- | (8)

=1

Takb Eakb H3BBCTHO, 9T0 M BB 9TOMB ciyuah Beb oTH  mOIUHOMEL
Kakb Obl HU OBLI0 BEJNKO UHGAO 7, BHIPAURAWTCSA palliOHAILHO Yepesh
KOHEUHOe YncIo Handorbe MPOCTHXD TOUEUHBIXH KOBADIaHTOBD KOHHEKCA (8),
T0 UBYUEHiC TOXOOHEIXT MOIMHOMOBE TpioGphraeTs GoIblIoH HATEPECH BH
BUJAaXh KOHEUHAT0, BH YACTHOCTH alre0pamdyeckaro HWHTEIPHPOBAHi.

Cp TUMH NOJIMHOMAMH CBA3AHBI TAKKe PA3HEA IIPOEKTHBHBIA CBOM-
CTBZ HHTETPAJIBHEIXD KEPHBHXD.

pusenry mpumbps:

oxomuws p =3 u omperbrums moinaoMs @, (x). Herpyaro Bunbrs,
TTO €r0 MOEKHO MPEICTABUTH BB BULB ouperbinrels

D=l e e

rib X ofosHauaeTtd omeparniio

OGosHAUUMD Temeph 4epess ¢ (#) OTHOPOJHBI MHTErpal HYJIeBOTO
u3Mbperis ypaBHeHid: ;
Sead e s
Lom 28, ? oy :

Torpa ypasnenie
D (2)=0

mpejcTaBuTh co0oil reoMerpuueckoe MECTO BCBXE TOUEKD Mepernda cemeiicTBa
KPUBHIXD : :

rib C mpousBOIbHAA TOCTOSHHAL.
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S3aMBTHBB, YT0 MOKEMS ITPEIIOIORATE TPOUSBOIHYIO S 0esd Bpela
B
1A 00MHOCTH OTINYHOHR OTH HYId, HCKINYAEMD 135 TORIECTBD (3) 0cTAIb-
HEI  TIPOMSBOTHLIA % ( ) (=2, 3,...,p) U OOIyIAEMD TOXKLECTBO THIA
f 4 @)
=11 6
4= = UF, (6)

rrb U wbROTOPHIT IOIMHOMS.
JT0 TORKAECTBO MOKABEBAETH, 4T0 A ybianTes Ha mOIHHOME f (7).
S3aMBHUBG g-e TOAIECTBO H3B UHCIA TOKIECTBEH (3) I1OCPEICTBOMD
TOHIECTBA (4) U IPOMBBEAA TOME HCKINTEHie, TOIYUHMD TOEIECTBO THIA:

: 0
| g .
| e R

KOTOPOE TOKABHIBALTD, IO I OCTAIBHEIE ONperbInTeln: mMarpucest (5) nb-
JIATCA Ha NOIHHOMD f (7).

Hraks, ecan Bb MaTpucceh (5) TOIHHOME K Oy1eTs mBBhCTEHT U He.
o0paTuTs BB Hylb Bcbxb ed omperbanrexedi, 10 coorsbrersyiomifi uacTHbI
JUHEHHH HHTerpaxs HaiileTcs, Kakb MHOEATEIL OJHOIO H3D HUXD.
| Passeprems onpexbiauress 4 1o cremenams mnoxmroma K, IToxyuaews:

ol
A=K +Z 7, Ko,
=1
PasseproBas 4,, HaxoguMb:
-1

A —quP*1+Z V, Bl (8)
i=r
) rib Vi m Vy uwoammoMBr (m—1) ¢ 4 1-T0 HOPAZEA OTHOCHTEILHO Iepe-

MBHHBIXD ;. :

IToausoMs A MOEeTh ORa3aThCA UPHBOAUMBIMG IPH KAKOMB YTOIHO
BHAUeHiN moamHoMa . :

Torpa monuHOMB f(#) paspbiuTs oIUHD 3D STHXD MHOEHTEXEH.

Pasemorpuns cHavaxa cayuaifl, xorga moamHOMB [ (x) abiuTh auHeii-
HElfi MHOEATEAb, T. €. MHOmHTeIb Buga K —S, trb S sBmoasb ompexbien-
HEIl TOJAHOMB #i—1-TO HOPALKA.

- IIpercraBuMts noanHOMBL 4, BB TAKOMTB BuUIb:

IU" e L Ke-i=¢ - §o-i-i
(K~ S)[ Ty +Z Vi K—8 ]+

;

p—1
4 g, 81 | Z Wy So—trt]

e
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e

Mbl BHINMB, UTO IepBasg cyMMa, uMBA MHOENTEIEMD HOIHHOMB K—S,
rbayres Ha mOMHHOMD f(z) 1 cabpoBaTeIbHO BTOPAd CYMMa, TPEICTABIAN-
Mad pesyIsTardh NOJACTAHOBEM [ = S B IOMMHOMH 4, , Tarke IBinTcs Ha
TMOINHOMG f(x) W BB TOMD cayuak, korma mo kpaiimeil mbpb omumes m3D
PesyIbTaToBh Takofi mopcTaHoBEE He ofpamaeTca BD HYIb. Torza msb 9T0I0
BroIES omperbieHHAr0 MOIMHOMA BHTBLLENMD MOIMHOME [(7) IO CMOCOOY,
IPeLIOEEHHONY BE TPeABIyileMs maparpaddb.

Ecin me Beh moamboMBl :

n—1
x, 5’!'—1—:—2 Vs Sp—i=1

g1

TOELECTBEHHO PABHEL HYIW, T. €. €CIH TOIHHOMB S OyIeTh Taroro CBOHCTBA,
yro mocas moncTaHOBKE ero BMbero moammoma K BB Marpueey (5) o00pa-
maoTcd Bh Hyab BeH es omperbamrenn, Heo0xoguMo mpmObrHyTh KB ApY-
TOMY €0c00y.
Tors me cayuall MomkHO m3cabioBaTh cIBIVIONUNME 00PasOMb:
Moxomuws, uto K — S = Pf(x), n nogcrasisens sywbero mormmoma A
Bb ypasmeniaxs (3) S - Pf(z). B pesyisrarh moryuaems:

oF (@) oK

037,- 056,, ]

Z’“ax,- of (@) _ g
=1 :
=12 e .

DTH TOEIECTBA IOKA3HBAKTE, UTO MOJIHHOMSB f(z) ecTh 4HacTHEI IH-
Hefiusifi mHTErpaxd I000T0 U3H YpaBHeHii:

P
0X; 0z 0z
= (9

et

Takb KAED CTENEHH HOBHXD KOA(QUIIeHTORD Ha EIINHHIY MeHbIIe,
ubND NpemHIXD koadpuuientors X;, T0 Hama sazada TpEBefena Kb Goabe
npocTofi, Kh KOTOPOI MOEHO TPUMBHUTH BHOBL 11000f H8H NPieMOBH A1d
oupexbienid YacTHBIX'D JIMHEHHBIXD HHTErPAIOBB.

PascMOTpHME Temeps HEIpPHBOLHMENT MHOEHTeIb TmOImHOMa 4, Held
HefiHpIll OTHOCUTEIBHO MOIHHOMA K.

IIycrs aTo Oy1€TH

L
@@EW+ZEM%
: =1

IlpexmoraraeNt Temepb, uTo OHD rbIuTCA HA IOIHHOMB f(x).
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Byzemt pascMarpusaTh BB HOJIHHOMAXD Bie) Ay (g=1, 2550
moauEoNSs K, EKawb TPOCTYI0 HepeMBHHY H BD 9STOMB IPENOIOKEHIN
rbruMs Beb mosmmomul A, Ha HOIMHOMB @ (z) W TPEINOIOEHMD CHAUAIR,
uro 1o kpafimeil Mbpb OlHED 3B IOMHHOMOBD 4,, mamp. 4, He rbanTea
Gest ocrarka Ha moamHOME @ (#). Torga pesyiplaHTa ABYXDH ypaBHeHIM

Dlzy=10

10
4 (10)

oTHOCHTEIbHO mepembmmoft K Oyers OTIHUHA OTDH HYldd, H MBL MOKEMB
0Ka3arh, 4T0 OHa Oyiers ABIuThCA Ha HMOIUHOMB f().

Muomums woamHoms @D (x) ma [, K, K2, ..., KP-2 a moanHoMD 4,
ma I, K, K2,...,K'~! u moryaaens p—+Il—1 moImmOMOBE, Ibidmuxcs
Ha NOIMHOME f(«), W crbloBaTelbHO MOEEMD HANHCATh PALD TARHXD Pa-

BEHCTBb:
@ (z) Ki= fM

F=00 e ape=2,

4, K0 = My a,

a0t 2

MomHo pascMaTpHBaTh HOJIYUeHHBS paBeHcTBA, Kakbh IMHEHHGIT ypas-
HeHis OTHOCHTeIbHO crememeft K¢ (i=:0,1, 2,...,p--1—2) mormroMa K.
Bropeist wacra uxb 1basres seb Ha moauHOMS [ (), TOITOMY IOJEEHD IBIUTHC
Ha HEro u oupejpbinrens sTuxh ypapHewnilf, a mocabauwifi— mumuro HHOe, KaKb
‘pesyarTamTa ypasHemiii (10), mpeicrasienHas B BHIb omperbiaTera 1o
riamurnueckoit Merors CumapsecTpa.

BakIoueHHEe BB 970l pesyisranth BB BUIS MHOKUTelXefl uacTHEE
HHTETPAIE MOTYTH OHTh BeybIeHH 10 crocoly IpeppIymiaro maparpada.

Bs toMb ke cayuab, Korga moimHoMb A, pbiurca Oesb ocTaTha Ha
moxuEOND @ (), KakoBb. O AU OBLIB MOIWHOMB K, sTa pesyapTanTa Oy-
IeTTH HYIeMb, H Torga Hajzo UpuOBrHYTH KD IPYLOMY €IOCO0Y.

I Bp 5TOME cayuab HelpHBOJUMAro MHOEHTE.NT @ (x) MOEHO Tpeod-
PasoBaTh YpaBHEHIA (3) Takb, UTO K03(QUIieHTEH IpPH YACTHEIXD MPOUBBOJ-

HBIX'B 57 Oyayrs 3aBUCBTH TOJABKO OTH HMOIHHOMOBD —a;' u Takme uspber-
i 'y

HEIXP HAMD IOIHHOMOBH [F;; HO 9Tu KO3()QHUIIEHTS. OYAYTH Vike MOPAIRA
[ (m—1)-ro. TN Takme MOFHO BOCIOALB0BATBCA [T IOJYUEHiS UACTHATO
uHTerpaia f(x), HO BB BHLY CPaBHATEIbHON clIoXHOCTH 4 HE Oy1y Ha
ATOM'B OCTAHABIIBATHCS.

Hakonews saMmbruwms, uTo ecan moruaoMb A Oyjers HEIPHBOIUIMD
IpH EAKOMD YIOXHO 3HAUEHIN MOIMHOMA K, TO DE3YIbTAHTA yPaBHEHLT

=0







i St

Ho uwba 35 Buy, uT0o TMOIUHOMH f(2) u fi(x) TOILEO TOTZA MOTYTH
OHITH JHHEfiHO 3ABHCHMbBI, KOTTA OHH TPEICTABIAINTD co0oil OZUHB U TOTH iKe
yacTHA IuHefiHblit mHTerpaxs, yObkmaeMcd, 4TO BTOPOl MHOKUTEIb He
paBews HYIH, a MOTOMY HMbBeMd: ;

A=0
qu()

Orcwoga crbayers, uro ecan moinHoMy K coorBbreTBYeTs Gorbe oxHOrO
YACTHATO IHHEeHHAro mHTerpata, OHb—O00WIifl KopeHb p - 1 ypaBHeHii, mo-
IyUaeMBIXh IpPUPABHEBAHIEMD HYIK BebXb omperhaurtenedi marpuccsl (5).

. D70 TpeiTOmeHie TAaeTh BOSMOEHOCTh Hafitnm moaunoms K. CoorBbT-
CTBYIOIie €My YACTHEIE JIHHEHHBIE WHTErpaJsl MOTYTH ObITh HAfileHH IO
npieMaMs. 5-ro maparpada. :

TommecTBo (2) MOKHO HCHOIB30BATH EIIe JPYTHMB CIIOCOOOMB. Samb-
of (&) :

0z,

HAGMD CHavaJJa MPOU3BOIHBLA Ha, OCHOBAHIN PaBCHCTBA:

of(z) 04 fiz)
()x,- 1 @yt

I IIOJYy4aeMb PaBEHCTBO:

P

Z %jﬂx}_ﬂ(l) X; =f(x')A(1)K+ KA(I)f(x)_ :

A=l

Tapasg 3arbMs BH HeMB HepeMBHHEMB #; (t=1, 2,...,p) B3HaUE-
His, 00pAMA0Iisa Bh HYIb TMOINHOMB f(x), 1 3ambuad, uro mo (opmyad (I1I)
nepsaro maparpaga AMf(x) ={f(y), IPUXOTUMD KB TAEOMy DABEHCIBY:

4
Y (awx) LD — (10 £1y), an

4=1

b crOOEH, BB KOTOPEIXD mocrasiensl moxmroMsl ADX; u K, 0603HaYa0TS,
UTO JIA TepeMBHHBIXD x; BSATH Takid SHAYEHiA, KOTOPHA 00pamamTh Bb
HYAb TOIMHOMB f(%), IPYTHEMH CIOBAMHE, 9TH HepeMBHHBIA CRABAHEL COOT-

HOUIeHIieND
f(x)=0.

MoxHO pascMaTpuBaTh 3T0 PaBEHCTBO, Kakh ypaBHeHie, ompexbiso-
mee JuEeHHEi moanHoME f(y), APYTHMH CIOBAMH, TOIMHOMSB [(y) Oyierd
YACTHHIMG HHTETPAIOMD CHCTEMBI:

dy, e e (12)
(A9X) (ADX,) T (49X
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CpaBHHBag 3Ty Marpuecy ¢b MaTpuceoil (5), MHL BHIUMB, UTO Ilepe-
wbEHBIE #; oMBOTH BD Hefl CHeIiaJbHLIA 3HAUEHIA, a HMEHHO TH, ROTOPHA
00pamamnTs BH HYJIb YACTHHIH IHHEHHEI HHTETPATE.

JT0 cBoilcTBO oupexbiuTeneil TOALEO ,4TO HAIMCAHHON MATPHCCHI
o0pamaThes BH HYIb AIA BeBXB TOUEKH YACTHATO JHHEfHAr0 MHTETrpata—
9KBHBAJEHTHO, OUEBHIHO, LHOJIYYEHHOMY yiKe HaMu CBOHCTBY ompexbaureneit
MaTpuces (5) ThanThes Ha vacTHHID JauHefinsiit mHTErpals f(x).

Eein poifpangad TOuka TakoBa, yro 10 kpafimeli wbph oguns usbh
IePBHXs MHHOPORS MATpuCCH (16) He paBemsb HyIo, T0 p—1 H3H ypas-
HeHill (14) m (15) OyIyTh HE3aBHCHMH H JafyTh ONpejbieHHBIA SHAUEHId
LI R09(PuIieHTOBD YacTHArQ JInHeliHaro muTerpaia. Mil MomeM® mpen-
CTaBHTH €ro BB BuAb omperbiurend; IIA4 sTOr0 WOCTYHAEMb CIBIYIOIIAMD
o0pasoms. Bepems rakofi us® omperbimreneii marpuecsl (16), KOTOPBIT 3a~
EI0UaeTh BH cedh meobpamalomifics BB HyIb MHHOPH, H Beh oleMeHTH
TOr0 cT0A0IA, KOTOPHII He BaKTOTAETH 5JIEMEHTOBE HEOOPAIlAnINArocs Bb
HYIb MHHOPR, 3aMBHUME UepPesb Y, Yay Yzs o -« s Yp «

Ecin e B3aras HaMum TOUKa 4; TakOBa, uT0 BCh MuHOpPH 10 A-TO
mopsTka Marpucesl (16) o0palalTes Bb HYIb, TO BB cOOTBBTCTByDIIEE
BHIpaKeHie uyacTHAr0 InHefiHaro mATerpala BOfileTh u3BBETHOE YHCIO IIPO-
HBBOABHEIXD TOCTOSHHBIXE.

Ilepeiitems memeps &b ompenbieHin Toueks, o0pamMAnIINXE BB HY.Ib
TACTHBII JUHEIHBIT HHTerpasb.

Jdergo yobautses, UTO CYMIECTBYIOTH OCOOEHHBIA TOUEM, KOTOPHLA 00pa-
HIAI0TH BB HyIb UACTHEA airedpamueckifi nnrerpars f(z) rwlofi cremenu ).

Raxs Mbr Burbianm 85 § 4, 0COOCHHBIA TOUEH ONPeIBIAI0TCA YPaBHeHIAMI:

Xi— 11 it v e (17)
of (x

Muoguns 00b uacTH HaTHCAHHRIX'B YpaBHeHilt Ha g B cymmn-
: : _

pyeMb 1o HHAeKCY ¢ OTH 1 10 p BRIDYHTEIBHO. BB pesyipTarh MmOIyIaeMs:

4 p =

@ b ofte)
ZX” e Z goF
= =21

HIH, NPHHEMAA BO BHUMAaHie, uTo f(#) 4acTHHIH anredpamdeckiil HHTETpalb:

Kf(2) = naf ().

Maw moexbinaro paBeEcTBa cabayers. uto Beb 0coOeHHBIA TOYKH, He
00pamanuid Bs HyIb HOIHHOMA f(2), JIOBIETBOPATH YCJIOBID

K.—_—n};,

1 Cp. A. M. Cuunoss. Teopis xomHeEcoBs BB mpocTpaHcTBE, €Tp. 253.
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0 CIBIOBATEIBHO TAKUME YpaBHEHigMB:

%Xlsz,

7 TN,

Ecan Beh 0co0eHHEIA TOURN PAasIMUHEL TO THCI0 0COBEHHLIX TOYEKD,
JAOBIOTBOPAIOIIUXD TOJABKO YTO HAMHCAHHEIMNG YPABHEHIAMTE He MOEKETH GHTDH
Ooxapme #mP~1 m cabloBATeIBHO 0OMEe UYHCI0 0COBEHHEIYE TOUeKD, oOpama-

OIUXD BB HYIb TAHHLI yacTHHH airebpamueckiii HHTETpaIt, HE MOKETH
mP—1_ 1

m—1

Bp ciyuab coBmazemis 0cOOEHHBIXD TOUEED M Takme Oe3rOHEUHATO
YIeHa UXB, T0Ka3aTeIbCTBO 6yﬂ,éT’L MHOTO caoxBbe m MBI He OyzeMb 0cTa-
HaBINBATHCA HA BHIBOAL ero p1a obmiaro cryuas: Uto me Kacaercd cayuasd
n=1, 10 6Iarogapa OTCYTCTBiK KPATHHXH TOUEKH y IHHEHHATO MOINHOMA,
MOKA3ATEILCTBO YUPOIIAETCS.

OFITH MeHbIme

of (z
Ilpemae Bcero MBI MOmeMD IPeAIIOI0KHUTD, UTO TPOH3BOJHAL }(;(,) He

Ly
paBHA HYII.
YpaBrenia:

f(2)=0

Xo=Jd; =g 8
fouyeTATh M0 KpaiiHell Mbpb ommo phmenie x;=a; (=1, 2,..., p). Io-
RaeMb, UT0 5T0 pbuienie 1aeTs 0co0eHHYD Touky. OGosHAYHMD pesyan-
TaTh MOACTAHOBRH & =ai (=1, 2,...,p) BB HoIuHOME K Fip ok,

coorBbreTsenno uepess K (a), f(a), m A;.
IIpexne Beero mmbens:

A= Aoy Penra iy (18)
L of(@ e
MHOEAA 3TH PaBBHCTBa Ha ()LZ u C_YMMI/IPYH o HHI[BKCY LB
4 V7
a0 p BI{JIIO‘H/ITBJHJHO, HaXOlLI/IM'L.'
Of (@) o 0f(@)
A; el 1
Z i =1 Z a5 (19)

Ho ¢» npyroii cTopomsr

g
Z A, g;f:”) — K(a) f(a) =0,

i==1

p
Zaft af(a) ”"f( )—

=1




c bl e

S dfte) of (a)
Z .Ai 0?/; :—A1 dal

=2
%

2
Y a0 il

0 a; . 0&1

2

g3

BHecs moxyueHHHS BRIpameHiS cyMMTL BB paBeHcTBO (19), moTyUIaeME
PaBEHCTBO:

df (a)

day

of(a)

= ody

:_lal 3

9f(a) df ()

HId, Takb RaKb BeJIHYNHA -— - paBHaI

— HE HYIH, T0
Al = 2@1 9

EOTOpOe cOBMBCTHO ¢ paBemcrsamm (18) TOKa3EBAGTE, UYTO TOUKA @
(¢t=1, 2,...,p) ocobennad.

WMrars ssr yobuwmics, wro mo kpafimefi whpb ozHa us® ocobeHHExT
TOUEKD CHCTeMEL O0PATHTTD BB HyIb TaHHLE YaCTHEI ImHefmmL HHTErpatsb.
Orcroga cabryers, uro, ecam MH Oyienms MOTCTABIATH BHAUCHIA, omperbid-
IOTIA 0COOBHHBA TOUEM, Bb TOIBKO UTO TIOIYUCHHBLS BRIPAKEHId, MEL 00s-
3aTelIbHO HAMIeMDb CDeiH HUX'h M MCKOMBI UACTHEI InHefmEit HHTErpatb. -
CrbropaterbHo moxyunMs paxe auHefimBXD BBIDAKEHIH, cpell KOTOPHIXD
HaxofATca Beb wacrEBle amHefinsie maTerparn. Komeumo HBROTOPEIA U3D
STUXT BHDAmeHIH, a MOEETD GHTH 1 Beb MOTyTh He OBITh YaCTHHIME HH-
Terpaxayu. IIposbpra sroro ofcrosrenncTsa, a Takke pmaipEbiimee mzcib-
AoBaHie IHHEMHBIX'D BHpamenifi, 3aRI0IALIIHXE IIPOU3BOJIBHBIA TOCTOARHEBIA,
HE NpPEICTABIAITS HOBBIXB TPYAHOCTEl, I HAa oTOMB MH He GYIEMH 0cTa-
HaBINBATHCS.

J10Th cm0co0s Bambuaresens THwB, uTO OHD IPEICTABIACTE CO0Oi
upayoe ofo0menie mpmwbHAeMaro Temeps crocoda onperbienia YaCTHHXD
AMHEHHBIX's HHTEIPAIOBD JIid cayuad m — 1,

3arbMb OHD JaeTh BOSMORHOCT CYIUTH 00 UPPALiOHAIBHOCTH, OT6
KOTOPOIl MOTYTH 3aBUCHTH ROS((HIIEHTS uacTHATO IHHEHHATO HHTErpala, u
JEAShIBAETL Ha CBASh MEETY EODHAMH XAPAKTEPHCTHIECKUX'B YpaBHeHif,
AQIOMIXD BOIMYHHBL Ay I8 Kamlofl ocobemmoii Tourm, a Tamke I03BOILETEH
u3y4arh a priori TH IpPYIIEL, ROTOPHE MOTYTH COCTABIATH YACTHLE AHHEfi-
HBI@ HHTEIPAJEL.
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§ 8. Cucrema Cb JMHEAHbIMM HHTErpanam. 06uLis 3aKN0YeHis.

JomycTHM®b, UT0 ypaBHEHIe:

%

p »()ﬂ

V;, — — 1
Y X5 =0, (1)
g1

06IaTAeTD UYACTHEING AIreCPAmuecKuMb HHTETPAIOMb, yAOBICTBODAIOUND
TOHLECTBY:

P
g ;
: Z ;x,.—dw_i = (2)
Tl

OOmee 1uHeiimoe mpeodpasoBaHie OTHOPOIHBIXD HePeMBHHEBIXD MOKETH
Onrh paséuTo HA DAL IpeodpasoBamiil crbayomaro THma ')

Yy =
el L e
p—1 (3)
Yp = T +Z L i
=1

Il0sTONY JIS JOKasarelbcTBA HBKOTOPHIX HHBAPIAHTHHIXD ¢BOMCTBE
JTOCTATOUHO [OIBOBATHCA TOIBEO UMB: JOKAsaHHOe OYIeTH CHPABEAINEO I
I caMaro 00maro mpeo0pasoBamid.

Paspbimas B3ATBIA HaMi (OPMYIBL OTHOCHTEXHHO nepeMbHEBIXD %7,
NOJYTHMB CaBIyOIIis 00paTHBLL (POPMYILL IpeodpasoBaHia:

=
j:1! 21"'1!73'—1»

p—1 (4:)
dp—Yp = Z Liys.

Tpeodpasyems o0a ypaBHenia (1) m (2) Kb HOBHIMB HepeMBbHHBIMD.

Pajii 57070 TpomsBefeMb BH moxmHonMb [ u QYHEOUL & saMbHy mepe-
WHHEEXD 2; HA HOBELT y; MOMOMBD (OPMYLH (4) B 000BHAUUMB HTO cE00-
KAMH, Takb UTO CHMBOXEL (f) U (2) UPEICTaBATH ¢000fi pesyIbTaTEL HTOI
sambus. Momuo cuMBoJEL () 1 (2) paseMarpuBarb, Kakh HEIBHBLA (pyHEIiH
mepeMbHENXD #; uepess mocpeicTso (PopMyas (3), TOrLA oHb CTAHYTD paB-
HEIME [(z) 1 2.

OGosHaumBb, RAKD Tpele, tepess X ONEpamino

4

¥y -
()x,b.

it

1) Cp. mow padory. JacTHBE anrefpaideckie THTEIPALBL, CTP. 1—6.
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IOXBEPraeMs eff MOIMHOME [ 1 (yHEIID (z) BB 9TOM'b IPEANOI0EEHIN; TOTLA

IOIyYaeMBb:
RN

ZA,M ZW)X SR

Yi, BakD (YHROIN mepeMBRELIXD z,, manres gopmyramu (3); moatomy Xy
pesyisTarsl omepanin X OyIyTs cabiyomie:

X.%‘ = Xz'

gL 0 1

Xyp = Z Xili+ X, (5)

Iponssesen® BO BIOPEIX® YACTAXH HTHXB (OPMYIH saMbmy mepemba-
HHIXD 2; HA [EPEMBHEBIA y; HOMOIBI0 (Jopmyrs (4) H 0GOSHAMUMT ce
CHOB3 CKOORKAMH, Tak® 4YTO

- Xyi= Y= (X))

=g ]
p—1
Xgp =Yy = Y (XD L+ (X))
U TOIyIHMD HAIIH ypaBHeHis (1) m (2) OKOHUATEIRHO IIPe00Pas0BAHEEBIMI

BB Taroii Qopmsb:
r
d(2)
Z ¥, P (6)

=t

)
Z Yy = &),

CpaBHEBag 9TH JBa paBEHCTBA MLy c000I0 H ¢'h IePBOHAUAIBHBIMI
(1) m (2), yObmnaemcsa Bb TOMB, uTo Jumefinoe mMpeoGpasoBamie npeobpasy-
€Th UACTHGLII aareOpamueckifi wumrerpars ypaBHemis (1) BB UACTHHI e
aareOpamyeckiii mHTErpals IIpe00pasOBAHHATO YpaBHEHLA (6).
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IIpubaBums Temeps Kb BHODAHHOMY HaM; JHHefiHOMYy IpeoOpasoBaHilo
p—1
yeaosie, uTo cymMma ¥ l;2i -z, Oyferh YacTHEIMB ajareOpanyecEnMb HHTE-
=1
rpaJoMs ypaBHeHiA (1), T. e. OyIeTh YIOBICTBOPATL TOMTECTBY:

p—1 p
x (V Lo - xp) = K, (Zliw@+xp).
; :1 oo =
IpurnMag Bo BHEMaHie (opyMyry (5) m mocrbpunio usb QopMyTs (3),
TTHITEeM.

p—1
Xyp= ZXz i+ Xp = Kyyy.
, gl
OTcoIa OROHUATEABHO IMOIYyIAEMb
o1
Y= Y (X b+ (Xp) = (K) -
=1

Hoaxyuennas (PopMyla MOEKASEBAETH, UTO, ecan ypasHenie (1) mwbers
qacTHEI JIuHefAb WHTErpalb, TO €r0 BCerfa MOKHO IpeodpasoBaTh II0-
MOMIBI0 IHHefiHaro mpeodpasoBamis, Tawb 4TO KOa(QUIIEHTH IPH TPOHSBOI-
Holt mo oxHOfi maB mepeMbEERXE OyieTs IBIuTLCA Ha 9Ty IepeMbHHEYD.

MoOEHO BOCIOIB30BATHCA HTHMT 00CTOATEABCTBOMD LI YIPOUIEHIiA Io-
IyueHid YACTHEIXD aire0pamieckuxb HHTErPaloBD.

Bo camows wbab, mpemmoraraeMb, UT0 Halla CHCTEMa TakoBa H Yike
IpuBEIeHa Kb BULY, IPI KOTOPOMB K03(D(PUIIEHTD szprf)'

IIpemie Beero rpymma 0COOEHHEIXE TOUGKD CTAHOBHTCA IPHBOTHMOIL.

Tlpi HAITEMH HOBOMWH UDEITOIOKeHIH Halmumens TommHOMEL X, BB
TAROMB BUIb:

X = X2 X
=i M op—1
X —2z X3
b4 i
b XY moImHOMBI OTHHXD HepewbaEExs 4 (=1, 2. ., p—1)
YpasHeHia, onperbidomia 0COOEHHNA TOURH OYAyTH CIBIylOmIia:

X 4z XO — 1,
t Poag %
f=1. 2 =1 (7)‘
x X@ =z . ;
PP P

Tlocabimee mpousBeleHie MOEKHO IPeICTaBATL BB TAKOMB BuIb:

2, (XO—2)=0.
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Otcora crbiyers, 4T0 0COOEHHEIA TOUEH pasbusaorcsa Ha 1Bh [PYLIIBL:
IIa OfHOIX :

T IPYyTOit

H crbIOBATEIBHO OIHA TPYNTA JAETCH YPABHEHIAMI

Xgl) —
Gesdni O 3
Xy = 0 3 (8) :
a Jpyrasgd ypaBHeHiAMU
7

1 N__ Y@
Xi )+ pr% ) = Xé Jaz .

=1, 2., p—%F

Mir npumbHAIE oco0eHHBIA TOUEN [Jid IOJyYeHid moanmHoMa K.
IpercrabigeMs ero ®n Buxb KWLz, K,, rab KO noimHOMB OIHEXD
nepeMbEEEXD 2; (i=1, 2, ...,p—1). lokamens, uto 114 onperbirenid
‘noxmHOMa KO joeTaTouno IepBoii TPYIIE 0COOSHHLIX'E TOUKS.

Ilpexcrapigens vacTHEL airebpandeckiil mETErpars B BULS [V 2,7, ,
rib moxmmoms /O me saBments orp mepembmmoii z,. Toria ycaosie, uTo

9TOTD TOJHHOM’H—YACTHELI HHTEerpaJb, HaOHOIETCA BB TaKOMb BH,HﬂS:

p—1 P

o O L) 0 (V4 zpf5)

[y e il g : it e SRy s
Z X”‘ 04 T % Z — 04 (9)
=1 =1

= (KW4- 2, K,) (M4 mpf2)_

Toxaras BB oTOMB TOmAECTBS TepeMBHHYO #, paBHOf HyIb, IOIy-
YaeMb TOEIECTBO:

S
Z X = i (10)
i

i=1

KoTopoe ompexbigers, raxp noamEoMd KO, taxs m moammoMs fO,
Ho mommmoms KO, wokmo onperbiuTh TpH MOMOIIH 0COOEHHEIXB
TOUYEKD, OIpelbIdeMpIXs ypaBHeHiIMU:

X0 = Ao

=1 Uity =

Ecan upnbapuMs Fb HIMD ypaBHeHie 2, =0, T0 IOIYIHMD KAKD
pasb ypaBHeHid (8), ubMB H JT0KA3HIBAETCS HAlle yTBepEILeHie.

Ecan sajama cremenp wacTHaro aarefpamueckaro HHTErpala %, TO
MOKHO OTpaHHUNThCA onpegbienieMs oxmoro moamnaoMa K (1,
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1
:

=66
Ilpexie obMb IOKA3aTh 5T0, 3aMBHEMT ypaBHEHie

p—1
6’2 ot
e ) e
ZX" - z X ! | (11)
=1

HHBIMG, KoTOpoe ThMB He MeHbe HMféeTrb Beh Th me wacTHEE aaredpande-

CKie HHTEerpabl.
Bepews cHauala ypasHemie caMbws oOmuMb. TacTHbHl airebpamde-

ckiff mATErpalt f TOPANEA 7 YIOBICTBOPAETDH JIBYMB TOMIECTBAMB!

14

of
2 Xy = KF
i=1
P
of
Z % 0755 = nf.
=1

OHH SEBHBAJEHTHE IBYMDB CIBIYIOIIHMD:

o
2 (X,-—:c,-L)g—; SRl

in;%=%fa

=1

rrb L obosHauaeTh [JAHHEIH, HO COBEPIICHHO IIPOM3BOILHEI  MOJHHOMD
m—1-T0 IOPATKA.
DTH 7TBA TORIECTBA JOKA3HBAITE, 4T0 00a YPABHEHIST

$x o

=1

P s
=1

avBOTE OgEM W TH e UACTHHE airedpapueckie HHTEIDAJBL.

OueBHIHO, 40 0COOEHHBIA Touku Gyayrs Th e A1a 00BHXT ypaBHeHii.
UsnbHAOTCA TOIBKO BEIMIHHHL A; U Ay, @& BB 3aBUCAMOCTH OTH HUXD I
TMOINHONE K.

MO:EHO BOCTIONB30BATHCA BBEIeHieMB noampoMa L TakmMb 0GpasoMs,
gTo0H aTh NoxmHOMaMb X; HanGorbe yRoOHBLE JIid HELG'B BuI'b. MOKHO

0X;
Hamp. omperbiuTh ero TAKHMD OGPaBOM'B, 4TOOBL CYMMa Z—— ObL1a OF
paBHA HYIO. =l



L&

e

Uro ke KacaeTcd PascMaTpPUBAEMAr0 HaMi ypapHeHis (11), TO MOKHO
npuHATh L = Xf/ I ypaBHeHie IpHBelercs Kb BHLY

p—1

Zx

BB EOTOPOME TepembHHas x, BXOINTH Y&e BB BHLS IIPOCTOTO HapaMerpa.
Hosarag zy=2, s ({=1, 2,..., p—1), MB NPUBEJENH 5T0 YypaBHE-
gie Kb pamioHAIbHOMY JNHEiHOMY ypaBHEHID BB YaCTHEIXD TMPOHSBOJHBIXD
0est mpaBofi YacTH ¢b p—1 HEOTHOPOLHLIME HepPeMBHHBIME.

[\z

TaguMD 00pA30MT NPUXOIUMS KB 3aRI0UeHil, u0 ompepbremie dact-
HBIXD AITe0palueckuXb HHTEIPAIoBh 1A yPaBHEHIA BB p OXHOPOLHBIXD
HensphCTHEAD ¢ IHHEHHEND YaCTHEIMD HATETPAIOME SEBUBAIEHTHO 3ajaub
ompexbienis YACTHBIXH aIT€0paNuecKuxXt HHTETPAIoBh ¢b p-—1 HEONHO-
poxupMi TepeMBEERIME B 00paTHO.

"TouHO Tak&e MOKHO TOKasaTh 0esd 0codaro Tpyla, uTo eclil ypapHenie

Qo

YR

.

=

nvbers k IMHEHHXE YACTHHYE HHTEIPAIOBD, T0 OHO IPUBONTCS KD (opmb:

HpOM'ﬁ TOr0, KOTJA @ HE3aBHCHMLIXh YACTHHIXD JNHeHBIXD HaTerpa-

N

J0BH OTBETAITE OTHOMY I TOMY i&e HOIMHOMY /', 9ToMy ypaBHEHID MOKHO
JaTh BHIB
2 ¥1 ()Jc :

rrb mepewmbHEBIT 2, (1=p—o0-+1, p—o-2,...,p) OyIyrs Urparh Poib
TMapaMeTpoBb.

Bo Bebxps sruXt CAYIAAXE OOpelbleHie yacTHArO WHTETpala JAHHATO
TOPALKA % SHAYNTEILHO YIPOIMAeTCS THMH 00CTOATEIbCTBOMD, UTO phmenie
InHeHEEXE YPABHEHIN CBOZUTCS Kb TOCIBIOBATEIBHOMY phuienin TaruXb
e yDABHeHif, HO ¢’b MEHBIIHMD WCIOMH TepeMbHHEXE.

s npuwbpa pasOepens BB 00IIEXD UepTax® CaMblil Mpocroll caydair.
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IMoxomuns:

Xz= Z X@ag
g=0 (1 2)

XI,; G
OueBugHO, 4TO [IIA TAKOTO YpaBHeHis Bedrili uvacTHHl aiarebpamie-
CKill MHTErpaxs IOpAAKA 72y < %, IPHUBEIETH Kb YACTHOMY aire0pamueckoMy
HHTErpalry x;—ﬁif n-T0 TOpAIKa. [NOHeUHO JOCTATOYHO OTPAHHUUTHCA Pashl-
CRaHieMb THXB, KOTODHE TPH Zp== 0 00pamainTcs TOERIECTBEHHO BB OTINU-
HEL 0T Hyxd moxmHoM® [, onperbisemsifi, Kakb M pagbiie BuLBIM,
ypaBHEHIEMb: '

e
Z XP- = KOf0, (13)
=ik ¥

ITo cmocoOy, msi0KEeHHOMY BB 1—4 maparpafaxb, Mbl CMOKEMD ONpe-
rbauTs moinHoMs KO,

Depems orHO #3H MOIYUEHHHXE I8 Hero sHauenii m ompegbigems
noxmEOMB ) 1o cmocofy mAraro maparpadga.

Mpr mpexmoromnyMs, 9TO P BHOPAHAOMB 3HaueHinm moxmHOMa KO He
CyImecTBYeTDd moamHoMa [ TOpALKa MEHbINe %, YIOBIETBOPAIIIATO TOK-
JecTBY (12), I GyMECTBYeTH TOIAbEO OXUHB IOIHHOME f© mopanka mn.

He Tpymuo yobpuThes, aT0 TPH STOMT YCJIOBIH (4 He CTaHY OCTAHAB-
IUBAThCA HA JOKA3aTEXbCTBB) CYNIECTBYETH TOABKO KOHEWHOE WHCIO0 IOXH-
HOMOBE K W f, yIOBIETBOPAOIEXD TOMAECTBY:

p—1
of
Z X, 55— X

=1

ol moxuHoMEl X; UMBOTH 3HAUeHiA, TAHHRA paBeHCTBAMH (12), a IIOJIH-
HOMB K 1npu #,= 0 obpamaercd Bb MOInHOME K (©),

Mp momenms IIPeAII0.I0EUTD HCROMBIE IMOJHHOMBL f u K BB TakoMb BH,H,'ﬁZ

m-—1
e ZK@ o

G=1

n
2 W) ok
) e
h=0
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Torma TORIECTBO, KOTOPOMY OHIM YIOBICTBOPIOTD, HalnmeTrca TaRb:

TZ:{ yZzO X l{.g) 551”, }{ f af® } 2 IL(J) 29 hZOf'(h) o

HT0 TOMKTIECTBO paclajaercd Ha #w + n oTT5IPHEXG, TAKh KAkD BCh
KOB(HIIEHTE TPH CTENEHAXD NEePeMBIHON 7, NOLEHEL PABHATHCA HYLWO
oo OTIBIBHOCTH.,

MOKHO HAIECATh UXE Beh BH TakoMb BHLB:

L
2 Z X Of( = 2[{(5});%-—9) (14)

e=dg—=0

rrb  poammo upuEEMATh Beh sHaueHis oTs O 10 m-n—1 BRIOUHTEILHO,
0 Ipu g>>m MOIHHOMEL X () JTOMKHBL PABHATLCA HYIW, TOTHO Tak#e IpH
g>m—1 moIuHOME K¢ pABHEL HYLO I HAROHEI'D TOIIMHOMEL W mpu h>n.
Tlepsoe ms® HOJIY‘IGHHBIX’E paBeHcTBH (14) COBIALALTH C'h YPABHEHIEMb
(12) u gaers HAMB MO 5-My maparpady pab AMHEHHBIXD ypaBHeHIH 1A
ouperbaenis ros(uuienToss mommaoMa 7).
Bropoe HagHIIETCA TaKb:

p—
Z X, @ —l— Z 1(1) 0x — KOf0-L KOFO

¢ i =l

§ ACTH MEHBIIEe YHCIO 3ABHCHMOCTEfl MeKIy MCKONEIMH Kod(guIieRTaM,

ybye pasemerso (13). 9T sapmenmocTH OyAyrs IHHEHH OTHOCHTEILHO

ros(pumientops moammomoss [y KU, Bp mxb BBIpAmeHid uepesh JaH-

HEIA 3aJa49d MOTYTH BOHTH JUHEIHO H HpOI/I3BOTIBHI>IH TIOCTOSHHBLA 0(1)
Tperbe #sb PaBeHCTBH (14) HANHUMETCA BH TAKOMD BuIh:

p—1 @) =
Z X§°) 0f Z X@ 00]((1’ = Z T(( ) = KOf&L KO L K®fFO

1

gl g =1

Or0 gaerp enie Megpme coorTHomenii. OHI OyIyTd JUHEHHBIMH OTHO-
cHTeIbHO KOA(QHIIeRTORS NOTHROMOBE [ 1 K, a MpONBBOIBHBLA TOCTO-
apgsa C'D, ROTOPHIA MOTYTH 3aRIOUAThCHA BB BHPAKCHIN k03U HTOBD
moaHoMOBH [ m KO, Bofizyrs yme BB TakoMb caryual Bo BTOpOl CTe-
menn. Phmenmie 1acrs, roops BoodIie, HBCKOIBKO COOTHOIIeHI MEMLy I0-
CTOSHHBIME C’m MOIYUAEMEIX'S UYTEMb HCKIOUGHIT BCBXB Hen3BBCTHEXD
Road)cpﬂmeﬁl‘om. moxuEoMOBs [@ mw K® § Bolpasurh Hocabimie depesd
TpemHIA MOCTOAHHBIA C“) I MOMEThH CAYUNTHCS, HOBBLLA C(") KOTOpbIA BOJi-
IyTH IAHEHHO.
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IIporoxmad Takb, BHPAsUMD B K03(QQUIIEHTH NOJIMHOMOBDL A 1 [
uepesnh HOBbIA Hemshermsil moctosmmnt CfY, CF) Cj“*) M T. Q. H OOIy-
unMB PAAH yeaoBift 11g uxD ompenbrenia. Be BHIY NpHHATHIXD HaMH IIpej-
[OIOKEHIH MOIYUeHHELA yea10BiA MOryrs OBITh aAnbo HecOoBMBCTHHL, 1m0 Aa-
IyTh KOHEUHOEe YMCIO 3HAUEHIN IId4 TMOCTOSHHBIXD CJfg). ;

Onpexbrenie 9THXH NMOCTOAHHHXD NOoTpeOyers pbhireHia ypasHemii
BBICIINXG CTeleHefi, HO BH JagHOME cryuah Bompoeh obxeruaerca THMb,
UTO KODHH 3THXD ypaBHeHill BHpamamwTcd pPALiOHAILHO Uepesh 3HAUeHid,
omperbaanmia 0cO0EHEBIA TOURM W UEPes® BEIMUMHS A; M Ay .

Momuo Takme He pbmars sTuxh ypaBHeHifl, a TpEMBHATH 11d OKOH-
YyaTeIbHAT0 OnperbieHid IOIMHOMA f IpieM®, yrasamunil BH § 6.

BosMOEHL H JIpyrid yUpomenis.

IepefiieMs Temepb- Kb OOIUME BARIOUCHIAME.

Bt TommecTso
Ki— K}

BXOZATH TpH mopankb moaunoma f PABHOND 1 HGHBB'}SCTHLI(? K03 () PUILIEHTH
OXHHOMOBS f ¥ K BB umeah paBHOME n;—p—l—l +(”Z)TPTI>, o0pa-
3y4 TPOHU3BEIeHidA M0 IBA.

Feimm 6p MBI cocTaBmIm ypasHeHie m1id ouperbienis rakoro-mEul0yib
135 Kos(uumientoss moruHoMa K, To MOTAH OB TOIYIATH BB BaBHCHMOCTH
OTH UMCIA 7 CTENeHb HTOT0 YPABHEHIS CKOIL YrOTHO OOIBINOIE.
: Teopis upexsapureipHaro omperbienis moansoMa K, H3I0KeHHAS BB
MEePBEIX's YETHpexd Tmaparpadaxt U UacTH [IATAro, MORASBIBAETD, YTO TAKLI
YpaBHEHi TPUBOIUMEI, €CIH M Kb 00IACTH DPalioHAIBLHOCTH KO3()(HIieH-
TOBD IIOAHNHOMOBS X; IIpHOABUMT HPPAIiOHAILHOCTH, KOTOPHIA BBOIATCS IPH
onperbienin 0co0eHHEXE TOUEKB, T. €. Opu phurenin ypasHeHii

X,;:ZSE,‘

(= b BT

I TPH BRUUCIEHIA KOPHEH XapakTepucTHUeckuX’h YpaBHeHiil, cocTaBIeHHBIXD
IS THHEHHBIXD KACATEILHEIX'h KOHHEKCOBH BB 0COOEHHHIXDH TOUKAX'D.

CBepXs TOTO JAAHO BHIpaKEHie BTHXD [OJIMHOMOBB. OTH BBIPAKEHIS
TIORASKIBAIOT, UTO UHCIO BO3MOKHEIXH THIOTERD 1A MOIMHOMOBL K, oTBb-
JAOIUXD YACTHHIMD aJTeOpauvecEuMD HHTETpalaMb TOPAIEA 7 KOHEUHO
n kpoMb Toro omperbienie moinHOMOBE K MOKHO CUATATH 32KOHUCHHBIMD,
pasb OHU OUperbIeHHl Iid ciyuad o =1.

IIpu s1ux® yeaosiaxs sagadya onperbiaTh Beh uacTHBEE ajredpamnye-
cKie WHTerpadbl TAHHATO TOPANEA % CBOXUTCA Kb phileHin pajga InHeHHIXDB
adredpauyecknx’s ypapseriil. IIpu sToMb okaspiBaercd MEKIY IPOTUMD, UTO
OXHOMY loamuoMy K MOmeTsh 0TBBUATh (E3KOHEUHO® YHCI0 YACTHHXD aJre-
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=T

OpamuecknXs HHTETPATOBD 1-T0 HOPSAIERA. HToTh HHTEpEecHbl caydyail cBA-
34 HENOCPEICTBOHHO €h alredpamvyeckuMyu MHTErPATaMm pascMaTpuBaeMoil
CUCTEMEL.

Bt maparpadyb mecromd g a0 Ipyrofi MeToxh 1IA omperbieHia da-
CTHHEIXD aJreOpaudeckux’d HHTErPaioBh TaHHAr0 IOPANRA. Onp TPUBOIUTD
®5 ouperbienin TARHXD TOIMHOMOBH @n(r), KOTOPHE COXEPHATD HCKOMBLA
FHTErPAIbl Bb BULB MHEOKHTEIEIL. :

3T 5T0r0 TOIMHOMA MOKETH OBITh BHABIEHS MHOEHTENb, ROTOPHI
caMb Oylers YACTHEIMD HHTEIPAJIOMb.

Tars kaxd 006 aTH omepaminm, Kakb cocrapienie moamHoMa Du(z),
rakh I BHEBICHIE 3D HETO MHOEKNTEIS, YACTHATO HHTETPaIa,— PanioNalIbHEL,
BARII0TAEND, UTO, ECIH PASCMATPHBAECMAA HAMI CHCTEMA 001a1aeTh YacTHLME
aare0panyeckuNh HHTETPAIOME, T0 OHA 001a7aeTh M TaKUMTE, K0A((UIieHTEHL
KOTOPAr0 BRIPAMAIOTCA PAioNIbHO TePesh Koa(ppumients m0anHOMOBD X -
CabosarerbHo 1 cooTshTerByHmifi emy moauHOMB K Takike paljioHalIens
OTHOCHTe bR THXB-me Kos(@uimienToss. Takoe cBOMCTBO, MEEAY IPOIHME,
MOMETE OHTb IOJe3HO, KOTIA HIIyTea Beh dacTHRe adreOpamyeckie MHTe-
rpalbl, KOTOPEIMH 00I1ajaeTdh CHCTEeMA.

Bs macroamens Iaparpadhb mokasamo, uTo CcymecTBOBAHie IuHelHaro
YaCTHATO WHTETpala YIPOIIaeTh 5ajaduy omperbienis dacTHATO aJarebpanue-
CKAT0 HWHTErpada TAHHATO [OPAIRA, I0STOMY BT IPEJBAYIIEND naparpagpb
a4 Jalo JIBa CHeNialbHRIXD MeToga Jid onperbienia INHENHBXD TACTHHIXD
HHTETPAIOBE.

§ 9. 061 ycnoBifixb CyuecTBOBaHiA anredpauyeckaro uHterpana.

BafiMeMcs BD 3TOMB maparpadh msyueriens yeaoBlif, IpH KOTOPBIXD
cuereMa:

do _ doy_dny__ dny =
Pl N e
I ypaBHeHie
n=t

rib ¢ynrnin X;— 0IHOpOLHEIE IOXMHOMBL #4-T0 TOPALEA B nepeMbEABXD
% (G=1,2,...,p), 00Ia1a0Th HHTEIPAJIOND Bb BUTH UYaCTHATO [IBYXD
OIHOPOJIHBIX'D e I0JIHHOMOBD 7-I0 HOPAXEA.
Verosusmues 0003HAUATL OLEPAIiio
?

S
s du,
=%
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uepess X, umcIuTeIb MHTErpala uepesh f;, a SHAMPHATEIh UePesd o
MOEEMD HaUHCaTh YCIoBie, 4T0 Ipols b HHTerpaxs cHeTeMsl (1) mim

2
ypaBHEHid (2) BB TakoMD BHIb:

xh _HXf —AXf
f:) f 22

% e
7 i @)

=)

Orerona

Ho wmpr Beerza momems npe;mouo&mb APo0D ; IIpUBEIeHHO Kb Ipo-

crbiimemMy Bugy n GTIMOB&TGJILHO HOJEHOMBL f; 7 f, He mmbommmMu ofmaro
LbImTenss; Tora TORIECTBO (3) BOBMOAHO TOIBKO TPH YCIOBIH, 4To 00% Apodu
PABHEL OTHOMY H TOMY e NOJHHOMY, KOTODHIE Ml 0003HAUHMD uepest K,
I cIbI0BATEIbHO TOJYYAME ABA TAKAXD TORLECTBA:

Xf1=I{3f1

(4)
Xfo— Kf,.

OHH MORA3HIBAIOTE, UTO 00a MOTHHOMA f; U f, HAYTO HHO®, KAKD IBA :
YACTHHIXD aIre6pamyeckux® HHTErpala OLHOTO W TOTO Ae IOPAIEA, OTBE-
YaKIIie OJHOMY H TOMy-Ke ToauHOMy K,

~ Mber yme surbmn Bp maparpagb maTowms, 4To M ofparTHO IBa YACT-
HEX' Ire0pPanuecEuXs HHTeIpada TAKOrO THIA IPHBOLAT: Kb adreGpal-
YCCKOMY HHTETpaJy ypaBHeHid (2).
SambTuBb 570, HAlIeMb yeaoBie, uTo0H CYIIECTBOBAIG TAKofl mHTE-
rpalb, NPHHUMAA TOPAJOKD % LOIMHOMOBS f; W [, Ba JaHHOE UHCIO.
Hanumeys BB pars Beh 0JHOWICHH, COCTABICHHEE H3H NepeMbHHEIXD
Bl =l e p) usMbpenia » ¥ 0003HAUHND HXB LOCIBIOBATEIBHO
uepess By (1=1, 2,...,s), rob mbioe unmero s mpercraBigers coboit

p+mn—1
YCI0 BCBXD TAKUXE OTHOWIGHOBTH, PABHOe, KAKh H3BBGTHO, ( e :
O6osHAYNMS pesyabTarsd omepanin X Halh OJHOLICHOMD Bl,, 1epess
By; n Boodme pesyibrars omepauin X Halb TOIMHOMOMB DBj; Tepess By g
Hpr momomu omepanin X 3% s 0fHouIeHoBs By (i=1, 2, ...,5)
MOXYIUMD HOBLIH DANE TMOTMHOMOBS [Ba;, U8B 9T0T0 psiia THMB #e Ipie-
MOMB IOIYIHMDB DAAH MOIMHOMOBL Bj; . IIpogomkas TakuMb 06pasoMs, Imo-

JAYyYUMD S pAJOBEL HOIMHOMOBD.
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HIH BB CHIY PaBeHCTBA (5) IPOETO:

Z(o;nfg— COF,) By= .

=il

Momno m0KasaTh, UTO I. BOOOIILE

S =
Y (Cf,— 0Pf) B =0 (6)
=1
IIPH j KAKOME YTOZHO IBIOME.
Tars Kakb Taxkoe yclIoBie, Kakb Mbl yike yobmmwimcs, mmbers wmbero

Ind j=1, 2, To MH JOKaKeMD OONIHOCT HAIIET0 yTBepEIeHid, KOTia,
HCXO[A H3H CIPABELINBOCTH ero JId HHIEKca j, cymbeMb IOKA3aTh ero
CymecTBOBaHIe M Xaf MHAERca j—+ 1.

Bp camoms rbab, moxsepraeM® paseHcTBO (6) omepamin X n mafizems
CHATAIA:

Y, (COXf,— OPX£) By + ¥ (CPfs—0Pf) XByu=0.

= i=l

IIpuayMas cHOBa BO BHHMAaHie paBeHCTBA (4) I BHIOPAHHOE 0003HA-
uenie pug moanHoMa X.Bj;, TmOIyuaeMb:

K Y (C0%h— 0P ) B+ Y (O0f;—OPf) B =0,
A=t

d=1

Ul Bb BUAY ypaBHeHIA (6), HAXOLUMB OKOHUATEIBHO:
S
Y (CPfi—CPh) By =0.
=it

Wraxs MOEHO JaBaTh BB paBeHCTIBb (6) HHJEECY j Kakoe YrogHO
whioe sHaueHie. BospMeMB MEPBEIS S TARHXH PABEHCTBE:

Z (CPf — CPf) Byu=0 .

=1

Mosmro uxXB pascMaTpHBaTh, Rakh PAILD JIHHEHHBLIXH OLHOPOTHHIXD
ypasHeniii oTHocuTeabHo BeIpamenii CWf— CPf;. Ho Tarp Raxb IO
kpafineii wbpbs ogHO 13H MOCTBIHNXD OTIMIHO OTH HYId (HHAYE MOJMHOMD fs
IPeCTABIATS OB TOTH #e CaMbIil YacTHHII HHTErpafsh, YT0 U MOITHOMB /i)
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oupexbiurens, cocTaBleHENI 13D K03 PuLienToss Bj; , T0IEEHD PABHATHCIL
HYT0. OTOTH OMpeTBIATeh—HIITO MHOe, Kak® DPascMOTPBHHBII BhIe II0-
JnHOMD Dyp(2) W OHB O TOJBKO UTO JOKABAHHOMY HOEEHD 00paImaThes
BB HY.Ib, ecau cucTeMa (1) minm ypasHeHie (2) mmbiorTs HHTerpald BB BHIB
YACTHATO JBYX'H NOIHHOMOBH M-I0 HOPALKA.

Rawrp cabrcrsie TOIBEO YTO NPUBEIEHHBIX'D PasCy®IeHill, moIydaeMsb
MBl TAKYI0 TeopeMmy:

- Haa moro, wmobvr cucmema (1) wnn ypasnenie (2) UMIIU WHMEPATS
656U UACHHAL0 06yxs  0OMOPOOHBIZT NOJUHOMOSH 00HOIO W MO0 Jee
NOPAOKA HEOOXOOUMO, UMOGHL  00UHs U6 OE3KOHEUHMO DAL NOJUHOMOED
Dy,(x) (=1, 2, 3,...,00) oopawarca bt 65 HYIb.

Heo0xomnMocTh Takoro yeiI0Bis cabayers H3H HPeIbLYIIAro, HO MOKHO
TOKA3aTh, UTO OHO OQOCHAMOUNHOE.

10 Oyers crbroBaTh WEH CIPABELINBOCTH 00pATHOH TEOPEeMEL.

Leaw 00uns wss Gesrwoneunaro paos notunomoss @,,(x) (n=1, 2, 3,...,00)

00paUACCA MOJNCOCTNBeIINO 65 WYTb, MO cucmena (1) wm ypasnenie (2)
UMD WHINCIPATS 65 6U0TD UACHIMAL0 O08YXD NOJUHOMOES 00HOL0 U MO0
aHce NOPANKd, |

BospMent pags, cocroamiii msp ¢ QyHEmiE Qu =1, 2,...,71).
Ilpexmonomuys ot GyHrimin  inAefino He3aBHCUMBIME, T. €. TARHMH, YTO
MEELY HUMH He CyHIecTBYeTh IHHEHON 3aBHCHMOCTH BHIA:

:
) @i=0, (7)
gi==1

TIB «; mocTOAHHAL.

Yeaosumea o60sHauaTh pesyIpTATh omepalinm X Haub (QYHEDIed Q4

X@); gepest Qs 1 B0ooOme PpesyIbTaTh omepamin X uepesb Qi I

PABCMOTPUME OTperbinTels:

Qu @ @ ... G
Qoy Qog Woz ... G
Q81 Qgg Q33 ¢ ns QSr :
er Qr2 Qr3 AT Q.,.,(

DTOTE omperbIuTens COCTABICND IPH TOMOIMH pAfa (QYHEOE Qi ,
EOTOPHA 00pasyoTs mepsylo crpory. Ilogseprad Kamiblii 51eMEHTH ed Ole-
pamin X, moxyuaemb Bch sTeMEHTEI BTOpoil eTpoku, m BooOme Beskilt sie-
MEHTH 5TOr0 OnpexbiuTels moxyuaercs TOMOMBI0 omepalin X , HpousBeIeH-
HOH HAIDH SIEMEHTOMD, HAXONAINMCS BH TOME Ee cToxOmb, HO BB Ipemn-
xymeil eTporb. -
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Baarogapa TaxoMy 00pasoBaHin TMOIYIAETCA 0YEHD MPOCTO Pe3YIABTATE
OIepatin Halbh 3TUMB Omperbinreiemb, KOTOpPHE HasoBeMb A.

Mer moayunumMb STOTH PesyIbTarTh, €CAH BHIOJIHEME Bh HEMB ONepalio
X Hagp BebMH pIeMEHTAMH OTHOIl CTDOKH, 0CTaBIAL Beh 0CTAIBHBIA CTPOKI
0esh usMBHEHIA M BOBBMENM'b CYMMY / TOJVIEHHBIX'H TAKUMB 0GPasoMb Olpe-
pbanreneff, coorBbreTBYIOMIXE H3MBHENIO EAKIOR CTPORL

Uro me racaerca JaHHAro ompexbaumrers A, 10 r—1 W3D TAKHXB
onpeybanreneii 00paTATeA BH HYIb, TAKL Kakh, TPOHSBELS oOmepamino X
HAaTh dAeMEHTaMH OfgHOfi U8B TepBHXD r—1 CTPOKB, NpPHAEMDE Kb
ompegbanTento, mvbomeny 185 01HHAKOBEA cTpPokH. OcTaHeTCd TOILKO TOTD
oupexbanrelb, Bb KOTOPOME HEPBEA 7—1 CTPOKD OCTaBICHH 0Oe3h mHamh-
Hemid, a HaJAb dIeMeHTaMn mocabimefi ¢TpOkH BGLIMOJHEHA omepamis X,

TaruMb 00pasoNDd MOAYIAEMD:

Qll Q12 Ql3 e er
G @ @y ... O
s Qss  Qas cen Qs
Qr—-l,] Qr—],z Qr-l,S paks Qr—l,r
Qr—{-l,l Qr+1,2 Qr-}-l,?v < Qr-{—l,r

Yeaopumea 0003HauaTh IepBEHe MHHOPH omperbamrens 4 udepest A,
TIB HEIERCH h 0008HAYAETH BHODOMEHHYD CTPORY, a HHIEKCH j BHOPO-
IEeRHBI cTOI0CID.

Jerko BunbTh, uTO RampBil MuHOPD A, COCTABIEHD IO TAKOMY me
3aKOHy, Kakh H camb 4. Pesyiprars omepauin X Hagh HuMB OyIeTHh aHa-
Jorwuens onepanin X4, m Jerko BugbTh, UTO IOIYUEHHBIH ouperbiuTens
Oylers HHYTO HHOE, Kakb MHUHODD A, _1;, B3ATHII ¢b 00PATHHIMG 3HAKOMB.

Hraxs morytaems:
Xdpj=— Dy 1;. (9)

IIpenmoroxuMs Temepn
A—0

I NOEa®eMBb, YTO IPH STOMD YCIOBIM MOEHO BCeTga IOAYYMTh 1[0 Kpafimeit
Mbph OJEHD UHTErpalb ypaBHeHid (2), mim cucteMsr (1).

Mpegmonomums cravala, 4T0 HI MUHOPD 4, , HE MIHOPE A,; He PABHE
4ri
Arg- A
HOR&HCBM’B, YTO BB TAROMB C.?Iylla'ﬁ 3TO HOCJI'B,I[HGB OTHOINEH1e—HHTEe-

Ipaxs cHcTeMBl (1) mam ypaBHeHid (2).

HyI0, HI HaROHeIs HXB OTHOIIeHie HE DPaBHO MOCTOAHHOM.
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(s
Q31
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Bp camons pbab,
; Ari /'rgXAM“—Ay@XAW

X . -

Arg A;y

IpunnMaa Bo BEmMamie Qopmyay (9), M HAXOLUME:

Ay A
X n: rg £ SIS 1<r—1,9
S : A2

rg.

Ho Bp uncomrers sropofi wactm Haxomgmres MuHOPDH ouperbimreis
B3AUMHATO ¢ onperbanrelens, odpamanmuMes BL HYAb, I CIBIOBATEIBHO
BTOpad 9Yacth BMBCTE ¢b HTUMB MHHOPOMB OyIeTh HydeMh, a IOTOMY
dry :
Uraks Bb oT0MB cIyuah Msl HAfiTeMb HHTErpa.rs.

PascymorpuMs Teneps HCRIAUEHHBIE HAMH CIYYAL.

Ecin mampum. 4,; paBend HyI0, To OHB 001aJAeTh TAKHMH Ke 0CO-
GeHHOCTAME, 9TO ¥ ompexbiutess A, WO NOPSIOKH €r0 HA eIWHUIY MEHbIIE.
Taxnws 00pasoMb BB 9TOMD cayuab sagava yOpPOCTHIACD. ‘

To me camoe Gyzers m BDL TOMB cayuak, worjia

Am’ ;

Ipo0L 0yZeTh HCROMBING HHTEIPAIOMb.

a,
Ar‘q

TIb @ 0003HAYALTD BEANUNHY MOCTOAHHYI.
Moi&HO UpeIcTABUTD TO PABEHCTBO CHAYAIA BH BHLS

Ayi e lXA;-_(/ = O 3

a MOTOMB BB BHIB TAKOT0 ompexb.anrTelnd:

Qi,i—l Ql,z’—{—l e Ql,g——l Q1,g+1 “un Ql,r Q1i—a(—1)”_" ng
b A T s QZ,y——l Q_z,g-}-l s Qz,r Qai—a(—1)9—* ng

5.5 n
s 8 s s 0B v e e s s .o DR E— PR o v e .
. e .« e s 0. P

e e

Tloayuennsrii ompepbinrers obaagaers ThMu e XapakTepHHIMI CBOIi-
crBaMu, 10 i ompejrbinrels 4. Bo mepBeIX® Me®Ay (GYHRIIAME IepBoil
CTPORM HE MOEETH OLITh JUHEfiHAr0 COOTHOMEHIS CF TMOCTOAHHLIMU KO3(-
(umienrtanMm, Takh Kakb Takoe coorHomeHie Onrio G5l Buga (7). Bo BTOPHXD,
TakD Kalh pesyIpTars onepamin X Hagh 2IeMeHTOMD Iocrbimeil cTpokn
Qri— (= 1)7=20)y, PABEHD 0UEBHIHO Qi1 i— &(—1)9=Qy 11 , 1 cIBIOBATEIBHO

e ey QS,H—l (\;)S‘g—-l Qs,g+1 Qs,r Q:ﬁ—‘a(*—l)g_t ng

Qr—l,l .o Qr—l,i—l Qr—l,i-}-l O Qa"———i,g——l Qr—l.g—}-l ‘e Q'r—l,'r Qf‘—l.i_a(’—l)‘q—i Qr—-l,y
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ocabauiil ¢ToI0eIs MOAYISHE U3 IEPBATO HIEMEHTA TAKUMD #e IyTeMD, Kakb
H OCTAIbHEE CTOXOIBI pascMarpupaeMaro m Beh croadupr omperbinrens A.

TakuMs 00pasoMb Bb 0004XDH STHXH CIyYadXD MEL, He IOIyYad HHTe-
rpaia, MOJXYYaeMBb OMpeIBInTensb, COCTABICHHBI II0 TOMY k€ BAEOHY H TOYHO
TaRmke PABHBI HYNO, HO TOpAAKA Ha eAMHUIY MEHBIIAro.

[Ipuvbuas TOTH me mpieMb, M aub0 TOIYIUMB HHTEIPaLb CHCTEMbL
(1) o ypasHeHia (2), im0 IpuieMb Kb ouperbiurenio, odraganomemy Thuu
He cpoficTBaMu. '

Takoii mpomeces HE MOKETH NPOTOMKATHCA OBKOHEUHO, M M BH Ca-
MOMD HeGraroupiaTHOMb ciyuab mpmIeMb, He MOIyYad HHTerpara, Kb OIpe-
rbanTeno BTOPOTO MOPAIKA BHAA:

‘ Qlll Q127
Q‘21’ QQQV

Ilpesne Bcero Bb HeMD HU OfHA H3H QYHELIE (', G4,' HE Momers
OFITh pdBHA HYI0, Takb Kakb 870, 6o kakig HUOYAH IBS u3H pAga PyHE-
it Q@ (i=1, 2,...,r), aub0 kaxig AuOyIp JnHElHFA ROMOWHAIiH HXD

@1y’
LYY

OBITH TOCTOAHHOM, WHAUe MeELY (YHRIIAME ); CYDIECTBOBAJO OBl COOTHO-
menie Buga (7).
(Qllr

LTS

PesyIbTaTh BB CHIY paBeHGTBaH(IO) TO®IECTBEHHO pPaBeHds HYIH0 U cb-
J0BATEIbHO OHA—HUCKOMBI MHTEIpailb.

Wrars, ecan ompejpbaurenr Tuia (8) paBeHb HYAW, TO BeCerjga MOKHO
HOJYUUTH PAIiOHAJIBHO I[P HOMOIIM (PYHRIIH, ero cocTaBiA0MIUXD, HHTe-
Tpals cHeTeMB (1) mium ypaBHeHid (2).

’:0. (10)

eb mocToAHHRIME Kos(umienramu. IlosToMy me wacTHOE HE MOEETD

IoxBeprayps me 1podb omepanin X, yObmiaemes, 4T0 3TOTH

Hoxomnws Temeps, 40 LOAHHOME Dg,(#) paBeHB HYIH.

TlommnoMs Dy,(2x) cocraBigercd H3DH OJHOUWIEHOBL By TOUHO Tawb ke,
Kaks 1 ompexbaurens A usb (QYHRIL ()y;; 3arbMb, OUEBHAHO, 4TO MEELY
ofHoureHaMu By; He MOEeTH OKTh JInHefHAT0 COOTHOIEHIA CD IOCTOAHHBIMM
Ko puIieHTaAMH.
Bt Bugy Beero sToro MBI ZOJKHB NPUATH Kb BAKIOUEHII0, 9TO MOMKHO
HaliTH U3 yeAoBig
Dy () =0

mo kpaiimeii Mbpb ogums mHTErpard cmereMel (1) mim ypasHenid (2). Tars
EakD moctbimiii cocTaBidercs pamioHAJbHO NG IIOINHOMOBE Bj;, To OHB
Oyzers YacTHEIMB IBYXE TOIMHOMOBB; & Takb Kakb Behb B (1=1,2,...,5)
opu X000MB 3HAMEHIN HHAEREA Jj OZHOTO M TOTO e UOpAIKa, TO OTH [Ba
HMOXHHOMA OYVAIYTH Takike OJHOTO H TOr0 &Ee IIOpAIKa.
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Uraxs paBeHCTBO HYIO OAHOTO H3D Oe3KOHEYHAr0 PAJA IMOINHOMOBB
®@,,(x) upeicraBigeTs coboff HEOOXOIMMOE H JOCTATOUHOE YCI0Bie, UTOOH
ypasenie (2) man cucrema (1) mmbinm 6n NHTETPATs BB BUIB dYacTHAILO
IBYX'B OLHOPOIHEIX'h NOJIMHOMOBG OJHOHE M TOff e cTememm, T. e. BB BULB
OfHOpOTHOf pamionassHofl YHEIIN HYLeBOIo HsMbpemii.

§ 10. 0 CBOACTBAXD MOAMHOMOB D, (x).

Hajfirennsis BT IpegsiaymenMs maparpadh HeoOXoTUMBIA T JI0CTATOU-
HEA YCIOBiA JLIg CYIECTBOBAHIA aireOpamueckaro HHTerpala yPaBHEHIs

»

N2y (1)
AR T S :
=1
BULA ;—1 uMBIOTE TIABHHIME 00pasoMb TeopeTHUeckifi HHTEpecs.
2

YeaosuMcd I Rpawomgnopﬂmm n TMOIHHOMOBG 1 U [,
IOPAIKOMD HHTErpata. % . :

MomBHO NPAKTHYECKN HCIOAL30BATH nonj‘qennmﬁ pesyiprars BB IBYXD
HampaBieHiAX®: wiM Hafiza Belcwifi mpegbin ;x.rfg NOpAIRA HHTErpaId RakaMb
aubo IpPYyTuMD NPieMoMb, HIn 3aMbHIBE HafileHHbA YCI0BiA DRBHBAICHTHEIMM
AMB, HO BEIPAKEHHBIMH BBH KOHEYHOMB UHCIb.

Bb camomn pbrb, ecam Mu smaemb Bepxuifi mpenbas N 1id nopaika
%, LOGTATOYHO BBIYMCIATH TOTUHOMEL Dyy(x) ﬂ:JI}I Bebxp 3HAuemiii ymeaa n
MeHpIIUXFH JaHHAro mperbia NN. \

Ecru Hu ofuHd U3 NOIYICHHHIXD TARHMB. 06paaom, 10 HHOMOBB

Dpy(x) He OKamEeTcS DPABHHIMD TOMIECTBEHHO HYIIO, TO aare0panveckaro

HMHTErpala He CYNIeCTBYETD. \

Bs obpatHoMD cayuahs mHTerpals Oyaers cymefmsogam 1 OHD MOKETD
OBITh Hafiiens mpH TIOMOIME PamioHAJbHBIXD IbiicTBiil nq sIeMeHTaMb By
COCTABIAIIUXDE STOTDH IOIHHOMD. A

H. Poincar¢ BB CBOHXH UBHICEAHIAXD ) 005 onpe;ﬂmemu aareOpai-

YeCKUX'h WHTETPAIOBH 3aHHMAETCA Kakb pash 9THMD BOIPOCOMD, OrPpaHHYH-

Bafch caydaeMb p = 3. e

Ipeskne Bcero HeoOXoAUMO 3aMBTATH, UTO = HEBOBMOKHO 0635 0600«
TPeAT0I0Ke i OTHOCHTE,IGHO TPHPOAEL MOIMHOMOBDG fi H fy Hafitu BepXHiil
mnperbas mopaika .

1) Rendiconti del circolo matematico di Palermo. 1891. crp. 14. 4
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Bw camows ybib, mpomsoapHas (VYHKIIA HHTErpala OyIeTD Takme
HHTErPAIOND ypaBHEHiA (1), M ecI:m MBI BOSBMEMTB 3a Takyln (YHKIiD pa-

HIOHAIBHYK APO0EH
i

3 My

=1

Honcrasigs subero 2 oTHOmeHic ﬁ [0Iy4aeMD 9acTHOE IBYX'h IO-

f2’

IMHOMOBE 1/-T0 mopafka. CabroBaTelsHO, ecIn CYMECTBYeTH HHTEIPats
1n-r0 HOPAIKA, TO CYMECTBYeTH H HHTerpals nl-ro mopajgra, Tk [ Momers
OBITh EAKHMB YTOAHO IBIBIMG IOIORHTEIRHBIMD uncionmb., Orcoga crbpyers
TAK0e CBOICTBO HOJHHOMOBDL D, (x).

Eecian cymecTsyers HHTerpals »-ro mopsika, oOpalmaercs BB HYIb He
TOABRO TOMHHOMD Dpp(2), HO U Beb moaumoMB @y p(z), TpH [ TponsBOIB-
HOME TBIOMB [OIOEHTEILHOMS YHCLb. :

(b Zpyrofi cTOpOHEI BAKHO ONPEIBINT: 110 TAHHOMY UHTETDPAILY

Iy (x)
F, (z)

He CymecTByerd IH MHTerpada Ooxbe HMBKAro mopsigka, WHMTE TaHHEHI.

Phmenie Mokers 6mTh ocEOBamO Ha cabpynomeft xemub, roxasammoii
H. Poincars 1).

Ecin monmaoms F (x) -+ CFy(x) Tpexs OXHOPOTHEIX'D TePeMBHHEIXD
LIPHBOJUMB IIPH BebX'h BHAUEHIAXDH noctosmuoit ¢, a moaumomer F\(x) u
Fy(x) mpoersie Mexay o000, TO CYIECTBYETT IBa TAKAXH MOJUNHOMA ¥, H ¥y
OTHOTO M TOTO e IOPsIRA, Uepesb KoTophle HoamuoMbl [ (x) u I (x) BBI-
pamamores B BUAS mhiofl ofHOpoAHON (YHEIIH 0TH HHUXD.

JdpyruMn  cioBamMu ToauEOMB F) () -} CFy(x) OymeTs TpexcTaBIAThH
co0oil ITpomsBefieHie MHOEKUTEXeH Buia v, ——av, U crbroBaTeIbHO YACTHOE
% Oylerd pamioHaxpHOfl (yHEIiel 1pobu Zig

=

H. Poincaré porasarp 5Ty JeMMY TOIBEO JJIA UHCIA TEepeMBHHEIXTD

p =23, HO BB JAHHOMD UMD J0KA3aTeJILCTBE UnciI0 MepeMBHARXD He UTpaeTs

HHKAKOI POIH, & MOTOMY OHO CHPaBeIINBO 114 KAKOTO YTOLHO BHAUEHIA UHCIa p_

Hexona wusb 5TOH JeMMBl MOKHO yTBEpPEIaTh, UTO €CIM U8B IBYXD

IOIHHOMOBD [y (x) u I (x) no kpafimeft mbpb ogun® HENpUBOTUMEB, TO HH-
Fy (z) : i e

He Oyiers panioHaJpHOHl (YyHEIjell HHTErpaJa MeHb-

S
maro TOPSILa @)’ TaKh RAKb BH NPOTHBHOMB ciyuab o0a IMOIHHOMA

TETPATD

9
Fy (%) u Fy(x) Obtin Ol IpousBefeniens MHOmuTelrell tuma fi(x) -+ o fs(x).

] i{endiconti del Circolo Matematico del Palermo. 1891 rt., erp. 183.
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Urars MOKHO NPHATH Kb TAKOMY BAKIOUEHID, UTO KOMLEEHD CyNIECT-

fi (o)

BOBATH BHICIIIA Ipeibrb MOpAJEA WHTErpala THIA , €ecIH [0 REpai-

2
Hefi wbpb oguHED NBE TOMMHOMOBS f1(@) -+ Cfy(») mpu abgoTopoMs s3HAYEHID
mocrosnHoll C' 6y1eTs HeOPHBOIUMBIMGE.

Baarogapa MeToxy H3yueHis IyTH HETerpaibHOi EpmBoii BOIHBH 0CO-
Oemnoll TOUKM, BelylleMy Hauaro orh Briot u Bouquet, orasmBaercsa BOBMOJET _
HBIMD - yCTAHOBHTH JLIA CIyYas p =3 XapakTepb KPATHLIXE TOUEKTH ceMeli-
CTBY EDPHBHIXD = '

£ (@) 4 Cfy(2) =0,

1 Gaaromaps aToMy cyants o poxk (genre) sTHXT KPHBHX'B, KOTOpHHl HAaX0-
aured B USBBCTHOM 3aBHCHMOCTH OTH TOPANRA KPHBOI U esl KPATHEIX'D TOUEKb.

Kpomb Toro Tompko mspberHsia (points dicritiques) ocobeHHBIA TOURH
MOTYTH CAYENTH TOUKAMH TepechbueHis IBYXH EPUBLIXE

h(2)=0
fa(2)=0.

Hucao 8THXT TOUeKD, IPHHEMAA BO BHEHMAHIE KPATHOCTh TOUEKT llepe-
chuenida, mommmo OnTh 72 1),

Orciona (pammysckiii yueHsii BB TOAbEO uTO HUTHPOBAHHON padorh
BHIBOTUTD DALD PABEHCTBS W HEPABEHCTBB, KOTOPHA Bb HBROTOPHXDH CIy-
YadXD JOCTHTAOTH Iban—ykasaTd BHCHIA mperbis mopdika .

Kemn npunaTe Bo BHHIMamie, 9T0 TPYAHOCTH 2TOr0 IYTH IS phienia
9TOr0 BOIpoca OcTaHOBWIN Taxke H. Poincaré, uro pacupocTpameHie STHXB
IpieMoBs Ha Ooapliee upcio mepeMbHANXE, Kakh MHED KameTcs, HAXOTUTCS
Ha TPaHUIh BOBMOMHALO, TO IPEIIOKEHHH MHOH BB Toif padorh myTs
HBYUeHIs MOAMHOMOBD D,,(r) IOMKEHT MPEICTABIATL HHTEPECH YiKe IMOTOMY,
UT0 OHD OOWIifl IA KAKOTO YTOLHO uYHEda nepeMBHEBIXE.

51 yme orosopmis BHawaxh, uTo KeaarTeabHo 3aMbBHNTH HalflleHHEHLA
MHOHl yCIOBIA SKBHBAJICHTHBIMU, HO BB KOHEUHOMD uHCIb.

Bo camoms abab, mpupaBmmBag uymro Beb nosdduuienTs! moImHEOMA
D,y (%), TOIYINMD OOIBIIEE WHETO YCIOBiH, WHME UHCIO BaRI0UAIIEXCS
Bb HUXT KOs(uiientoss ypasHemid (1). MomHO BeOpaTh H35H HEXEH He-

') Momno moxyunts 1h me pesyaprarsl Gorbe TPOCTHIML TYTEMT LI MOMOIE TO-
cabgosareasuaro onperbienia moxaps moammoMa f,(#) 4+ Ofy(x). Jag orofi mbrm MomEO
Bocmoaszosarhea ypasuenim (10) m (11) maparpaga 3-ro. Bw cawons rhrb, sxofamie BB
HuXs uoanHoMer A ®f mo mozcraHoBRE % = aji TPeJeTaBATs COOON TAKIZ MOTAPH, KA
ar0 cxbryers mss gopmyas (I11) mepraro maparpada. Bosmommo, w0 TpH 970MD MOIYIATCA
Jaxprbiimis ynpomenig u obodmenia. Ke Gorbe 00cToATeIEHOMY T3CIBIOBAHID BEH 9T0M
obxaern g HaTbOCh BepHYThES ITOBIEE,
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3aBHCHMEA, KOTOPHSA OyAyTs BE uuclh Be OoIpleMb umcla aTHXE Kosn
nienToBs. Beb ocratsmeia OyIyrh ubo crbrcTBieMd BHOPAHHBIXD HE3ABH-
CHMBIXD, IH00 HIpaTh OrPAHAYMBAOIIYI0 pOIb, T. €. OVIYyTH HCKIOYATH
aummis phurenis. TaxuyMp o0pasoMb cyllecTBOBaHie TAKHXH YCIOBIH BHIAC-
HAeTCA a priori.

Sajaua 9Ta UPHHANIEKNTD, Kakh MHb KameTcs, Kb UHCIY TPYAHEIXD,
HO HenpeodOpHMBIXD. e

Narsabiimia uscrbroBamis A aymMan 000CHOBATH HA CIBIYONIEXD Ji0-
OOMBITHREXH CBOHCTBAXD NOIHHOMOBE Dyp(7).

1) Korga mormmomsr X; mmBors o0mifi MBEOKHTEI @, TO OHD BOHAETDH
(s—1)(s—2) n—+p—1
s e rib s:( by )

9) Ecan moauHoMsl X; saMbHuM®b momuroMaMn X, — La;, tab L co-
BEPIIEHHO ITPOMBBOIBHEI NOIMHOME m—1-T0 MOPANKA, TO TOINHOMBL Dy (1)
e msMbmgnoTea 0Tbh momoOHOIl 3aMbBHEL

3) Hampag ocoOeHHad Touka ypapHeHig (1) Oyzers KpaTHOfl i 10-
anHOMa D, (2) U TOPATOKS €A KpaTHocTu OyIeTh He HHEe s— 1.

4) Ecam swhero ypasrenia (1) OyleMb paseMarTpuBarh KOHHEECH

P
ZX'-M,-z 0

i—=1

BT TOAMHOMB Dy,(x) BD CTENeHH

10 OTHOWIEHIID Kb InHEefimoMy mpeoGpasosamin, T0 TOIUHOME Puy(z) OYLYTH
er0 TOYEUHBIMH KOBapiaHTaMH.

Jto mocrbIEee CBOMCTBO 8 cuNTAl 0COOEHHO BARHEIMG [IA JalbHbii-
maro uscrbloBaHiA IOIYUEHHBIXD VCJOBii 1 f 1aMb BB KOHIB TERYIIAro
maparpaa ero I0KasaTelbcTBo. ‘

D. Hilbert ®% cBoeit padorh: iiber Theorie der algebraischen Formen ')
I0KABAIB, YTO 9HCI0 BCHXH MEBApIaHTHEIXD 00pasoBaHiil KOHEUHO. ITO HATO
MOHEMATH BDH TOMD cMBIcab, uro Hamp. Beb koBapiaHTHL OYyAYTH ITBABIMI,
pamionaIbHEME, ¢b HhIsIME KosddumienTaMn (YHEIIAME KOHEUHATO 9HCIR
KOBapiaHTOBh U MHBAPIAHTOB.

B Buiy cmpaBeriuBOCTH Takoll TEOPeMB MOEHO YKa3aThb LYTh Kb
phurenio sagaun m 0TAaTh ACHBH 0TYETH BB TPYIHOCTH HTOTO HYTH.

TlpeamonoAuNs, 9T0 HAMB HYEHO HpoBBpuTh CymecTBoBamie aaredpa-
HUeCEAr0 MHTETpata I OMperBinTh MOPATOKD MOCIBIHATO 414 ypaBHeHid

oasdy
(e e 2
)Xo =0, (2)
T
BB KoTOpoMb ToauHoMEl X () TMOXHHOMBl 7-TO TOPAIEA ¢h Roa(QuuienTam,
3aBHCAIIAME OTH HPOM3BOILHHXE mocroamabixs C, Oy, ...,Cp H uppa-

1y Mathematische Annalen. B. 36, s. 473.
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MOHATBHBIXD THCEID @), €a, ... 0 . MEEIy HOCABIHNME MOKETDH Cylle-
¢TBOBATH H3BBCTHOR uMEl0 HERABHCHMBIXD MEEIY 0000 IBIBIXD pamioHaxb-
HBIXD coorHOmeHifi ¢ IhipiMm koaduIieHTAMH. OTH COOTHOIIEHIS MBI
MOEEMT HAlmcarh BB Cabiyomems Buxh:

@,-(Oil, ag,...,ac)zo (3)

=1 12T

Bruncigews CHAUAIA OCHOBHEIE KOBAPIAHTHL M MHBAPIaHTH LIA YPaB-

genia (1). Iyers 510 Gyayrs QYHKOIM ¢y, @a,...,%:. TOrAa HA OCHOBA-
min Teopemsr D. Hilbert’a wmomeM® HafiTn BhIpaZeHie NOINHOMOBE D, ()
Uepess @y, Pos ..., ¢4 U CIBIOBATEILHO HANICATH

Dy (%) = Pop (F15 P25 -+ P1).

b MomHO, YMHOEUBD MOIHHOME @, (7) Ha WHKOTOpOE THC.IO, erbrath BB
10IHHOMAXD Ppp(P1 s Poy «« - , Pt) OTHOCHTEABHO ¢y, Po, .- 5 P K03 Pu-
IieHTH IBIBIMA.

Ecin Temeps XaiuMb BH MOIMHOMAXD ¢ K0(QQUIIEHTAMD ypaBHEHIS
(1) smauemis kos(puIienTORH ypaBHeHid (2), TO MOIYIUMD YACTHBLA SHA-
yeHis HTHXD KOBADIAHTOBE [Ag Iamuaro ciydasd. OG0sHAUAMD TAKYo zaMbHy
TOCTAHOBKOM 4epTsl HALH (PYHRIIAMH ¢; H IOTOMY

qrnp(gjl 9 S‘Egv vy ,Ei)

Oyiers sHaueHieMd ToxumoMa D,,(%) LIA HOBATO ypasuenia (2). Bb 10MB
ciyuab, Koria Halure ypaBHeHie UMBETD agredpanueckifi HATErpaIh MOPALKA
%, 9TOTH TOIMHONMD JOIEEHD 00pATHTLCH BB HYIb. flcHo, uTo yeiosie

?p.ﬂp(qp_lﬂ 52,"'5(;t\=0 : (4)

GyIeTH CUPABELINBO TPH KAKHX'H JIOTHO BHAUEHIAXD mepeMbHHBIXD @; T
nocrogausxs C;, Cy,...,Cp BB cHIy COOTHOIICHIN (3).

Veaosie (4) TOKAsHBaeTh, YTO YypaBHeHie (2) He MOEETD o0ragarh
areGpandecKuMs HHTETPaIoMD, €CIH MY OCHOBHBIMH KoBapiamTaMu HBTH
TORTECTBEHEAL0 COOTHOMEHIA ¢ IWHIBIME Kod(uiienTamu. Mo:EHO COCTABHTD
Takig cOOTHOMeHiS crbryomuys o6pasons. IlnmeMt pALb PABEHCTBL:

p;— Pi

tasd R o 8

Fean u3b 9THXG PAaBEHCTBE HEIb3sl MCEIOUATH BChXh BEIWUNHDB i,
C,, W «i. TO MemIy koBapiaHTaMm He OyIerTs I aaredpanyecKaro HHTErpala.

Tlo1omHME, 1TO Takid COOTHOIIEHIA MOIydarcd: MOKEMD HalllCaTh HXB BD .

TaROME BuLb:

60.'@0_19 (Ega-'-sgﬂt):() (5)

A h



184 —

ObpamaeMs BEIMaHie, 4T0 HoIyUeHie T0cIbIHIXE COOTHOMIEHI— Bajatua
ROHEUHAr0 XapakTepa U BeeTIa MOMETH OBTh BLINOIHEHA.

Yeaosie (4) poasno OHTH CIBICTBIEMD TOIBEO UTO MOAYUCHHBIXE YCIOBIf.
Memny wumm Moryrs OnITh He Beh He3aBHCHMEL BHIOHDAEMD NOITOMY CPeIH
HUX'E TPYNIY HE3aBHCHMBIXD H DPBIIaeMb OTHOCHTEJIBHO COOTBBTCTBYOMIATO
QHCAA KOBADIAHTOBT ; W BHOCHMD HNOJYUEeHHLId BHAYEHId BB YeaoBie (4).
Bb moryuernoM® pesyrpTarh MOMEHO CUMTATh OCTAABHEE IOIMHOMBL ¢; CO-
BepIIeHH0 TPOH3BOIBHHIMI Beanyufayu. IIpHBeId NOIVUEHHOE JCIOBie Kb
PaIioHAIBHOMY BHLY, IPHIEMD EB TOJHHOMY OTHOCHTEILHO OCTABIIHXCS KO-
BapiaHTOB® ¢, ¢b IbisiMu Koadmmienramn. 9TH Ko3()PUIIEHTH TOIHKHEL
3aBuchrs 0TH mopAXa % HATerpala. IlpupaBHEBAS UXB HYIO, IOIYYHME
ypaBHEHiA 11d onpeibleHid 5TOTO mOpPAIKA. :

Tarans 00pasoMs 3TH PABCYRILHIA BHIACHAOTD BOSMOKHOCTD II0JYYEHIA
ypaBHeHift x1a omperbremia mopsiEa % WPH TMOMOIIM OJHEXDH PANiOHAIL-
HEIXD IbiicTsiil.

Rakp Hu o0IIa U3I0EEHHAS cXeMa, Kakh HH BAKHHL ONYIIEHHHT, He-
O0XOMUMBIA 14 CTPOTOCTH WATOKEHis AeTAIH, BCE-TAkH OHA YEASHBAETH Ha-
BOSMORHOCTh pPBHIIeHia sagaunm B caMoMb 00IeMD caydas Opm 3alaHHBIXE
BHAUEHIAXD KOA(PUIICHTORD ypaBHeHid (1), KAROBH OBl HH OBLIM UHCJIA 7 1 .

Kpowb Toro, moaesso ykasars, uto oHa MOEeTH OHITH MpuMbHeRa Gesn
TPyia BB NPocTBAMNXE caywasxs wmHampuM. 1) p=2, m=2, 3,...;
Q=g =),

Bp oTuxs ciygagxs oma Momers OHTh u uposbpena. BB caMoMb
Ak, mepspiil cayuail cojepEETH BB ce0b OOBEROBENHEIA ONHOPOXHEIA K-
(pupeHIiaIbHMA ypaBHEeHiA 1-TO MOPAXKA, MHTETPAIiA KOTOPEXB 00mens-
sberHa. Yro me racaercd BIOporo cayuas, T0 OHB H3crbIoBaE® (paHIys-
CRUMB yueHBIMT G. Darboux '), woroprifi 1arb paxs uHTepecHBImMuXD mTpH-
MBPOBD aIreOpaHieckuXs HHTETPAIORD.

Hoxyyennstii Tpn oTOMB  (ParTHUecKill MaTepiadd MOAETH BLLACHHTH
u3BbeTHY0 3aROHOMBPHOCTS M HBKOTOPHA 0COOEHHOCTH, KOTOPHIL TOCAy&HATD
JJg yupouleHis paipHbBiimuxs nscabropamii.

Bruicnush Bagnoe sHaueHie cBoficTBa TMOIMHOMOBS @, (x) OHITH KO-

BapiaHTaMHI ROHHERCA
b

Z X,u;—0, o (6)

i=1

IOIBITAEMCA  J0KasaTh ero, BOCIOJABBOBABIINCH [IA STOTO CHMBO.IHYECKHMB

0003HAYeHIEMD ADOHTOIBIA, T. €. IPEIIOIOKEND HAIND KOHHEKCD HAIUCAH-

HBEIMG BB Tanoil gopib: ;
m e

ara,=0. (1)

1) Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques. 1878.
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Jas monyuenis By; sawbugems BB TOJYYEHHOMD PaBeHCTBB BEH CHM-
BOIAXD ¢ I @ HHIEKCH 1 Ha 2 H mofBepraeMs 008 vactu ero omepamin
X = a®" 4, u moayuaems:

By = o) (A5 Qo) (Ay Big) + " Qo{dyd, By} = Q,4,By+ Q, {4345 B},

b @y 1 (), 0003HAUAKTE LPOU3BEIEHiA HHBAPIAaHTHEIX'D CHMBOIOBD THIIA

4
aw) 1 Zafma@
x ! g 2

=1

& BTODLIC MHOERHTeIM OPeACTABIANTH co0ofi TOXApHLA oOpasoBaHia orb
OIHOUWICHOBT By; . ]

Mo raromy sakoHy cocraBrsores Beb moxmroMsr B .

Bs camoms nbab, mpepmoromnys, wro 2

By=%0,Blp, (8)
g

16 (), TpeicTABIIETH cOGOM cyMy NpPOH3BEICHI CHUMBOINUGCKUXD MHOKH-
Tedeil THua
p

@@ o ya(gmtgm,
el i
d
e
a B9 pesyIsTars pafa MOIAPHHXD OmHepalifi Tmma Ay , mpousBeeHALIXD
HaIB OTHOUIEHOMD Bj,.

Lg moxyuenid DBiy.; wbaseMb cHauaza Beb HHIEKCH Y CHMBOIOBB
¢ U ¢ Bb paseHcTBS (8) Ha cabayomie 1o MOPATKY 1 IIPOM3BOIUME OIlIe-
pamito X. Hean b 1bio Bomrmm Beh cHMBOIEL b HEZEKcAME 10 YHCIA I
TO TpefcTaBigens omepamin X uepess a®” A,

Torza

T m
e ] !
Bevse=p [ (4,0) B a0, B9 |
g

Tarp raws 4, ¢; BBOIUTT HOBEE CHMBOIBL TOJIBKO THIA

b

Z @ g
) g 2

=1

T0 MBI yOb&TaeMcA, UT0 H3B KAKIATO CIATACMATO IOJIMHOMA B YEa3aHHATO
XapakTepa moiyuaercd Bb MOAMHOMb Bjiq; IBa eIaraeMHXF® TOTO e THIA.

TaruMs 00pasoMs MBI MOEEME . HocabroBaTeIbHO PaBIomuTs Beh IO-
amHOMBL By (h=1, 2,...,5) Ha CyMMy CJATaeMEXD O3HAUEHHALO THIIA.
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Brecst aTi pasiomedis B OHperbInTe.s, TpeIcTABIAINIH TOIMHOMB

®,p() , MOKEMD PAsIOENTL H €r0 Ha CYMMY IOTUHOMOBD,
M35 CYMME NPOHBBeeHidl nmHBApiaHTHBIXD MHOKUTEJCH TH

Ha ompexbiuTein:

KOTOpPBIE COCTOATD
() (@)@
na a9 u Zai)a(i

B 1l B12 B 13 A Bls

B By DY ... BE

By By B ... B :
st e (9)
e o e

le BSES Ba‘.?vs N Bsss .

Ocraercd I0RasaTh HHB&pi‘dHTHOGTb 9TOr0 MHOHHTELs. Torma 1 BCe

nponsBejienie OYIeTd KoBapiaHTOMb, a Takbh KAKb MOLIHOMD D,,(x) Tpen-
CTABIAETD CYMMy HXB, TO OND H €AMb IPHHALIGKATH Kb THCIY kOBapiaH-
THHXD 00pasoBaHiil.

OGosHAuMh Uepess By PesyIbTaTh MOLCTAHOBKH &= 2P (=1, 2,. . -,p)
BD OTHOWIEHD By I COCTABASEMB OTMpebinTelns:

|

BB B D
By Byp By Bas
BBk L
3L 32 33 AT 3s
SiERCh T % (10)
le Bs‘z Bsa Bss
McuesgoBenie ero IOLKA3HBAETH, UTO TOURK mg") (=1, 2, ...,9)

00pamanTs Bb HYlb OIUED M TOTH &E TOIMHOMB #-T0 NOPIIKA. Oretona
crbiyers HHBApiaHTHEIL XapakTeph 5TOrO ompexbinTend.

IMoap3ysach CBOfiCTBOME, UTO TOAAPHAS ONEPAIlid, zaMbEAOIAA B
WHBADIAETHOMD 00DA30BAHiM OFHN OIEMEHTH IPYIUMU, HO npeolpasyeMpIMu
hMp me JnHefiHGIME IpeodpasoBaHieMb, MOEeMH TO0KasaTb, 4I0 1 ompenb-
aurens (9) ofrajaers MHBAPIAHTHBIME CBOHCTBAMH. JLis BTOrO JIOCTATOYHO
ykasarTh PALG IMOIAPHBIXD omepaiiil, IpeBPamAIOMUXD onperbanters (10)
B5 ompenbrurers (9) 40 NMOCTOAHHATO MHORHTEIA BEJII0UATEILHO.

Ilyers Boipamenis B LOIyICHH H3D OIHOWICHOBD By 10MOMIIBIO
psfa MOAAPHKXS onepanifi Ay, A,y Angye oo Au- Hogseprad oTpebIuTe b
(10) paxy onepamiit Ay, A, Ay -y Aye. Onb mewbEAT: BH HEMD
QMG BIEMEHTH k-ofi crporm, u nocrbimie cTaHyTh OTIHYAThCA OTH 316
MeHTOBH k-0fi CTPOKM omperbintens (9) ammb ThME, UTO nepenbunna 0
saMbiensl mepeMbHEBIME 5 .
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Iycrs cremenh HTHXT TMOIMHOMOBL OTHOCHTEIBHO mepebrmbxs z®
pasma (. Iogseprasg onpexbautess (10) kpowb yKasaHEHXD BbIIIe TOIAP-
HRIX'D Omepamniii emte ( pass omepamin

g

i—1 &
NpeBPATHMD BCh IeMenTH. k-0ff crpoku omperbinreis (10) Ha ocHOBAHIN
Teopemsr (I1II) maparpada mepearo B aaeMenTH h-0fi crpoxm omperbamrens
(9), ymHOxeHHBIe Ha [!

Hocrymasa Takt co Bebyu crpokamu omperbinrens (10), mpr TpeBpa-
THMb €10 BB ompejbanreis (9), yMHOmEHHB Ha HBROTOpOE wmCIo. SHAUMTS
n ouperbanrers (9) obraraers HHBApIaHTHBIME cBoficTBaMH. A 5T0, Kakb
MBL yie BHIBIN, TOKA3EIBACTD, UTO TOANHOME D, (7) IPAHATICKITD KD
KOBAPIaHTHEIMB 00PaR0BAHIAME.

i

§ 11. O npuBeseHin ofHOro anaunTHYECKaro MHTerpana.

————

Jbr0 mpers o0F HLINITHYECKOMD naTerpaab
Vit ai g’ - ye 10
Tpebyerca ysmath ycuroBis, IPH KOTOPHXT OHF MOKETH OHITh BEPA-
ECOHD IIPH TOMOITM ajrepanvyeckuXD U JOTAPHOMIUECKHXE CHMBOJIORB. DTa
3aflaya BIepBsie Obila mocTaBieHa AGerems 1), Hwb-me pamo mepsoe ph-
MeHie, & HMEHHO ONB - YOTAaHOBHIL camb 110 cedb HHTepecHHH (akTs
BOSMOAKHOCTH MPH HBEOTOPBIX' YACTHEIX'h 3HAUEHIAX'S IOCTOSHHHXD &, &, 7, 0 '
PABIOEATh KOPeHb |/ wt - ax® - pBa? 70+ d BB IepioInYecky0 1polb
U TIPAMOIl CBASH TAKOTO DABIOKEHiA ¢ IPHBEIEHIEMD DPa3cMATPHBAEMATO
BITUTITHICCKATO HHTETPAJA.
II. JI. YeGrimess 2) oOpaTnrs BHEMAHIE HA TO O0OCTOATEIBCTBO, UTO
UpieND  Pasiomenis BB HEUPEPHBHYID Apo0b MOKETD IaTh IIPAKTHUECKIE
PesyIbTATHL IMIMDL TOTKA, KOILa MBl 3HAEMDB HPeIBIs wncia 4IeHOBH mepiofa.
Emy yrazocs pbmmts stors mocabamifi Bompoch, IPeIIOIOEEBD BEIHTHHEL
&, @, 7, d DaAIiOHAJIBHBIMU YHCIAMY.
Passusag umen II. J. YeOwmesa, E. 3oroTapess %) garb CHOCOOEHI .
PBIINTG BTY 3ajauy U B TOMDH caydah, KOTZa STH UHCIA AIreOPANUEcKis
H, HAKOHEIh, ROTAA 9TH umexa Goxbe 00Iar0 XapakTepa.

dax. '

A —— 4

') Abel. Oeuvres complétes 1881. T. I, erp. 104. T. II, etp. 87 m Jp.
%) L. J. Yedsumess. Counmenis, C.-TTerepGyprs. 1899, E. Bomorapess. Teopiz wh-
ABIXD EOMIICECHBIXD dicert C.-Tlerepdyprs 1874, Ilpexpacioe I BIOIHB GTPOroe H3I0He-
mie proro Bompoca gamo I, Hrammnenws Bn wEnrk <06 HHTETPAPOBAHINT BH KOHEUHOMB

BIIE sxnnmTIUecRuxs An(epenniaions. C.-Merepoyprs. 1888.

e —
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TaxuMs 00pasoMb euHAs 1O CYMECTBY Bsajaua paslmiach Ha TpH,
eMOTPA TI0 TIpHPOh BeIMTHET: &, &, 7, d. Tpedyercs au 910 ed CYIIHOCTHI0?
Jymawo, uro whrs. Bb BHIY 9TOTO A Jal HOBOE H3TOKEHie HBEOTOPBIMB
CTOPOHAMD 5TOTO BOUpOCA, HAXBACh. UT0 OHO NOCIVEHTH Kb IalbHbHIIEMY
yeoBeplIeHcTBOBaHil0 »Toro phinenis. Keraru mub Oyzers BOSMOKHO JRAsaTh
Ha THCHYD CBASH ATOTO BONPOCA Ch pascMoTphbHHnIME pambe m Ha HBROTO-
PHLA amajorin ¢b ThMH OOIEMEH BONPOGAMH, KOTOpHe OBLIM HPEAMETON
TPeIbILYINXD H3cIbroBamii.

3a WCXOIHHIl NYHETH A BOSHMY TeopeMy Abers, 1o ROTOpofi pascMar-
puBaeMsii HeonperbieHHEI HHTErpalh BL TOMB caydasb, KOLZa OHD BbIpa-
KAETCA BH KOHEUHOMD BuIB, MOomeTd OBITh NPUBEIEHD Kb BHLY:

Blog PEIVE | o
p—q VR

b p I ¢ 0003HAUANOTE TMOJMHOMEL OTHOCHTEIbHO TepembrmOl z, a R 10-
IUHOMB %4 -+ ca® B2 L yx 4 d.

RawbTuMs, wTo InHEfiEEIME IpeobpasoBamieMs HesaBHCHMOI mepeMbH-
HOfi MOmHO ympocTuTs Hamrs unrterpaxb. Crbrysa mpumbpy IL. J. YeOnimesa,
crbiaent kospgunients mpu 2® Bb moxmpomt K paBHEMB Hyao. MomHO
raxme cIbIATH OTHAD H3D OCTAIBHHIXD KOSQQHIIEHTOBS PABHBIMG eIUHUIS,
HO 0cOOEHHOM BEITOIS OTH HTOr0 He OyLerd.

Urars 1mM0I0HEUMD:

7

R=at 2> +ya+d (1)
y=ynR
I cTaHeMb H3caBIoBaTh YCIOBiA CYIIECTBOBAHIA PaBEHCTBA
z+4 P9y
dx = Blog=——— C, 2
f : Ll g @

rrb O—-mpousBoabHAs MOCTOAHHAA, BBELeHHAS WHTETPUPOBAHIEM.

Ilpemae Beero MBI BHAHMB, 9T0 MOKHO IIPEIHOJOKATD IOIMHOMBL p U ¢

 genMbomuMu 00IIAr0 MHOKHTEIS.

Kpont Toro, MomEO BCerga IPHBECTH er0 Kb TAKOMY BUIY, TPH KOTO-
poms p 1 R He mMBIOTH 00mMaro MHOKUTEJIA.

Bb camows rbub, momomams p— Ry p; 1 R=R, R,, tab R, oOmiii
MHOEHTEIs TOJIRHOMOBL p M R, a p; u IR, cOOTBBTCTBYOIIiA YACTHEA OTH
rhieria MOMUHOMOBL p B B Ha 00mIAaro MHOEATEI.

MoxHO HamucaTh PaBEHCTBO (2) BB TakoMb BHIb:

z--4 B (pF)
dr= —log ——=— 0
f Y e g(p—qy)2+
HO : (p+qu)?=EF, {Pl 2R+ Byq®l - 2R, p1qy

u (p—aqy?=R, {P12R1+ Ryq% — 2R, p,qy.

e v W i | bt e B

e R e i< it

s 4 4

2 e 8 s
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Iommomer p*Ry + Ryg® 1 2p;q He MOIYTH HMBTH OOIUXD MHOEHTE-
1eli, nHaye W IOJMHOMEL p H ¢ HXD HMbim Ow. O003HAYNBG HXD UEPest
Ps U @y, MOKEMH HANHCATh PABEHCTBO:

fx+A d&l?:Elngz +QQy+ O,
Y 2 TPy — QY
EOTOPOE Vike YAOBIETBODUTEH TpeOyeMOMY YCIOBio.

Wraks MBL IpefmolaraeMb, 40 HH OTHHT N3T KOpHefi moimHOMa p
BB paBeHcTBb (2) He oOpalaeTs BB HyIb HH TOJAMHOMA ¢, HE NOXHHOMA
R, a crbropaTerpEO MOIMHOMH p U p2— ¢*R He moryrs umbre obmmaro
KODHA.

O6oznaunMb Yepess ¢ OTHOHIBHiezqi U IepelymeMs paBeHcTBO (2)

Bb TAKOMT BHIB:

z+A4 9ty
d(I,‘=B10' C,
f ' g2y

Bepemt mpoussogEyl 0TH 005UXD uacreil MOIyIEHHATO PABEHCTBA I
HaxoIuUMb BB pesyiapTarh:

2+ A 20y'— 2yg'
= !
Y @4

Ho, sambuas uss pasencrsa (1), 4T0

y==R
2yy'=1R',
M0JAy9aeMb:
oR'— 2Rg'

Takbs kKakd @ ===£, TO MOEKHO IaTh IIOIYYCHHOMY pPaBEHCTBY Takoi
: q
BUID: :
(x+4)g BgR—2R¢ BoR'—2¢%¢'+ 292¢'—2¢'R
P g ¢*—Rh ¥ ph i :

! : I____RI
=ﬂB£—B%?——.
@ g*—R
YMBomaa kpaliHiag yacTH STHXH DPaBeHCTBL HA dx H UHTErpUpYd,
HOJAYYHMD:

f(x—_%@dx=zBlog(p—Blog'(goﬂ——R)—}—O.
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N, BH CHIy PaBeHCTBA ¢ =

==

f(JG—i-_TA)_Q dx = 2Blog p — Blog (p*— Eq*) + C. (4)

HT0 PABEHCTBO MORABHBAETH, UT0 WHTErPalh OTH pamionapHOfl PyHE-
O BHpAEAETCA UEPesh OLHH JoTapueMb; cIBI0BATEIbHO SHAMEHATE.D
panionalbHoil (PYHRIIH He nMbeTs KpPaTHEIX KOPHEH H CTeNeHb ed SHaMe-
HaTeds OOoJplle CTeIleHH ed YHCIATeNd.

Kpows Toro, 9TOTH HHTEIPalh MOEETH HMBTH IOIDCAMH TOIBEO HY.IH

spaMenarteis p. IlosToMy TMOIHHOMB p2— F¢® HE MOEKETDH uMbTh KopHel I .

crbroBaTEIBHO TIpejcTaBisers co0ofl NocTOSHEYL. Bbh caMoMb nbrb, mTyerh

‘pequuuAa b OyleTrh KOpHEMS MommHOMa p? — [ig?; Takbh Kawh 8TOTDH IOMI-

HOMD I TOJMHOME p He HMBIOTH HA OCHOBAHiM CIBIAHHBIXD HpeAmoroKenii
o0muXs KOpHeH, T0 pesyIbraldb IMOJCTAHOBEH 2=>0 BL paBeHCTBO (4) 00pa-
THTH BH 68KOHEUROCTH TOIBKO OTHNE WieHDb log (p°— Rg?); a 310 0UEBHIHO
He BOBMOXKHO Oesh HapyuleHid PaBeHCTBA.

CrboBareapH0 MOKHO HOJOHEATH

e e qu =L ’ (5 )
i L mocrogEHAd. ;

Wrags MH HAULN, 9TO eCIM HHTErparb, cToAmill BB absoil wacrH
paBencTBa (2), NPHBOTNMB, TO TOIMHOMH [l Tamoro Xapakrepa, 410 Jls
HETO BOSMOKHO To:EiecTBO (). Ilokamems, U0 5T0 yelobie HeoGXOHMOE
AOCTATOUHOE.

IlpeamoIoEINs CI5I0BATEIBHO cymecTBOBagie TOEIECTBA ().

0003HAUAME UepesDh 9 CTEIeHb MoauHoMa p. Tora, Kakbh MOKASHIBACTD
PaBeHCTBO (D), ¢ TOIEKHO OBITh HOJHHOMOMD CTENeHH #—2.

MoxHO NpUHATH KO3(QUIieHTH TP 2" BB mornHOMB p u Tpm a*—?
pb moamHomb ¢ pasEpMu efumnmb. Torna, ecanm a Oyzers K0a((UIIEHTOMD
opu 2*~1 Bp moauHoMB p, T0 Orarogapsa OICYTCTBIO WIEHA CB 23 BB I0O-
ammoMs R, n kosduiients mpm 2”~° BB moammHoME ¢ Tamme Oyzers
paBend a. ;

BepeMt ITPOM3BOLHYI OTDH 00BHXD YacTell TOELECTBA (5) 1 moxy4aeMb
TAkof pesyIbTalrs:
opp' — R'q2—2Rqq' =0, (6)

J¥b KOTOPAro BHHO, UTO LOIHHOMD g IBINTD TPONBBEIeHie TOIHHOMOBS pp .
Ho mOIMEOMEL p 1 ¢ He UMBOTH OOLUXD MHOKHTETEl, cIrBIoBAaTEIbHO DO-
amEoMb p' ybimTes Ha mOaEHOMD ¢ Hambao. YacTHHIMB OTBH STOTO Ibaenis
Oyrers Jumefinad (YHREUIA, Takh Kakh NOPAIORD HOIMHOMA p' Oymers Ha
eIHEUIY GOIBTIE TOPALKA TOIHHOMA ¢. OTO YACTHOE IETKO ompexbinTs,
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Cp momomipio aoboro mss paseHcrss (5), (7) uam (8) yobammeda, uTo
¥ KO3(QUIieHTs IpH CTelleHH 2"—3 MOIMHOMA ¢ Takike paBHAETCd @, ’

Toxaraems IOIMHOMD ¢ BB BHAb paza:

n—2
Q‘ = .Z‘"_-E_[r‘ axn—BJ{_Z "’.’ xn—i——2 ;
=2

IlopcraBiss 910 sHAUEHie TOJMHOMA ¢ BB PaBeHCTBO (7), HAXOIHMB
Takoe BHIpaEeHie JId NOJUHOMA p:

n—2

Nt — a2 Nj— O 1 :
= —1 = n—2 _| W —1
pP=ar+axi = e 7 | E S i Alty_2 2 —F Gy ,

Ve

1B @, TOCTOAHHBI WIeHD MOIKHOMA P.

DT TOIHHOMEL JIONEHEL YAOBIETBODPATL KpPOMB TOr0 TO#IECTBEHHO
yeroBino (8). ,

TlogcTaBUBE UXD BHpPameHiS BL 9T0 PABEHCTBO I coOpaBh BCH WIEHE
BL OLHY 9aCTh, HOIYINMD HOINHOMS %—1-ro mopaika. Kos(uiientst aToro
MOANAOMA JHHEHHE 0THOCHTEIBHO Kod(h(huLieHTOBD a;(j=2, 8, 4,. . ..n—20)

OGosmaunMb uepess P,_;r1 TOTH E03(QuIienTs, ROTOPHH HAXOXUTCI
npu cremenn . UToOH yIOBIETBOPHTL YCIOBi0 (8), HAX0, ecid BOBMOEHO,
BHOpATh IId %-—1 BEIMUHHD Takif 3Hauenis, IPH ROTOPHIXD Beh aTH KOafh-
Qunientst P, ;11 o0paTtATes BB nyas. IToaToMy, TpHUPABHHBAA HXD HYIW,
HOXYUHMD YPaBHEHid 114 onperbieHia BeANUHED @, (g, (g, Uy, . o« oy Op_3,0n2,0y
uepess JAHHBIA BEIMYNHB 3ajaul 3, 7, J.

Hoayuennpg ypasBHenia:

Pj =0 (9)

G2, By R,

obaaganTs wbroTOpEIME 0cobeHHOCTAME. (O JWHEHHOCTH HXB OTHOCHTEIHHO
BEJIHUHHD @; yiEke H3BbeTHO.

Tlpumens sarbus Bbeh BeImuus®s a, B, y, d coorBbTcTBEHHO paB-
HEIMB 1, 2, 3, 4, U BeJINYHHD «¢; PABHLHIMEG YKA3aTelIwo j. Torza ben a10-
6oro kos(uiienta P; Oymers paBens mokasarero <. OTclofa cabiyers,
710 B k03uiients P; He MOEETH BOHTH BeIMYIHA ;, KOIb CEODO j > 1.
Y10 e KacaeTcs BEIHTHHEL @;, TO OHA MOKETH BoiiTH BB F; yMHOXeHHOI
TOXLKO HA ITOCTOAHHEIT MHOMKHTEIb. '
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rib Bepamenia @, # @uit OYAYTH CONEPEATH BEAMUUHBL o, dg, ... ,0n—2
aunefino. IIpupaBRABs UXE Hymo, Hafitems Oesd TpyZa JIBa YCIOBIA:

1
Uy — — 2_% Qn
@y, + nQui1=0.

BHOCA BE 9TH PABEHCTBA BHPAKEHIA BOIMUHED @; (1=2, 3.... n—2)
yepess a, 8, y, J, MOTYIAMD TaKOe-Ae BEIpameHie 114 @, H eIe OZHO
COOTHOTICHIe MeELy BeAmunHaMu a, 7, v, d, KOTOPOe Mbl 0003HAYHMD Tepess:

Fla, 0. 7o 0=10; (12)
pben ero pasend n- 1.
JITakT MB HAIMIIEMb:
O = Ql‘ (aa ﬂa 7 d) (13)

G=2 3 . m—3 om0,

rrb Q; IOTMEOMBL OTHOCHTEIBHO BEIMYHHD ¢, 3, 7, d Bbea . Mu crbroBa-
TelbHO saMbHEIN yelosie (8) aByMs yeaosismu (11) u (12) n gopyyramu (13).
JBa yeaosia (11) u (12) 3aKI0Yal0Th HEHSBBCTHYIO BEJIMUHHY «. Nexazo-
yad ee 3B HEXD, TOIYUUME 00Ho MEHLY AAHHBIME Beanudnamu 8, 7, d.

HanmmeMs ero Bb BB

6, (8, 7, 9)=0. : A

Tarb Kaks Bbea pasemcT® (11) u (12) paBHEH COOTBBTCTBEHHO HC-
1aMb n—1 ® n-+1, To BheH MOIyIEHHATO HE MOKETH OBITH 00abIIIe
queaa ne—1. s

ToxyuerHoe yeaosie OYIETH 10CTATOYHBIMDG, 4TOOB CYNIECTBOBANO TOH~
1ectso (5). Bb camows xbab, Tpm ero BHIIOJHEHIM MEI gafiteMb 10 Kpail-
Heil Mbpb omHo BHAueHie 1A BEJWUHE @, KOTOPOe YAOBIETBOPSIO (0)58
ofonME yeaosiaMs (11) m (12). Barbws, Berasuph »T0 3HaueHie BB (op-

Myasr (13), mafirens Oesd saTpyAHEHiA TOIMHOMEL p H ¢ MO BHAUCHIAMD

BEJIHUHHD d; .

Haifiennrie TakuEMBb 00pasoMb TOIMHOMBL p H ¢ YIOBIETBOPATH YPaB-
meniant (7) u (8). Jerso mokasath, 4TO MOEKHO OUDPETBINTH B paBeHeTBS
(5) mocrosHuy® L TaruMB 00pasoMb, YTO 9TH MOIHHOMBI OyIyTs YAOBIET-
BOPATH U eMY. :

Muo®uMD pabeHcTBO (8) HA ¢ M BB HOXYICHHOMND pasencTeb samb-

: a :
HAEMD TpoN3BeleHie w(x—%)q yepesh p' corracHo yedosino (7). Ioay-

yaeMb KaRh pPash paseHcTBO (6), WD KOTOparo crbiyers, 4To IPOUBBOA-
Bad OTD BHpamenmis p2— R¢2 mo nepewbuHofi « paBHa HyIo, U carbroBa-
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TeIbHO HAITM TOJMHOMBL TAKOBHL, UTO 3TO BHIpaMeHie IPeJICTaBIACTH coboit
mocTostHEYD. Jia e onpexbremia 10CTATOMHO, HAMP., MOACTAHOBKIL &+ = 0,
n noryuums L —a?—da?_,.
i Takums 00pasoMd yeaosie (14) OyAeTs A0CTATOUHBIME, qro0H  CyIIe-
: ¢TBOBAJIO TOETECTBO (5) M uTO0H CIbIOBATEIBRO pascMaTpuBaeMblil HAMH
HHTErpars BEPAKAICA BE KOHETHOMDB BIJB.

BaykruMs Temeph, UT0 HeAn3a HaiTH Goxbe OXHOTO BHAYCHIA 114
BeamuHHsl @ U3 YeA0Bifl (11) 1 (12), ecan ToanHoMB R HE nMbeTs Kpart-
Haro kopug. Bb camoms 1bab, myers by 1 by OymyTh 1B SHAUeHIS 114
peanuuas . Torga oba HHTETpala

——dx

e
Y, Y

OyEyTH UPHBOTUMEL, @ ciBOBATENbHO M HXB PAsHOCTH: HO HHTETpalb

dw
4

MOEETD OHITH [PHBOJUMBIMG IHITh TP CYIIECTBOBAHIN KPATHAr0 KOPHA Y
moanHOMa B :
Eean me ypapuerig (11) u (12), pascMaTpuUBaeMbld, Lalh ypaBHeHidA
104 BexmuuEH @, #vBore opmo pbmenie, TO 10 u3BheTHOMY  CBOMCTBY
aaredpanueckux’h ypapHeHifl OOl EOPEHb BHIPARAETCA palioHaIbHO Tepess
pxb G09Q(UIIeHTE X BL JAHHOMB Cayuah TpH HXD mocpeacTBh Takke u
- yepess BEAMUUHEL 2, 7, 0. JPYTHMI CIOBAMIH, CIH pascMaTpHBAeMblil HaMI
‘ MHTerpalrb -BHPAKALTCA BB KOHETHOMD BuIb, TO BeIWUHHA @ BHIPAEKAETCA
PAIOHANBHO TePesD JAHHKA (3, 7, d, Bb BuLh YACTHATO IBYXD NOJIHHOMOBS,
BB KOTOPOMD BECH ancantels Oyiers Ha eTIHUILY Goapmie Bbca sHaMeHaTe .
Fein uHCIuTeNh U SHaMeHaTelb o00pardrcd BB HyIb, To 14 a HE
6yilers onperbleHHaro BsHaueHid, I TOJTHOMD R pommens TpH 9TOMD
pwbrs KpatHsii KOpeHL. 9TO sambuamie MOXETH CIYEHTD nposbproil 1mpa-
BHIBHOCTH OIpebienis BeINUHABL @ Yepesh JAHHDL BEJMTHHBI Bt 0
Bt IpeipiymeMs Mbl H3I0HUII aaredpanmueckiii mpieMs LIS BLITUCTE-
Hig mocrogumofi O, (8, 7, d) Mo AaHHOMY IBIOMY UHCLY % I JAHHBIMD I0-
CTOSHEEING (3, 7, J. PaBeHcTBo Taxoif MOCTOSEHON HYyIO 0003HAYAETD,
KaED ME BUrbIm, T0CTATOUHOE YCI0Bie, UTOOBI MBYYAeMBIl HAME HHTETPAlb
OBLID TPUBOLUMBIME.




et T

Takd Kakb Ch APYIOfi CTOPOHEI OUEBHIHO, UTO I TOTO, YTOOBI pas-
cMaTpHBaeMplff HaMI HETErparh ObIIb IPHBOAMMBING, HEOOXOIUMO, YTOOBL
no kpafimeii Mbpb ogHa H3B STHXD MOCTOAHHKXE o0pamaxach OH BB HYIb,
T0 TPUXOJUME KL Tarofi Teopemb:

Az moro, umobv, wHmepass

fx+Adm
Y

npu nadieacauems evoopin nocmoannoli A Golas v mpusoduMs, HeooLo-
Oumo w JOCMAMoUHO PaAseHcmeo nyaio 0010w uss cvipasceniit Gy (8, 7, 0)
(=92 8, v %0k

CpasHEBag 9Ty TEOpeMy ¢b OCHOBHOfi TeopeMoii maparpaga 9-ro Ka-
CATeNbHO AIredpamueckaro WHTEPHPOBAHIL, MBI BUAHMD, UTO (OPMYILPOBEA
00bUXE TEOPeMT COBEpIIeHHO AHAJIOPHYHA; TOIBKO BD JAHHOMB crydab mpu-
PABHABAETCA HYIH OJHA IOCTOAHHAA, & TaMB PANH HX'b, IPEJCTABIA0IINXD
cobofi koaddurientst ogHoro moInHONA Dy ().

Pascmarpupaembiii Hamm cryuafl 1aerdh MOITOMY OCHOBaHie HPeAIOIa-
TaTh, UTO PACUNTELBATD HA YUPONEHIe JAHHBIX'D MHOI HEOOXONMMBIX'B I JO-
CTATOUHBIX: YCAOBIl JLId CYIIECTBOBaHiA axrefpamvyeckaro HHTETpada %0
cyujecmeyy BEChMa TPYAHO, I MOEKHO TOIBKO HagbAThCA HA HXD Goabe mpo-
cTOe BLIpamenie M Ha W3cIBIOBaHIA YCIOBIl, IPH KOTOPBIX'D o0palaTes
Bb HyJb mOCTOAmHBISL tuma O, (8, y, d) u KodPPUIIEHTOBD LOIH-
HOMOBE @,,(%) .

BriBors HeoOX0ZHMAro M JOCTATOYHATO YCIOBIA XA MPHBOLHMOCTH
pAsCMATpUBAEMAro HHTErpada OBLIG HOIYUEHD MHOWD CHAUAIQ IPHIOACHIEMD
obmeii Teopinm 114 pasbickaHid UacTHATO airedpaMIeckaro WHTErpala’ Io-
pagka #. Bb caMons pbrb, paBeHCTBO (3) UpeACTaBIACTH co00fl HEYTO
' gHOe, Kakb airedpamueckoe ypapHeHie (tuma 0000LeHHAIO ypaBHeHid PH-
KATI), 00JaJal0liee YaCTHEND aire0panieckiMs HHTErPaJoMD .

g9~ p=0

51 mpeoOpasoBalh ypasHeHie (3) Kb OIHOPOXHBIMD IePeMBHHEIME M
onperbials cooTsbreTBYIONIee 3HAvenie moxnEoMa K, a oTciofa W CaMBIL
YACTHEIT HETErpas®, NPHHEMAA BO BHUMAHIe, 4T0 OHDG JHHEHHBI OTHOCH-
TeIbHO mepeMbHHON ¢.

A mossoanas cedb s3ambaurs 37b56b 9TOTL BHIBOAL TOJIBKO—YTTO H3I0-
eHHBIMB, TAKh Kakb Th-Ke peayiIbTarsl, HO IMOIYUYEHHBI® IDYTUMD NyTeMb
fouBIIE MOTYTD IONIePKAT, sHAUEHie BEIBHHYTOM Teopin, wbMb NepeBHYHC-
aenie mpumbpa.

Sambuy, 4To BosMOAHO saaprbiimee uscabrosanie Bupamenia 6,(2,7, d).
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OOparuMb BHUMaHie Ha T0, YTO 9TH ypaBHEHIA HE 3aBUCATH OTH YHCIA 7,
H crbroBaTeIBHO OHO MOKETT BONTH TOJIBEO NpPH TOCDELCTBE 0CTOSHHEIXD
unTerpamin. Iloatomy e ycaoBig (11) um (12) pagyrs panb YACTHHXD HH-
TerpaloBh HTHXDH YPABHEHil, 4ToO KOHEUHO 00JErYNTL HHTErpupoBamie. A
pass jamo Oyners obmiee BrpageHie d Bb (PYHRIIN BEJIMYHHD F U y, Bech
BOIPOCH CBEJETCA KD H3CIBIOBAHII UHCIOBHIXD q)yﬁﬁmﬁ KOTOPHLA TpercTaB-
IS0TH 000f TOCTOAHHBIA HHTEIpAIlil.

(p IIpUBeeHieND PasCMATPHBAEMAr0 WHTETPAla CBABAHEL U JPyrid
BAmHBIA B3aJaull. -

IlpescraBums TOmIECTBO (5) BB TakoMb BULE:

(p+VI)(p—VI)=Rg

H IPeJIoN0EIND, YT0 He GYNECTBYeTH TAROT0 TOKIECTBA Cb MOPAIKOMB
MOIMHOMA { MEHBIIHMB 0. :
Tsa noamsoma p VI u p— VL se mbors o0muxs MHEOKUTEISH:
I09TOMY MOEHO HAIHGATE:
p+ VL= Iy gy
_ (15)
P—VZZRz g

-

mb B R,=R, a gg—q.

Hu omnaps usp MHOEHTEIell R, u R, He MOKETD NPHBOIUTHCA KB IO-
crogunoft. 1IycTs, Hamp., f; TOCTOAHHAH, MOKHO IPHHATH €€ paBHOH emu-
HAIDB, W ITOJIYYHMB:

2V L = q,°— Rgo?,

TOHIECTBO, KOTOPOe 110 IPEeANOI0EKEHI0 He MOEETDH CYIIeCTBOBATE.
CabroBaTebHo 1O yeI0BigME (15) IOJIHMHOMEL p -+ VL nu R Oyiyrs
uMBTh 00maro MHOEHTEXd cTemend Menbme 4. IloamHoMb R 0KasniBaeTcd
IPUBOJUMBEIMG 1), €cid Kb 001aCTH PAIiOHAIRHOCTH eTo K03(uIieHToBD
8, v, ¢ upubasuth kBajparEnil parurars Va?—da2 .
3mbcs He mocraers 00paTHATO nacﬂ'hﬂ,omﬁm, EoTOpoe O0TBBTIIO OLI
Ha BOUPOCH, BIEYETE Ji 33 c0o0OH NPHBOTHMOCTH IOJNHOMA K Ipu IIOMOIIH
U3BJIEUEHIA KBAJpaTHATO KOPHA CYIecTBOBaHie TOIECTBA (D).
(5 BOIPOCOMTE 0 TOA00HOT TPUBOLUMOCTH MO#ETH OBITh CBA3AHA Bafava
0 BOBMOKHOCTH TOCTPOMTH TOUKH Hepechuenis IBYXDH KOHHUECKUXT chueHii
HOMOIIBD THPKRYIsA 1 auHeiirn. Coga me OTHOCHTCA 0COOEHIO BAEHOE JIA
TMPAKTHRE NPuUGIudcennoe TOCTPOeHIe HX'h IOMOIIDI) IUPKYIA M IHHEHKH.
Cioga ke OTHOCHTCS JOCOTHITHEI BOMPOCH O TPHOIMKEHHOMD BHIYHC-
JIeHin BJIJIHIITH‘IQGKHX'I) HHTEerpajoBs €5 IOMOHIBIO J0TapHeMOBE.

1) U. Hramungit. 00 HHTEIPHPOBAHIM BB KOHEYHOMD BHAS DIIMNTHYECKHXD AM(-
depenIiaioss, erp. 62. :
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§ 12. 0 cuctemb, Bt ocoOenHbin ToukM KoTopoit onpesbnawTca
pauioHanbHo.

Aba0 ugers o cucTemb:

dzy,  dzy dx, dz,

BD KOTOpofi (ymEmN X, InHeiinbis, OJHOPOZHBA BHpaxeHid BB IepeMbH-
HBIXD #; (¢=1, 2, 3,...,p) U He3aBUCANIA 0TB uepeMbHHOR z; .
MoxkHao cabroBaTe bHO HOIOEHTD:

npH 100aBOTHOMP YCI0BiN

=1 P 8 e

TaknMb 00pasoMs oTn ypasHenis OyiyTs saBuchrs ors p( p—1) ma-
PaMeTpoBF.

Oco0eHHEIS TOUKH CcHCTEME ompefbudiorTes crBIyONUMI ypaBHeRiaMm:

;E'j Xj= Za:j,
it TR T

KOTOPBIMB MOEHO faTh cabrylomifi Bums:

2 (K= 1) =0 7 (2)

D=1 2 bl

Tagp kakb 114 CymeCTBOBaHiA paBeHCTBA (2) moeraTouHO, YTOOBI
TOIBRO OJUHD U3b MHOKHTeIeHl Faikgaro paBeHCTBa O00pamIaics BDL HYIb,
T0 913 anrefpadmueckad CHCTeMa ypaBHEHifi paclagaeTcd Ha 27 INHEHHHXD
CUCTEMD, KOTOPHLA TI0.IYYUMT, IPUPABHABT HYI0 Bb k(k=1, 2,...,p) u3b
9THX'D PABEHCTBD NEPBHIE MHOKHTENH, & BH OCTAIBHBIXH BTOPHIE MHOKHTEIH.

Ws® sTuxs® cuereMs TOJBEO OJHA

;rlzxg:xg—_—,,,—_—xpzo

He ZTaerb ocobemnofi rouxm. CabroBareisHo BE TOME cayuab korza Bebh 0co-
OCHHBIA TOYRN PAsIHYHEL, HXB Oylels 27— 1, TARD Kakb KaKIad CHCTEMA
JUHEHEIXD ypaBHeHill ompelbinTs TOIREO 0XHY 0COGEHHYIO TOUKY.
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Bompocs 0 COBIAJeHiN STHXH TOYEKD MOEETH ORTh PhuleHD Tpu MO-
MOImE MaTpmecs (H) maparpada 4. :

Bo Beanoms cayuab p mouers Bj(j=1, 2,...,p), omperbIgeMbxD
BHAUCHIAMU :
.’lﬁl = xz-—xg ] ,’EJ_1=
Tjp=Ljpp= ... =&H=0
[=1,721 3 P

OyIyTh CYMECTBOBATL IIA JWO0f Iu(@epeHmiarbHON CHCTEMBI DPA3CMATPU-
BAEMATO THTA, I MOKHO BHIOpATh 8Ty IPYIIY TOUERD A omperbirenis To-
aaHOMa K.

Ecan 00030aunMb, Kakp I Ipeikle, OMepaio

P
0

g

qepess X, TO TOEIecTBO, onperbimwimee uacTHG airedpamueckiii HATe-

Tpai’d, HAOAIIETCA TaWb: :
Xf: Kf. : (4)

Toanmomst X,— BTOpoft cTemenu, mosToMy NoanHOMBH K Oymers Iu-

HefiHBND U OyZeTh 3aKI0UATh TOABKO p HeHSBBCTHEIXD KOS(QHIIEHTOBS.
CaboBATEIRHO TO TEOpiHl, HaXoKeHHofl BB NEPBHXH UETHPeXH maparpadaxs,
TOCTATOUHO B3ATH TPYNIY p PASIMUHBIXD 0COOEHHEIXH TOYERE.
Toapko 4T0 pascMoTpbEHBLA Toukm B; He MOryTh Beh ofpamarh BB HYIb
ONHY H Ty-we InHefinyno (QyHENin. BepeMb HXD LO0TOMY I omperbienis
HTOTO TOANHOMA.

IloromnNs cHAYATA

?
e —a i
;x

PesyapTarh HEMOCPELCTBEHHON II0ACTAaHOBRN BB 3TOTH NOJHHOMD BMbeTo
nepeMbHELXT #; sHAueHifl, omperbisionuxs Touky B, Oyiers paBeHd bj,
.. €. koa(pguuienty mpu mepembmmoii x;. Cb Jpyrofl CTOPOHLL, MO Tapa-
rpahy 3-My, 5TOTH PESYIbTATH BEIPABHTCH Yepesh BEAMUHHHL A;, 4j H h-
Je1 wneaa 1o gopMyrb:

q
(K ) = (n— k) 2+ Fjymd =+ Z Jeig B (5)
=2 ;

Haifigens cnauara 4;.

S
A il S

TR S HETRES

e
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IogcranoBra sHAYEHIH mepeMBHHRIXDB, ONpPerBIANIINXD OCOOEHHYE
104Ky B;, BB ypasmeHig (2) obpatnTh uXH BB BB HYIb KpoMb oxEOrO,

KOTOpOEe IPHMET:H BHIB: :
=10

OTelofa 3arIo0UaeMb, UTO Z; PaBHO HYIO IId J000TO 3HAUEHIA HH-

aeKca j. : '
Jua onperbienia me BelmumET A; HAZ0 COGTABUTL XapakTepHCTHUE-

ckoe ypaBHeHie IId KacaTelbHar'o LkOHHeKca BB 0cobeHHOI TOURS B;.
Cmayara HANNIIEMT ero Bh o0meMb BHIS:

Xl_l bl:le s e bljxl e e blpx'}.

bglxg X:z—l v e bg_;il‘z e bgpxl

A ety ..-. e s :0. (6)
bjlxj bj-gl’j AR Xf—l ‘e bjp-xj

Bpioy” bty v o0 s Tk Kot

TogcramoBka e, 0 KOTOpoH MH TOJBKO UTO TOBOPHIN, NMPEBPATHTE
er0 BH BUIY SHAUEHIA TOIHHOMOBE X; BB Takoe:

(b1j—2) (bo—42) (bgj—2). . .(byi—2). . .(bp-1,—2) (bpy;—A) =0, (T)

TP 9TOME He Haj0 B3a0HBATh, uYTO b;, BEIHYHHA DPaBHAS HYID H BBEJIEHA
Jumb paju yupomenia gopmyrs. Iloryuennoe ypasHeHie IORA3HIBAeTH, UTO
HCKOMBIA BEIHUHHBL Aj— KO3Q(HIICHTH BH NOJHHOMAXB X; TDPH TepeMbH-
HOoli z;. Tarkd Rakd 4; PaBHO HyIH, TO NEPBHE [1Ba 4leHa BBH (opmyas (5)
OyZyTs BB TAHHOMDB CIyuas PaBHE HYIH, & OCTAIBHYI0 YACTh MG MOXYYHME,
YMHOKIBD KOPHH YpuaBHeHif (7) Ha Ibapld N HEOTPHOATEIbHBIA UICIA U
CHOKHBD PesyIbTaThl. TAakmMb 00pAsOMD MOIYUAeMB:

P
(@:2%%,
2 1

rabh kjy obosHauaTh WHIHA HeOTpHIATEIBHBA umela, a uHela Kk, Beerga
paBHE HYIW. Bubero sroil dopMyisl Momems HAIHCATH:

»
@:Z@%.

=1
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VMHOEUBD 5Ty (OPMYIy HA ; H CYMMHDPYA OTH 1 Ji0 p BRIOTHTEIHHO
00k TacTH IOIyIeHAATO PABEHCTBA, HAfiTeMs Takoe BEpakenie 11d moiunoma K-

P pi=p

g=1 =%

HanoMHEIME, 4T0 corracHo maparpady (3) HeoTpHUATEIBHBIA uncia kj;
VAOBIETBOPAIOT: HBROTOPEING  YCAOBIAMB, KOTODHA Bb JAHHOMB cayiab
MOMHO BEIPASHTH CIBIYIONINME HEPABEHCTBAMI:

ki <m
e R Bt T T

b m—TopANOET yacTHAro aarefpantuecnaro HHTerpada, JIA KOTOparo
onperbirgerca noImHOMB K. _

Takums 00pasoMs, B3aTag Hamu cucreMa (1) obrazaers ThMB samb-
UATeIBHBIMG CBOMCTBOMB, 4T0 nojuuoMer K , orphuapmie UYacTHEIMD HHTE-
rpagaMb 3Tofi cCHCTEME, cocTaBIATCA InHeiino 3T Kos(OQHIIeHTOBD 5TOL
CUCTEMEL.

Tard Kakh u3H pascymLeHifi maparpada 5-ro cabpyers, 4T0 E05(-
(uIienTs yacTHAro aarefpandeckaro WHTerpala BHIPAKANTCA PATiOHAIBHO
uepess KOs(PQUIieHTH cHCTeMH W HppaIlioHalbHOCTH 4 U Zj, TO BB JaH-
HOMB cayuah Beb KoaduumienTs M0O0r0 YACTHATO HHTETPALA BHIPAKAIOTCA
pamioHaIsHO0 Yepesdh KoaPPUIICHTH cucTeMsl (1).

Ara cucreMa 00IATAETE p OUEBHIHBIMEI UACTHRIME JHHEfHRIMEH HHTE-
rpaxasi a; (j=1, 2,...,p). CoorsbrerByomuyMn nMB ToImHOMAME /K
Oynyrs Qymrnin X; (j=1, 2, 8,..., p), KOTOPHA BaKIOYANOTCSA, Kakb
u cabgoBaio omugaTh, BH GopMyrs (8).

Kponb toro oma mwbers ymomswyrsii B naparpagb 8-Mb BHIB, Xa-
BAaeMEI cucTeMb U YIPOUIEHiA BEIUNCHEHIS YACTHEIXE aire0pamyeckux®
HHTETPAIOBE ®-I0 MOpAika. BB TaHHOMD cilydab Eamiplii 13D BHaMeHATe-
xefi, ma notoprie BB cueremb (1) xbasresa muddepeniiaie, EMBETD MHOKH-
Te1eMD coOTBBTeTBYIONIyI0 mepeMbHAY0, I cIbIoBaTeJLHO 10 HBIOKEHHBIMD
BE naparpafb 8-Mb mpieMaMd MOKHO, HE BHAsf BCETO YacTHAr0 MHTErpala,
BHUMCIATE TY €0 4acrh, KOTOPAS BaBHCHTDH OTH A1000ff XamHOH TPYIIBL
nepeMBHHEIXG, T. €. MOKHO DPasblCKUBATH Ty UYAcTh YACTHATO MHTErpaJa,

KOTOpad OCTaHeTcd, eclu IOJOEUTH Bb meit Bebh ocTANbHBIA HepeM’bHHHﬂ )

paBHEIME HyIo. MoxHO Hauarh ¢b olipeibieHid yacTHaro HHTEIpala TOIBKO

BTy e
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JIA CHCTeMEI IBYXDH HepeMBHHBIXD U YBEIUYHBATH UHCIO TEPEMBHHBLIXD II0-
cIbIoBaTeIbHO, MOKA He J0fieMDb 0 IOIHATO UHCIA IepeMBHHBIXD.
ITpewne ubmp npumbants crbiammsid 3ambuaHid, ocTaHOBHMCA Ha
cabrywomeit 3ajgaub.
Jano ypapHewrie . Jf
e
0[1,','

Kf+U, (9)

Te=1

b Xi, K n U 0003HA9AI0TE cO000H IAHMBIE TOJHHOMB COOTBBTCTBEHHO
m-r0, m—1-10 I n-+m—1-r0 mopsaaka. Tpebyercsa HafiTh MOJHHOMD [ %-TO
TIOPANEA, YIOBAETBOPAIONII 9TOMY ypaBHEHIH.

(Obmee Teopermueckoe phierie 5TOTO BOUPOCA O0UEHH TPOCTO: CTOHTE
TOJIBRO TOJCTABHTH BH 3TO ypaBHeHie BMBcTO moammoMa [ caMpiii o0
IOIMHOMD [ %-T0 MOpANEA ¢b HeompexbaenusMu Koaddumientamu. [Ipousses
yEasaHHbA IbicTBid H coOpasb Beh UIeHH BB OJHY YacTh, IOIYIHMB IO-
JMHOMD; IpUPaBHABAA KOAQEUIIEHTH ero Hylw, HOIYIAMD PALH INHEHHHIXE
ypasHenifi 1iag oupexbienia mexoMbpIXEH woa(uumienTOBs moamHOMa f. Ymeao
TaEMX'h ypaBHeHilt Oyjers BooOme Ooipme, wbMb mepeMbHHEXD, H cabro-
BaTeJIbHO JaHHBLA BB 3a1aub NO.KHBL YI0BIETBOPATH HBKOTOPHIME YCJIOBISME.

Yuorpeouns- cabayomiii mpieMs, w1006 BHACHATH XapakTeph H UHCIO
STHX'D YCIOBIIL.

OGosHaunMb uepess By (i==1, 2, 3,...,s), kakb MHE 570 xbraau
B naparpab 9-Mb, OJHOUWIEHB %-ro H3MbBpeHid, u cabjroBaTeIpHO IIOIH-
HOMB f MOReTH OBITh TPEICTABICHD CYMMOLL:

f:i CiBus,
J=1

ros C; Oyiyrs obosmauaTh KOS(QQUIIEATH MTOIMHOMA [
Hoxerapiss 5To BhpakeHie 114 1oIHHOMA [ BH ypaBHeHie (9) I mo-
Jarasg JId KPaTKOCTH

p
0B, ;
2 X, 0%{ — KBy— E,, (10)
HaX0IUMB DPaBeHCTBO: = 5
Zo,-Ej: U. (11)
j:l

OHO mOKAsHBaeTh, uTo MOIuHOMTE [/ TpemcTaBasers coOofl aumeiinymo
KOMOMHANI0 TOINHOMOBG [7;, MOXYYCHHBIXD U8B ONHOWIEHOBD Bj; TOMOIIBIO
omepalin, BEIPAEEHHOH paseHcTBOMSE (10).

IIpemoroEnMs cHaYala, UTO MEEIY STHMH MOJINHOMAMH HBTH JnHeii-
HOIl 3aBHCHMOCTH €D MOCTOAHHKIME Koadumientamu. Torma Mer BHIHM®,




— 205 —

410 ToauHOME U mopaika m--m-—1 TpeicraBigeTs coboil IHHEHyn KoM-
; ‘p+n—1

funaninn s=— T MOAHHOMORD U CIBIOBATEIRHO MOKHO B3AThH

TOABKO s ROIPPUIIEHTOBs €ro COBePHIEHHO MPOMBBOJIBHEIMI;  JIPYTHME

cioBaMm, Mexpy kos(uumientamu moimpoma U JONKHO CYIIECTBOBATH

' (p +m+n_9)— P ;ﬁ? ) saBucHMocTeli. OUeBHIHO 5TH BABHCHMOCTH
6y,t[yrr'5 uMbTh JnHEfHBIH XapakrTeps.

Ho Momers - cayunthes, uro He Beb moannOMEL £ rnHefiHo HesaBHCHMEL.
IIyers cymecTByeTs Me®Ay HOMI ¢ INHEHHHXE saBucuMoctedi. Torma MOKHO
BHIDABUTL ¢ H3D IOIMHOMOBDL [U; depest Beh ocTanbHele. BHecs aTm BIpa-
EeHid BB paseHcTBO (11), yobamyes, uro moamsoMs U BEIpamaeTca BL BULb
mHelinoii  PyHEIin s—¢ IOIMHOMOBD IMHefiHo HesaBmcuMEIXD. Crbrosa-
TeJIbHO ero K0d(pUIieHTH 1i1d BOBMOB{HOCTK phurenig KomEHB OBITH MOXYM-

HEHEI ( e —2) +q (nq—p iy ) YCIOBIAME.

IO MOJEHO ,cbopmywmpomm nHave. PagcMOTpUME LIS 9TOro, Kb UeMy
BEJeTH CYUIeCTBOBAHIC ImHEMHaro coOTHONIEHiS MemIy moauHoMamm I,
ITycrs

ZC}UE]-= 0. (12)

ONHO 3B STHXDE cOOTHOMEHIH. O003HAUNMDB UYepest f; MOINHOME:

s
Z COB. .
J 13

j:l

Muomums o6 wactu pagencTBa (10) Ha C}U I CyMMHpYeMDb IO J
0T5 1 10 s BRIuHTEeAbHO. Jerso BHIBTH, UTO PEsyIbTATH MOMHO HAINHCATDH
BDL BHAY coOTHOLIeHIA (12) BB Takoli (opmb:

P
RO
ZL G =K1

g1

HoxyuerHoe paBeHCTBO IIOKABBIBAETH, UTO ITOJHHOMB f; — YaCTHEL
axre0pamyeckiii mHTErpars %-To MOPAAKA IIA YPaBHEHIsA

0z
2 X, 5m=0. (13)
¢ JAHHBIME IOIHHOMOMT K. ]
SHAUATH CYWECTBOBAHie ¢ ycIoBifl Tnia (12) HOKA3HBAETH, UTO ypas-
nemie (13) npu gamHoMb moimHoMs K uwbers ¢ JuHeliHO He3aBHCHMEIXD
YACTHBIXD AJre0pauueckixXs HHTETPATOBD MOPALLA .
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Sambrums kpomb Toro, uro, umba moamEoMs f, phmeniems ypasHe-
- Hig (9), & MOIMHOMD /i YACTHBIMB aire0paHueckHMT HHTETPAIOME yKasaH-
Haro THIIA, MOKEMB COCTaBHTH Ooxbe obmee pbmenie ypaBHeHis, MOI0EHUBE
f=rf+ChH, rib C coBepmenno NMpon3BOIBLHAA MOCTOSHHAL

IOTHME  yObHKIaeMcA OKOHYATENBHO, UYTO JJId BOSMOKHOCTH phire-
Hig Bompoca KOS(pmiIieHTH moiuHOMa U  JOMEHLL OBITH  IIOJYHHEHE
(m +g__}_1p ~2) - q—(njﬁ 1_1) JUHEeHHEIMG  yCIOBIAMB, TIPH UEMB ¢
0003HAYAeTH UHCI0 YACTHBIXD alre0pamveckKux’s HHTErpaloBbs Cbh JAHHBEIMB
moauHOMOME K, m Toria phirerie OyierTs saBuCBTh JHHEAHO OTH ¢ WPOH3-
BOJIBHBIXD TOCTOAHHEIX'D.

OcoOenHo WHTepecHSII PesyIbTarTt IOJyUAeTeA LA cayuad m=1.

Bb sroms cayuad K Oyjlers uocToAmHONl Bexwuumofi, I BesAKifi pass,
korma oHa He OyzerTd MMBTh BHJa, yRasamHAro (OpMyIoil (3) maparpada 2-ro,
Hama sagaua Oyrers nMbre 0dwo onpedwaennoe prwwewie. :

BeprenMca Teneps kb mpumbmeniio cmocofosh maparpada 8-ro Kb ni-
Tepecylomieil Hachy cucreMb (1).

Mp me OyzeMT TPHBOJUTL CHCTEMY KT BHAY, IPH KOTOPOMB HOIRHOME
X, paBend HyIo, U c1bIoBaTeIbHO He MOEEMDH HEIOCPeICTBEHHO BOCIIONb-
soBarheA (opmyramu (14) mnaparpada 8; MH HMB JIaJUMB, PA3HCRABAS
UX'b HEMOCPefCTBEHHO H5D paBeHCeTBA (4), OGoxbe yroOHYIO 1id HAch (hopMmy.

Craualta pasomBaens omepamiio X Ha cyMMy carBIyoOIEXD TPEXE:

p—1

0
= Z W (Xy—bipy) 5

g——1.
p=1 0
o X @)= » e
Tpo _Ip 2 b;p €Xi (}.Q’,‘i
=1

X 0

PPy
?

X

Byrems, kaxn mpemie, pasiuuarh XBa cIyyad: KOra 0co0eHHASA TOURA
B; me o0pamiaeTs Bb HYIb TOIHHOMA [, M KOTAA OHAQ LPeLCTABIAETD €ro
k-xpaTHYIO TOURY.

Bb mepsom® cayuab HAgo MOIOEHTH TOJIHHOMB f BB BHIB pana

P
) fiat,
3=1

rab f; o0osHAuaeTh OLHOPOTHBI MOIMHOME % -—4-T0 TMOpAZEA BEH mepembn-
HBIXD %y, %5, ...,%p—1, & IOCTOAHHASL f,, HE PaBHA HYIO. PesyIprars
TOJCTAHOBEN 3HAUCHIH, omperbisionmxs ocobeHHyl TOUKy B,, BB MOIH-
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“HoMB K paBeH® Nip, T. €. HYI0, Takb KaKkb seh 2; pasusl Hymo. Rosd-
Quiients b, Gyiers HyleMb, I CIrBIOBATEIBHO K Oyjers anHeiinoft @yHE-
mieff ofnuXD TMEPeMBHHBIXD &y, %o, T3, -« Fp—t.

[oncraBigeNd B3ATHA HAMH BbIpakeHis B PaBEHCTBO (4). Ono mpn-
MeTH CABIYIOMmiil BHIB:

i i S
[x0 taaptaX |y fn=K) is.
o= i=0 i=0

DT0 PaBEHCTBO JOLKHO OBITH cmpaBeliuBO IPH BCHXB BHAUCHIAXD
nepewbaHOfl 7, B CcIBIOBATEIBHO IPHBOTHTC Kb n-1 paBeHCTBAMD:

X, = K
XOf = (K —gX ) f— X0
g—=—da 0 e ]

0= (KE—nX)f,—XOf, , °

Bb m0IyUeHHHS DABEHCTBA BXOZATH BB An(epermialbubii oTeparin
X;U i Xf). Tepsasg #35 HUXE OTIHUALTCA COBEDINEHHO TARHME &e Xapak-
TepoMB, Kakb H oyepanis X, T0IbEO 3aBHCHTD 0T YHCIA 109 (puIieHTOBD
wa ermmEuIy MeHpmaro. ITopagoxs e HXB OTHOCHTEABHO nepeMBHHBIXD L
cooTBbTCTBEHHO paBHAeTcd 2 H 1.

MoEHO PAa3cMaTpEBATh TOAYUEHHB PALD PABEHCTBD OTHOCUTEIBHO
KaKd IepBofi, Takb M BTOPOil omepamin, Kakb PALD mocabI0BaTeILHEIX'D
ypasureniit Tuma (9).

Bb camoms gbak, mOXOEEMB, UTO HAMB YAAJI0CH onperbanTs Mo mep-
BOMy H3h ypasHeHiff (15) mozmmoMsl K u fo- Torma, MOICTABUBD [OTYYeH-
Hoe BHAUEHIE HTHXB MOAMHOMOBL BEL cIblyoliee ypaBHEeHie, HOIYIAMD DPa-

BEHCTRO.
XS)fI = (K— Xp) fl ot ng)fo .

Bb HeMb 6yiers 0cTaBATHCA HeHsBBCTHBING IHIID TOJXMHOMD fi- Cub-
I0BATEIBHO ATO ypaBHeHie—THIIA ypaBHEHIA (9) OTHOCHTEIHHO onepanin X;l),
Ompepbisens OTCOJA IOIMHOMD fi M HaXOLHMbB JCIOBIA, KOTOPBIMB 0.~
HeHp OBITH MOTUMHEHD NOJNHOMD Xf)fo. TlozcraBisgeNs NOJYYCHHOE BHA-
yemie 118 MOIEHOMa [, BB crbiyloniee PaBeHCTBO:

X, = (K—2X,) fo— XPh.

Bt mewn ousrh ocTaeTea Hemspbermofi Toapko ogHA (YHEILL fo. 9TO
ypasuenie tarke Tuma (9). [orygaeMd H3b HETO ThMb-#e TOPIIKOMB II0-
JAMHOMS f, M YCIOBifA, KOTOPEIMG NOJUMHEHEL KOI(QUIIHTH NOIHHONA ng)fl.
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IIpororEas TaknMb 00paB0MD, HAHIEMT Bech HAMB HYRHBIH PALE IOTHHOMOBS
U pALD YCIOBill, KOTOPEIMD NOTYHHEHB! ITOJMHOMEI Xz(ﬁfi (i=1,2,..v,m—1),
Bb a1n yeaosia Oyxryrs BXOmuTh IBIRS HEOTPHIATEJBHBIA YHCIA, NpPH TO-
MOIIE KROTOPHIX'B GBI onpenbiens moamHOMS K, kos(humientst cnerenms (1)
I JUHEeHHO0 IPOM3BOJIbEEIA IOCTOAHHLIA, BXONANIA IIPI HHTETPHPOBAHIN ypaB-
HeHill Tama (9).

IIpepnoututensube oOfHAKO. BB BHAY OO0JbUIel HPOCTOTH OOpATHHI
IyTh, & HMEHHO, PascMATpuBaTh Beh ypasHemis (15) Ba HERIYCHIEMT Tep-
Baro, Kakb ypapHeHid TAna (9), HO OTBOCHTEILHO OLEepaluin ng),

Onpenbrgens cravara mo (opmyrb (8) moanroms K. O WOCTOAHHOIM
fa MBl BHAENMB, UTO OHA OTAHUHA OTH HyIls. Mombo marh efi Oesdb Bpera
IJg oOmHOCTH 3HAyeHie papmHoe efumuIb, n TOTAA MOcTBIHEe ypaBHEeHie
U35 YHCIA YpaBHeHil (15) HANUIIETCA TAKB: )

ng) fuo=—nX + K,

Bt mem® HeussbeTeH® TOABKO JIMHEHHERIH MOIHHOME f,-1. CpaBHUBAA
€r0 ¢b ypaBHeHieMB (9), MBI BUIUMB, YTO OHO NPHHALIEKNTH Kb €0 THULY,
HO OTHOCHTEILHO OIeparin X;?). OTcroma MBI MOEEMB OHPelbiuTh MOIMHOMB
fu—1 U UOIyIATH BB UBBBCTHHXD CIAyIAAXD COOTHONIEHIT MemIy EOBDPU-
njerTaMu IoImHOMa nX, — K.

Pasemorpums 3arbms o6mifi cayuaii. Hamumems 0IHO W3H ypaBHeHii
(15) BB cabayomens Burh:

XPf, = (—gX,+ K)f— X0, G5

Fein #HaMb u3BBCTEHD  TOJIMHOMB fg, MBI, TIOJCTABHBE ero BBH 910
ypasuenie, OyieMb HMBTL BH HeMB HeU3BBCTHBIME TOALKO OZNHD TOIHHOMD
f,_,- 910 ypaBHemie Bofirers Toria BB THND ypapHeifi (9) OTHOCHTEIRHO
onepanin X@. Mer ywe BuAbin, UTO BOSMOKHO ONpEBINTH LOTMHOMB f, -
Tlomowues BB ypaBmenin (16) g=—mn—1, Mbl onperbinMs IMOITHOMD f, -
Ipunass xe g=n—2, HalileMd moauHOMD f, .. Ilpogoimas Takums 00-
Pas3oMB, TOIYIHME HAKOHEN'hs U MOAMHOME fo.

Taknws oOpasoms Beh ypasHeris (15) Gesn mmepsaro ZamoTh BO3MOK-
HOCTh ONpefbIuTh Beh MOJAMHOMBL f; TpHU IOMONIM OHepaliy X;'f),

Ilpu BoiDoNHEHIM 3TOT0 onperbieHid BB 8TH IOIMHOMBL MOKETH BOMTH
usBECTHOe WHCAO TTPOMBBOILHEIXG TOGTOSHHBIXD, W Mbl TMOJIVUIMB  CTOABEO
#e COOTHONICHI MeEJy HHUMH, HEOTPHIATEIbHBIMH YICIAMIH, IIOCIY:KIBIIHMU
1is onpepbieria moaunoma K, m roadumientamu cmereMsl (1). Hapo sa-
MBTHTD UTO IIPOMSBOABHELA TOCTOSHHBIA, BOMENMiA B NOIHHOMD [, [pH
UHTeTpanin MocABIHATO YpaBHeHis

XOfy= (— X+ K) f; — X0,

HE BOHIYTH BB HTH COOTHOILIEHiA.
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p—1
Z,- = Z kij bjp.-
=

Wrare pesyrsrars oOnepanin 'ng) Hagh OJHOTIEHOMD Bj; DPaBeHb
STOMY K€ OLHOWIEHY, YMHOMEHHOMY HA MOCTOAHHYIW /. IIpejmoiomnvs cHa-
Yaja, YTO HHU OHO W3%H BHpameHiit /; He pasHo myro. Torza MOEKHO HAa-
THCATD: ‘

I'Th MH TOJOEIMB

Bi

X®
P
1
Muomums 005 uacrm sroro pasencrtea Ha Cy, cyMMEpyeMb 0T 1
IO S, BRINYHTEJHHO I HAXOIUME BDb pesyrsrarb:

Y 024 0.5 - @s)
r i 2 '
r—1 ¢

b=l

H1a (PopMyra omperbiseTs BUHOIHS TOIHMHOMB ¢ N0 ganHoMy U, korza
HHI OIHO 3B BHEIPAKeHill I+ HEe PaBHO HYIIO.
Eecmu me [; paBEHO HYIN, TO

X@By = 0;

T. €. OTHOWIPHD DBy; OyJeTh WHHTerpaioMb Au(epeHnialbHaro ypaBHeHid
BB UYACTHBIX'H NPON3BOIHEIXD :
Xd==1, (19)

OueBmiHO, uTO, ecim BH HoauHOMB U KO8(HIIEHTD IIpH TAKOMD
oZHOWIeHb HE paBeH’d HY.IW, TO HeIb3d OmpefBInTh coO0TBHTCTBYIONMIAr0 I0-
amEOMa @. HTaws [Kid BOSMOKHOGTH Bafadl HEoOXOZUMO M I0CTATOYHO,
qro0s moauHOME U/ He mMBIL TAKuXb OLHOUIEHOBDH, KOTOPBIE OBLIM OB
mHTerparaMu ypasHeHnig (19). Pbmenie e moxyuuTes 1o gopmyrd (18),
HAIO0 TOIBKO 100aBUTH BB HEMY BCH OZHOUIEHBI, ROTOpHe OyAyTH HHTErpa-
JaMH ypaBHeHis (19), ¢b GOBEPIIEHNO ITPOWBBOJIBHEIME KO8((UILIEHTAMH.

Eean mamp. Beb Beamumast b;, OIHOTO BHAaKA, TO IHOcabloBareIbHOe
omperbrenie MoIMHOMOBS f; Oylers Bcerja JaBarTh olupefbIeHHB pesy.b-
TaTh, HE 3aRINUYARILIN TPOU3BOIRHON MOCTOAHHOIL.

Iepexonuys Temepsh KO BIOPOMY cAyuam, KOTIa Touka [, IpegcTas-
15ers co00fi A-KpaTHY TOUKY moimHoMa f. Bb aToMb ciygab ero MomEHO




semppal

Hampearh Bb BHIB Tarof CyMMBI

: n—k
f=Y fial,
=k
b £ 0003HAUANTH OLHOPOAHBIE TOIMHOMBL OJZHOXD HepeMBHHLIXD
2 (=1, 2,...,p—1) mopgaaka n—~k.

Ha 5T0TH pasd Eos(QuIieHTs mpu 7, BH moimEoMb K MOEeTH OHITH
OTIHYeHD OTH HY.Id, M Mb JOMEHE Hammcats K, 4 bya,, mogpasymbpad,
uTo ToJHEOME K, He 3aBHCHTH 0T UepeMBHHOH x, .

Ilpexcranigens omepanio X, axb H [pemle, BE BUIB CyMMbl Tpexs
u moxyuaems BMbero pasemersa (4) cabryomiee

n—k
[t o, 5040, 50 Zﬂw;—<Ko+ CONE

DT0 PaBeHCTBO JOLKHO OLITH CIPaBeIINBO IPH BeBXD SHAUCHIAXD Mepe-
wbHHON 2, , u mOTOMY HMbBeMD Takoll PALH PABEHCTBD:

Xy = Kofs

X B g B = Xy b, (20)
g=1,2 i n—k
XOf =l

[oayuenHblT YPaBHEHIA aHAJOTHYHB YpaBHeHiAMD (15). Ong—ruma
ypasreniii (9) x1a o0buxs oneparii X;l) u X Eein Mp HAuHeMDb Cb
nepBaro ypapHeHiA, TO HAIIM BHMHCIeHIA OYAYTH COBEPUIEHHO AHALOTHIHEL
TIPeHHEUME. >

Ho mpu npumbEeminm BToporo npieva HeoOX0ZuMO JOUOIHEeHie BB BUIb
WHTerpupoBania mocabIHAT0 ypaBHEHId.

Brinnmemt ero 3xbes oTrbapHO:

Xf) f;l——k: bp fn-—k 5

OHO LOKA3HBAETH, UTO IOIMHOMD [, KA-TO MOPATKA—YACTHBIE aire-
Opanueckifi mHTETpalb ypasHeHis (19).

T phmenist 9TOTO BOIPOCA MBI BOCHOIb3YEMCS Teopiefl MOIWHOMOBS,
3ARIOYAOIIXE BB BUIh MEOKHTEIS TACTHEE aire0pamveckie WHTErpabL,
m3I0&eHH0fl BB maparpadb 6-Mb.

OBosmanmMs wepess Gj (j=1,2,...,s,) opHOwIeHs k-ro nsmbpenis,
S

COCTABIEHHBI® 13T lepeMbHHEXS 2; (i=1, 2,...,p—1),T1b s,:(p 9

2 W 1o AR AAIAR m =Dt .= bk ¢
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M1 ToapRO uTO BULBIM, UTO pPe3yIATATH ONEpaIin Xf) HAIb OIHO-
WIEHOMD DaBEHD €My #e, HO YMHOKEHHOMY Ha MOCTOSHHBI MHOKHTEITb, CO-
CTABJIEHHBLI IIPH TOMOIMHM TOkasaTelelt mepeMbHHBIXH BB 9TOMB OfHOLIEHD
I BeImIHHEE by . O00BHAUEMB TAKYI IOCTOAHHYI, COOTBBTCTCTBYMOIIYIO
ofHOulIeHY (4; uepess l; H cIbIOBaTEIbHO MHITEMD!

XP6,— 1,6, 21)

IIpunbras omeparirn Xf’ eIl Pass, MOAYINMD l;G; u BooOIEe nmocab
r-EpaTHaro mpuMbmenid omepamin X Haxp 0HOWIEHOMB Gy TIOXYIHMD 4 G]

ITpuEABD BCe 3TO BO BHEMaHie, MBI MOEEMD HAMHCATh MOIUHOMD, 3a-
rmovaomifi Beb uacTHBIe airefpamueckie WHTETpPaisl k-To MOPAAEa BH BuIh
onpexbauTe.nd:

i e SR
B e g ATl
DG Bes R e
B G BlE BG, L BG,

IToxyuennstit ompenrbinTers paBeHB TPOH3BEAEHID BCHXD OTHOUIE-
HOBE G; Ha omperbiurens Bamzepmonma, cOCTABIEHHBIH N3 BEJININHD I
(j=1, 2,...,58,). llosroMy Bedrifi pass, KOTAa MEEIY STUMH BeIAUMHAMI
HBTH IBYXD PABHLIX', TOTH NOIMHOMB He MOKETH B3ARI0UYATH UHBIXTD MHO-
#&nTerel, kpoMb TpousBeleHid STHXTE MepeMBHHLIXE. UTaks, ecam Memxy [
HBTH PaBHBIX'B, TO YACTHBEIMG AJITe0OpPAMUECKIMD HHTETPAIOMB k-TO HOPSAIKA
MOEETH OBITH TOIBKO OJHOUIEHs M nputoMb JA000fi Gy CoorBHTCTByOIINME
SHAUEHIEMD JIA TOCTOSHHON b, Oyiers ;. Heam e MemIY MOCTOSHHIME
I; ecth To0 HBCKOTBKY DPABHHIXB, TO TDeEIe Bcero yObmmaeMmca 1o Tapa-
rpady 9-My, 4TO CymecTByeTh aaredpaudeckifi WATerpals BEH BAIL. YacT-
Haro (BB JAHHOMD ciyuah) IBYXb 0HOUIEHOBE. IIpocToli aHAINSS BHACHIETS,
YT0 TpPH pPaBEHCTBS ¢ MOCTOAHHBIXD l;, OTBBUAMUXD ¢ OXHOUICHAMD,
ypaBHeHie

X;(zz) i lj b
Oyzers UMBTh HHTEIPAIOME CYMMY ' 9THXD OJHOUIEHOBH, YMHOKEHHBIXD Ha
MPOUBBOIBHBIE MHORHTENN.

Mur ocTaHOBHINCH HBCKOABEO XOJbINe, TBMB cabiyers, Ha HHTETPHpPO-
BaHin mocrBIEATO WD ypaBHeHidf (20), uToOH JaTh IpUMBPE Ha Hemocpei-
CTBEHHOE TIpHMbHEHie Teopil MOIUHOMOBD Du(7).

Taxppbitimee omperbilemie MOTHHOMOBD [fu—i—1, [n-k—=25 ...,y IPO-
H3BOTHTCS, KAk U BH TMEPBOMB cryuab.




e

Bb TOMB U IPJTOMB CIyY&S NOIMHOMEL fu, fa—1,..., fo— HHYTO
HHOE, KAKD TOIIDPH PABIHYHEIXG TOPAAKOBE OTD LOIMHOMa [, ECIH MEL
BO3LMEMD 32 IOM0CH 0c00eHHYID TOUEY By .

Tloxo0umii emoco0s ompexbienia nocarbroBaTeIbHHXD TMOIAPH Tpel-
cTaBageTs co0ofi cmocoGn 00mMAT0 XapakTepa, Kakb J yike YEaswBalb Bb
moLeTpouHOME Tpuvbuanin maparpaga 10-ro. Orcoa, IpaBia, HBCEOIBKO
CIOKHEIME IIyTEMh MOKHO BHIBECTH HBCKOIBKO cabieriif, KOTOPHIA IO MEHb-
meit Mbpb I0OOOIBITHEL

Taks, Mpl BuIBIn BB maparpadd 9-Mb, UTO LA CYMECTBOBAHIA aire-
Opanueckaro HHTErpala TOPATKA 7, HE0OXOANMO CYIIeCTBOBaHIE 4ACTHAIO
aIre0pamueckaro NHTErpala IMOPAIEA %, 3aKI0YAIONAro JHHEHHO Ipou3-
BOJBHYIO TOCTOAHHYI.

C® Apyrofi CTOpOHEI, TPH BHYNCIEHIH NOIMHOMA [ TO ypaBHEHIAMD
(15) mim (20) IpoUsBOJBHAA IOCTOSHHAS MOKETH BOITH BB phmerie TOIbEO
BB CHIy oco0eHHOCTeHl ypaBHeHid:

XBz — 0.
b
IosToMy IpUXOINMB KB Takoll Teopemdb:
CucreMa (1) He MomeTs BMEBTL aisrefpasyeckaro MHTETpala MTOPATEA
n 0esns Toro, 4ToOB KAETOe U3E ypaBHEHil

P

0z
Z bij e sy

=1

uwbro muGo WHTerparb BH Burbk oxHOwieHa usMbpemis He Ooxpmaro .,
aub0 uvacTHHI alredpamueckiil WATErparb NOPIAKA %, BABHCAILH JHHEHHO
0T TIPOMBBOIBHON MOCTOAHHOIL.

DTa TeopeMa OTIHYAETCSA BIPOUEMDB OOMUMD XapakTepoMb I MOEETD
GMTH PACUpOCTpAHEHA [ H OCTANBHLIA yPABHEHIA KacaTelbHBXDH KOHHER-
COBD BB OCTAIBHHXD 0COOGHHBIXH TOURAXB CHCTEMBI (1).

T2 e TeopeMa TOIATCA [If KacaTeJbHHXD JINHEHHBIXD KOHHEKCOBD
BB 0COOCHHHXDE TOUKax® x00oii cueremsr. Ho A He OYIy OCTaHABIHBATHCA
Ha 0KA3aTeIbCTRb, TAKh Kakb LIA STOr0 TMOTPeOoBANHCH OBl IPeIBAPHTETb-
HBI H3crbroBamig ciyuasd KPATHBHIXD KOPHEH XapaKTepHCTHUECKAro ypaBHe-
Hif KacaTeIbHATO KOHHEKca I BJIiAHIA HXTH Ha HHTErpEpoBaHie ypaBHeHiil
toma (9).

Karkp HE SIeMEHTAPHH YEA3aHHEE NpieMbl, HO TPH HILIEXAIMEMD
npuMbHeHiE OHH MOTYTEH JaTh JOOOTHTHEE PE3yIbTATHL \

Ocramosumes wheroapko moipoGrbe ma cabryomems npuMbpb:




Cooh

Tpebyerca mafitu Beb uacrHile airedpamueckie MHTErpalbl [Id CHC-
TeMst (1) IpH p = 8, He o0pamaniliecs B HyIb XLIA 0COOCHHLIXE TOUEKD
B17 B2: BS'

Tox0:EUME CTEmeHb TAKOTO TMOJIHHOMa paBHOi n. 0003HAIIMB KO-
(pUIieHTH TPH CTENEHAXD &7 COOTBBTCTBEHHO Yepess ;.

Bewncasems cHauaia NOIHHOMD K. Mbl BHAEMS, 470 IO maparpady
3-My TOJCTAHOBKA BB 9TOTDH NOIMHOMD 3HAUGHIH, ompeBIAIUXE  0c00eH-
HyI TOUKy Bj, JacTh mi;; HO BeIUIHHA 4A;, KaKh MEl Burbau paHbile,
paBHA HyID, 1 crbioBaTelbHO BDH 9TOMD cayuas m camb moxmmoMs K pa-

BeHD HYJIIO. :
TlosTOMy UCKOMEIH TOIMHOMD f TOEIECTBEHHO YIOBICTBOPAETD YCAOBIIO:
3 -
Vi 22
i) 5;—— y (-‘-‘)
. (2
e=l

TloromuBs BH HEMB OTHY 3D HepeMBHEBIX® HANPHMBPD a3 DPaBHOIL
HYII0, TPHIeMD Kb TakOMY YpaBHeHim:

0 0
4ita (blzd—;:- -+ by f) =

OTcioga MBL BUIUNMB, UTO
fo=1(byors — boy)",

rib f, 0003HAUAETH DPE3YIbTATH HOICTAHOBEM 23 = 0.
Kosunientst I (—-byy ) u b7, IpercraBATh I[MO3TOMY HHYTO HHOE,
kakb RosQQuiients [, u Iy, 1 cabroBaTeIsHo MOIyIaeNs:

(— oy i _bib? :

A L,

=

Iloxaras BB ypaBHeHin (22) mocrbroBaTeIbHO #; U &, PABHLEIMH HYJIIO,
HOLYYUMD €IIe JABa TAKHXDH PABEHCTBA:
5'3’2 i (_Z’%)n lela_ (—by)"

J

Ly -l b Iy

HWckaoyas usb TPeXb DPABEHCTBD by, Iy 1 Iy, HalizeMb

(—— bmblsbaa)" = (blzbgsbsl)n

boybigbge = abiobaghyy 5 (23)

I

rrb @ yIOBIETBODAETH YpaBHEHIN:

at = (—1)".
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Haunurems BTOpoe H3h ypabHemifi (15) Aig 2TOTO CIydad:

0 0f; : ‘
s (bx 0—2 — sy a—é) =— (bg) &, = ga ) f1 -

@

In w2 (bygbag 2y — boy bisy)

rrb TOTOKEHO TS KPATROCTIL == bioay — by ;.

JTo0 ypaBHEHie COTIACHO TeOpiN ypasueHili Tuma (9) AONEHO AATh
0JHO ycIOBie MeEIy MOCTOAHHBIMU by .

IlpegmotomuMD CHAUALA, YTO f; = aw—'. Torxa ypasuenie (24) mo
MOTCTAHOBES TOTO 3HAWEHiA 114 NOAMHOMA fi IPUBEIETCA Kb TAKOMY .

wil—a (b1, —1-D3as) + I (by9Dagty — by byg,)} = 0.

D10 PABeHCTBO SAKIOUAETD eINHCTBEHHYIO MOCTOAHHYIO, KOTOPYI® MH
MOEEMB BHIOPATH IOIXOXAMIMD obpasoMs. CrbropaTeipto MeEAY TOCTOAH-
HEIME by; BH JIAHHOMD cayuab TONEHO uybTh WBCTO COOTHOIIEHIe:

byabasby = Darbishge = 0. ‘ (25)

Jergo yObIuTbCA MPH TMOMOULM HemocpeicTBeRHo TOACTAHOBKM, 9T0
auuefinag (YBELS

0= by by 2y — gy b1y — Digbar s

OyZeTh YACTHRMD AIreOpanueckHMD WHTETPaloMb, cOOTBBTCTBY NI  110IH-
goms K xoroparo OyJeTs PaBeHD HYIIO.
CrbroBarenpno yeaosie (25) Bieuerd sa co0oii 1 CymecTBOBAHIE YACT-
HATO AJTe0PANTeCKAr0 MHTErpaia MCKOMAro THIA, a HMEHHO OB 0y1eTs
PaBHATBCA ™
TloaomuMs TEmeph
f] e ax’;ﬂ Mw--ka——l___‘_ Mn——kgw ;

b ¢ mhroropsifi MOIMEOMD ky-—1-TO HOPAJKA. ‘
Ilo moxcramoBkb ypaBHeHie (24) UPHHHMAETh BHID

e e T . ; e L
Wligby X" T == A (Dgyy+ bggs) w—H— L~ hg,

b @ WhROTOPHI NOIMHOMB Kg-TO HOPAIEA.
IloxyueHHO® DABEHCTBO TOKASHIBAETH, UTO IHHElHAT (yHRIia
byy @y — (bgy - kg byg) 73 mhamtea Ha w. OTCHOIA IOIyUaeMD yeaosie:

ksbmbm + baabm + 5317712 =0, : (26)

s oo B9 =AW S e s v
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TTpexmoxaras, uro yeioBie (25) me mmbers wmbera, HaXoiumb emie

IBa AHAJOTHYHEIXB:
]‘f"zblabm -+ bl3b‘2.l ‘|‘ 5315'23 =0

kyboghss =+ baghig - bgobyg = 0.

Bs wernpe ycuosia (23), (26), (27) ramiasd mapa IOCTOAHHEHXD byb,;
BXOTUTH OZHOPOIHO, II0TOMY MOMKHO MCKIOUHTL HXDB H3D 9THXD UYETHIPEX'D
VCIOBifl, ¥ TOXYUUMD COOTHOLIEHIE MEHAy BeINUWHOR o M ITBIBIMH IOJOKH-
TeILHLIME 9HCIAME /; TAkOro BHJIA: '

(27)

a2 — (ky - kg~ ky— Ky hoky) « +-1 = 0. (28)

Cayuafi a=-—1 MOKHO HCKIIUHTH, TAKh KAKH IIPH STOMB YCIOBie
(23) coBmagaers ¢b yCIOBieME (25).

Ocraerca TOAbKO OXHO NbifcTBHTENbHOE 3HAYEHIE TId ¢ paBHOE 1.
Torna ypasuenie (28) xacTs cabiywomee B WEILXD UACIaXD GOIBIIAXT HYIA:

Reykiokig — Ry — by — by +-2=10. v

Bess Tpyra wmomems yobiurhca, uro mo kpafimefi mbpb oxmO H3B
gncers k; pasuo 1. Torma mpu BebX® b; OTAHYHBIXD OTH HyIa OyIeMb
oo == b=k =1 :

Be sroms cayuab Oymers cymecTBoBaTh YacTHBI aureOpamdeckiii mETe-
rpalb BB BULD CTEIIEHH YaCTHATO e AJIredpanveckaro HHTerpala 2-ro Hopatka.

ITOTH WHTETPAIs BB HHOH (opmb, Tawme Eawd u oTBbuamomiil yexo-
Bil0 (25) mamsl G. Darboux BB muTHpPOBaHHON BhIe padoTh.

Kpomb Toro yeaosie (28) moxaspiBaeTh, 4TO ¢ MOEKETH HMBTH TOIBKO
OATh MHUMBIXT 3HAueHift, omperbigeMbIxt ypaBHEHigMHU:

a?+ot+1=0
a?+1=0.

He Oymems ocTaHaBINBATRCA Ha Tarbabiimens nscabrosanin cucreMer(1).

Bp sarioueHie 100aBAMD TOIBKO, UTO NPHIATAEGMELE METOLD HO3BOIAETD
MeHIy IPOYUMB [0RKa3aTh W APYTid MHTEpPEeCHBIA CBOICTBA STHXDH YpaBHEHIH.

Bs Burb mpmrbpa mpusery cabayomyio TeopeMy:

Feun Bp cucrenmb (1) HE ogunH® u3B EK03QPUIICHTOBH by HE DaBeHD
HyIO IpH uHAekch j He PaBHOMB HHAEKCY ¢, TO OHA HEe MOKETHh HMBTH
YACTHATO AITeOPANULCKATO He00nOUIeHNA10 THTETPANA CTEMNEeHH BHIe BTO-
poii 0Oess Toro, uToOB maA Jaoboro wWHAEKcA J Beh  KoadHIieHTH
bjj(i=1,2, 3,..., p) He Opliu OB TPONOPLIOHAILHEI BeIHYMHAMD, CO-
CTABICHHBIMD DAlliOHAIFHO H3F IBIBIXE UHCEIrb H KBaJpaTHHIXD KOpHei
N3b HOXB.
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§ 13. 06b onHoit cuctemb anddepeHLianbHbIXD ypaBHeHii TBepAaro
Thna, HanoAHeHHAro HUAKOCTbIO.

Bs Annales de la Faculté des sciences de Toulouse, 2-e série, t. X,
p. 271, et 3-e série t. I, p. 1. B. A. CrextoBHM® mombiens: aa 001b-
IHXD MeMyapa, Bb KOTOPHXH OHD 3aHHMAETCS MEAIY TPOYAMD pashICKH-
BaHieMb aﬂreﬁpanqecﬂﬁxrb FHTErpaIoBs Takoll pugepeniialpbHONl CHCTEMEL:

B = (,6’ —7)qr —}— K(c—b)vw—+ M [¢ (a—Db) rv—b (c—a) quw |
B¢ = (y—a)pr + K (a— ¢) uw -+ %ﬂ [a(b—c)pw—c(a—b)ru} (1)
pr' = (= Bpa-+ Kb — @y + 22D 16 aygqu—ap—ape],
TIh
o 221[;?)0 :

(e+a)(a+Db)u' =a(b—c)vw-+2a[(atc)rv—(a--b)qw] = (c+a) (a+b) U

(- b)(b4-0)v' = (e—a)uo + 2b[(b4-a) pr— (b4 ru] = (a+D) (040 (2)

(b-kc)(cta)w'=c(a—Db)vu+ 2e[(c-b) qu— (c+a)pr] = (b-+-c)(c+a) w.
Bess Beaxaro Bpega LIS OOM[HOCTH IOCIBIYIOMEXE pascysaeniii Mo~

HEMD B3ATH BB LEPBEHIXT TPeXb ypaBHeHIAX® BWbBcTo @, 8, y NponsBeleHid
oK, 8K, yK u noxyunts Bwbcro HEXB cabrynomuti:

— (8—7)qr +(e—b)vw-(e—) (‘H’ r —“qw) =P
pw——q—aE m,)——ﬂQ ()

Bq'= (y—a)rp+ (a—c)uw--(a—c) (

e (a—B) pg—+(b—a)uv—|-(b—a) ( qu — o 5 pv) =yR

IIpousse s Takylo saMbHy, MB HCRIOUIIHN, KOHEYHO, cayuail, KOTJa
OIHA U3B NOCTOSHHHXBD @, b, ¢ PaBHA HYIW. Ho onn amainTHUeckN MpocTs,
# kpomb TOTO IpH HeMB yTPAYHBAETCA MeXAHHUECROe 3HAUEHie pascMaTpi-
BaeMsIXb mu(fepeHIialbHEIXD ypaBHeHii.

TouHO TaKKke TPUHEMAEMB, UTO KAEIad U3B BeIHUHHD a-+b, b+c,
¢-a orimuna 015 Hyid. CBepx® TOTO MNPEAHOIAraeMs, UTO He nwbeMs

OZHOBPEMEHHO
g =l G =—1.

nin
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Takb EaKb 9TH cIyyal pasoOpaHsl ¢b mocrarounoli mormoroii H, E. iKy-
KOBCKUMD 1), 1
G010

TAKD Kakbh 9TOTH cAydail pasobpass B. A. CrerioBeMs 2).

Mur Oymems HCRINYaTh WaH IOcxbayomuxs mscrbgopamii seb moxol-
HBle CIAyYan.

MaTerpaisl, He 3aBHCAIle 0TH BpeMeHH, OYIYTH YIOBIETBOPATH CIb-
IyOIeMy ypaBHEHID BB UACTHHIXDH TPOHBBOAHEIXG 1-T0 TOPSIKA:

0z 0z 0z 0z 0z 0z
PE4+QE R USH VI AW 0 @

B. A. CrerioBs Ha crpanunb 4 OUTHPOBAHHON Yke HAMu pPaOOTH
Bb I Tomb mypHasza Annales de Toulouse pgaers Tpm cabIyomuxs uHTE-
rpala 2-ro MOpPAIEA, KOTOPHIE MBI HANUIIEMT BH HOBOMB 0003HAUEHIN:

[ = beu? + .cw-vz —~+ abu?
= ‘i@ﬁb_;_—w + ap? + B2 + yr2
= [W—)M - ap]z—l—l:_(m)b(ij

a
+[(b+c)g(“+ D W]?

YroOB IIOIYUHTH HHTErpalil BH IPERHEMDH 0003HAUEHIH, T0CTATOUHO
3aMBHUTH NMOCTOAHHEBIA ¢, (, y UXD IDPEEKHEIMH BHAUEHIIMH,

3arbws Ha crpanunmb 54 Ttoro e memyapa B. A. CTEKIOBH CTaBHTE
BOIPOCH, HE IOMyCRAlOTH Ii Tuddepenuialbibid ypasHemid (2) m (3) uer-
BEpTAro HHTErpada 2-ro MOPAIKa, HE3aBHCANIAL0 OTH BPEMEHI.

He pasag Toumaro orsbra Ha 3TOTH BOMPOCH, OHD TAETH HpuMbps
TaKOT0 HHTETpala IpH CYMEcTBOBAHIN H3BBCTHEIX'B YCAOBif MEMEIY MOCTOSH-
HBIMH B3ajIaul.

ITpuromaMs Kb 910 sagaylb MeTOLd UOAAPHBIXG Omepairiil,

IIpesne Bcero MBI saMbuaeM®, UTO HCKOMEIT HHTErpaXb MOKHO pPas-
CMaTpuBaTh, KaKbh UacTHHIL aaredpanveckiil mHTErpats ¢b sapambe usBber-
HEIMB TMOIMHOMONT K. BB ITaHHOMB cixyuaB 3TOTH MOIXHOMD JOLKEHE OHTH
paBeHs HYIIO. :

. (5)
-H?q] i

1) Tpyxer Pusnro-Xuvmueckaro OCmecrsa 1885 1. erp. 81, 145, 231.
?) Journal de Toulouse. Série 3-e, T. I, p. 44.
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Sawbrups oTo, Uepefitens b omperbieHii 0CO0EHHLIX's TOUPKD CH-
creMpl. g 5TOro0 JOCTATOUYHO BB ypasueHiAxs (2) 1 (3) 3aMBeTATH TPOUB-
BOTHEIE p', ¢y ..., COOTBBTCTBEHHO YEPesd Ap, Aq,...,%w u HaATH
135 IOIYUEHHHIXD LIECTH OJHOPOIHBIXD ypaBHeHii

ip=P, =0, =R
w=U, o=V, w=W

SHAUEHIA A TePeMBHHBIXD A, P, (s« s W, :

Jxa mamefi whim J0CTATOUHO OYIeT® OTPAHNUNTHCA UYACTHEIMH CILy-
qagnu. Tlompooyems manpawbps 1arh HemsebeTHOM BequunHb 2 sHAUeHIe
pasmoe myao. Torga HemocpeycTBERHOM mojcTanoBrofl  yobammes, uTO 1O-
IYUeHHES yDABHEHIZ yJOBIETBOPATCH, ecau N3G TPeXD Iapd nepeMbHHEXD

P, W, Q- r, w

BB JIBYXD BO3BMEMD IIepeMBHHEA DaBHBIMII HYIO, a Bb TpeThell KARMMMI-
yroguo. TaruMb 00pasoMb aTa CHCTEMA nMberTs Gesnoneunoe UHCIO 0CODEH-
HBEIXD TOUEKD.

M BOCIOAb3YEMCS 3D HUXH TOABKO CIBIYIOUIMH MIECTHD, IAHHGIMI

rabInnei:

w w

(6)

See o T
oo oo o
fec s b e e N e
o = e i e
Sy St e B e e
(e e et e Sl e il )

BambTuME MeEIy TPOUYAMDB, YTO BTHXD TOUEED BIOIHB [J0CTATOYHO,
ur00l ompexbinTs moImEOMB K A Rakoro yrogHo YacTHAro aaredpamge-
CKarTo WHTErpala, TAKD KaKh B JAHHONG ciyuab sT0ThH IOINHOMB JuHed-
HEfi, @ TpyIma ATHXG TOYERH He MOmeTh 00pamarh Bb HyIb OAHOTO I TOTO
e JmHeiiHaro moammoMa. JLIg 3TOr0 BHOAEE J0cTaTOYHO NMPieMOBH yRasaH-
HEIXS BB IePBHXDH UETHPEXH Iaparpadaxs. :

M5 BOCHOJIBSYEMCS STHMH IIECTHI0 TOURAMI HHAUC. Br maparpagb
S-MB MB BEIBEAN PG YPABHEHifl, BD KOTOPHSA BXOJWIH IOIAPHL OTH 0CO-
GeHHEIXD TOUCKD IO OTHOMEHID Kb YACTHOMY aare0pamueckoMy HHTErpa.y.

Th e caMbe pesyIbTaTs, KOTOPHE MOIYYEHS TaMb, MOKHO BLIBECTH,
TNOXBepras TOKILCTBO, BL KOTOPOe BXOLNTH MaCTHEL aareOpandeckiii uHTE-
rpalh, B3AUMHOML moasgpHOil omepaminm. Mpl TOMKHBL TOTJA Ha OCHOBAHIN
BHEBELEHHAT0 BB Iaparpafb 1-MB TOHIECTBA TII moayuuth TH #e COOTHO-
mewis, Ho BB uHoii mo BEbmEOCTH (GopME. 5

5L St

p s o8 - sl
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Eean Mpr BoOepeMs pim HpHM’BHEHiH-HO.TIHpHBIX’L omepaniif oguy us®
0COOCHHEIX'S TOUEKS, JAHHHXDH Tabmmueit (6), To BzaNMHAA MOIADHAS Olle-
PALlid cBefeTca Kb AudPepeHIUIPOBAHI 0 coOTBETCTBEHHOM nepeMbHHOI.

Brecems coracHo stomy BT ypaBHemie (4) HMCEOMBI HHTErpatD ¢ H
IMOTYIAME TORIECTBO:

oy =
Sk (7)

0P, dg | o 0o Jp
P@—FQ@TRJ—FU&;—FV&;—#W
OG0sHAuEME OfHY H3H TepeMBHEIXE By G s 40 UBpeRH 5, A He-

Pe3b @s IPOUSBOJHYI0 OTPH MOIHHOMA ¢ 10 mepembrAof s, u OepeMb BIO-
PYi0 NPOM3BOIHYHO 0TH 00bnXD uacrefi TomtecTna (7) mo aroii mepembHEHOIL.

dp OJg dop 7
Sanbuasg, uro mommmomsr P, @, ..., W u W ) 5pp “HHOHHBL

OTHOCHTeIbHO 11000fi mepembuHOf, moIywuMs BT pesyibrard, oTépocuB®

00mifi MHOEHATEIs 2, crbayommee- paBeHCTRO:

9P oy, | 0Q g, 0Rog, | 0Udg, | Vg,  OW ogy _
Gp O xR

(8)

Hoxaraens cHauara B aToMb TomIecTBS s— 4. Iocah IPOCTHIXD
BEITHCIEHIH I0JyuaeMb Takoe ypaBHEHIe BD UYACTHHEXD IPOM3BONHEIXD LI
IPOUBBOIHON ¢y, :

a—=c a—ca—>b \ dy, (o b—-ac—a \dgp,

(ﬂw_ﬂ Sl 1) ©)

b o 20 \ 0@, ¢ a—b 2¢ 0P
+(a—[——bc—l—bZU_a+b7)“%+(b+aa+cU_!—a—}—cq)w__o'

Ipexmoxomnys cHavaia, UTO MEKIY BETHTMHAMI a, b, ¢ TS IBYXB

paBHbIXb. Torna Hame paBeHcTBO BD BUIY TOTO, YTO IWIPOMBBOIHEA OTD

OQOM_ 0@1& a@u dfpu
og ' or '’ ov’ ow
AHHBIA, TMOBICYETD 33 CO00H ABA CIBIVIOIINXE:

IOINHOMA ¢ IPeJCTABIANTS ¢000ft HBKOTOPEIA TOCTO-

(u: A Cl—bT) a—c 0(];“—}-(7,0—2 b4-c ) beg dq)u: 0.

a g




e

Tlozaras BB TomxecTsh (8) s= v, moiyuaeMt crbjioBareiIbHo paBeH-
CTBO, aHAIOTHIHOE (9):

(c—b w—l—c—b a—2>b ,,) 0py it (b———a %_b——a,b—-cp) dqj,,_{_
dp

a b—e -0 0y
+(a+ba+cw+2a—{—br)

a g ¥ rioid or (11)

¢ a—b ¢ 0Py
ou +(b+oa+c“’"2b+cp) T

Orcojia MOTYUAeND TaKike:

a—b \e—0b dg, atc a b—c dp,
(w_—[— b T) a - 0p +(w+2b——cr)a—}—ba+c ou o

Tagp Kakbh BO BehXh MOIYUGHHEIXD TOAIECTBAXD IepeMBHHEL

P, G ...,Ww COBEPUIEHHO IPOUBBOILHE, TO MOEEMD MONCTABHTH BMBCTO 20

a—2b b—a

B5 pasencrsh (10) —7, & Bb paBeHcTBS (12) o= 1 IOXY UAMB:

ab+betac+a* b 0.
a(c+a) arb dpe "

ab+be-+ac 02 «a d(p,,__o
b(a -+ ¢) b-+a ouw

0 0 e =
Ho dq:)“ il —0%" npefeTaBisnTh cofofi pasHbLA 0003HAUEHIA OIHON u
62 N

Toff e IIPONBBOJHOM —-5—; TOBTOMY BUIME, yTO0 OHA PABHA HYID, Takb

KAKD mEAUe BHpamemia ab--ac-tbe+a? u ub4-be--ac+b? obpamamics
6K BB HYIb COBMBCTHO CB UXD PasHOCTHI, pasmoit (a—+ b)(a—>b), uro

HEBOBMOEHO.
(B0
TouHO TAKEMDB e IyTeMb AOKA3HBAEMB, UTO [POUBBOJHAA ——— I
02¢ ouow
vow
Jagag nMb 5TH BHAUEHIA Bb TOMIECTBAXD (9) (16) u TperheMs, Io-

PAaBHB HYIN.

IyuaeMoMb DpHHATIEMD s =, HAMIeMD 0esd TPyLa, 9T0 DABHEL HYJIWO U
0%p 0% 0*g 0% 0%p 0*g
oudq ' duor * dvdp °  Odvdr ’ odwdp ' dwdg :
[1axs, ecin Memiy MOCTOSHEMIME @, b, ¢ obTh pPaBHBIXB, TO HCKO-
MBIt HETEIpalbh He BAKINUACTH WICHOBD 0, Ui, V10, Uf, Ur, vp, U, WP, 1.
Temeps MOIOMAMB, 9T0 @ =1b.
Torna usb TomaecTsa (9) Oyiers crbroBarh DPaBEHCTBO HYII0 IIPOUS-
02 02 - g :
ouow ’  dudv S oudg

ITPOUBBOHELL

' BOTHBIX'B




e 0

Yro e xwacaerca TOEiectBa (11), TO OHO JacTh KpoMb Toro
de s ndio
dvow  owdp :
Hakomems, ecim mpuMeMb Bb Tomzectsb (8) s==w, crbraeMb Bb
02 02
oudw ’  Qvodw

(o0 c—ac—a \ 0, G a—ea—e \ 09,
(aﬂ_a cq)dp+(ﬂw+,@ 07)0q——0'

HeMD ¢ =0 H TPOU3BOLHELI HYIAMH, TO TOJYIAEMD:

Orewoga crbryers, uTo X
o2 gt
dpow ~ 0gow

Temeps maguMD BB TOxAecIBL (8) s sHaueHie paBHoe p, MOIyIAeMb
mocaB MPOCTHIXE BHUMCIEHI:

fh, &= b—e o o henbe—0 )y
( s ﬂ c ) p+( @ b 5 01‘p+ ;
~+ 2 w 0%—2 ’ vdqu—O S
_‘b v b—+oc odw

IIpenmoroAnMs cHAUAZA, UT0 MEEIy BeamupmHaMu o, b m ¢ HETH
02 ” 0’
opov opow
PaBHEL HYyI0, HaxomuMb O0esd Tpyra UMD TomjgecTBa (13), UYTO H
0%p s 0%
dpdq ’ opor

BemmnnieMs emme TO&EIeCTBO (8) MIA cayuad S==q:

B—y  ¢c—be—a o, oc—ﬂ ?)—ac—a 0y S
(ocr-'a e 7+ L P e “ o T

a @ d(pq_
a—l—c ()'et e cJ—c Cow

ABYXH paBEBIXDG. Torja, TAakb KAwb IIPOMBBOJHELT

(14)

9T0 PaBeHCTBO AacTh HaMb, Takb Rakb

0’
— 0 G —0(1()—]4-——0

0§p9 gqu %
dp ou  ow

Teneps TpemoIoEuMs, uTo @ =b. Tompecrsa (13) u (14) HTPEMYTH
BUI'E: ‘

=)

y—ea - a—ca—c¢ \op,  a—f Og
(,@ 7ok B w)dq—l_ = o

(ﬂ—yr_c—a,c—a )()(pq_l_a ,@ dgpq o

a a ¢ op P or
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Takp Kakb ciyuafi « =43, @ =>b HaM# HCKIOYEHD, TO MBI IIOXyIUMD
U3b YTAXH PABEHCTBE:

02 %9 0%

opog  Opor  0qor £l

IlpunaBD BO BHEMAHie oI PaBEHCTBA U paBeHcTBO ¢ = b, BHTI-
cIgeNB, BO UTO 0OpATHTCH TOHEIECTBO (8) IpH s =1 ; HOLy4aeMD:

0P, 0, ;
g s A G
OTEYIa crbryers, 4T0 I
2¢ 0%
Judr — ovor

IIpocMaTpuBas CHOBA DAXLD IPOMSBOJLHEIXF, DABEHCTBO KOTOPHX'® HYI10
MBI ORA3a1H, MBI yObmpaemcs, 4T, OyIyTb-In CYMEcTBOBATD MEMIy BEJi-
ypHAME ¢, b, ¢ [1BB DABHEIXD uin WhTH, BB HCKOMOMDB HHTETpath - 2-T0
nopaIka GyIyTh OTCYTCTBOBATH WIEHBL Pg, prs qr, PU, pw, qu, qw, T, 1,
wy, ww, v W CIBI0BATEILHO MCKOMBLE MHTETPAIb MOKETD OHTh HANUCAHD
BH BUIb: :

@ = g P2 o~ 72 vy P voqu -0+ 0107 4 020P - 0500

THR G, Py, 00 (6=1,2, 3) HBROTOPBIA IOCTOSHHBIA.

Thficreureasno Beb mafizennse B. A. CTERIOBHIMB HHTErPATLL BARII0-
waores BB oToi opmb. Bb naapEbiimens safivemca omperbieHieNs IO-
CTOAHHEIXD i, Ti, Qi A IETBEPTAro aare0pamyecraro MHTETPala.

OueBnTEO, 9T0 BMECTO @ MOAHO DABHCEHBATE @ + Oyifi—+ Gofot Osfs
TaKb KAKB 9TO BEIpakeHie IPH 0y, Oy, O3 IOCTOAHHBIXD OyIeTs CHOBA
HHTEIPATOND CHCTEMBL. BeINumBEl 6; COBEPIIEHHO TPOUBBOJDMLL, I MOKHO
MU BOCIOJIB30BATHCS, YTOOB YMEHBLIATH YHCIO IOCTOAHHBIXD BDH pHTErpaIh
@ 1, 910 O0CODEHHO BWKHO, faTh €My Tarof BUILG, MpH KOTOPOMD OHB He
MOKETH OOPATHThCA [OPH UACTHEXD SHAUCHIAXH BXOAANUXD IOCTOAHHBIXD
Bb OINEB H3G HATETPAIOBS fi, fa, f3-

IlpexmoiaraeMs CHAUAIA, UTO MEHAY BEIUUHHAMU o, b, ¢ HBTD IBYXD
PABHBIXG, @ MEEIYy BeIHYHHAMH ¢, [, 7 ° CYIIECTBYeTH HE MEHBIIE IBYX'D
HEPABHBIXE. _

BarhbMp moraraeMd BB TomLecTsS (7) mepeMbBHHLIA w, v, @ DABHBIMI
HYI0, TOTLA OHO TPHHAMAETDH crbryomiii BHID:

=7

o

0pe , 7—a O0py , a—8 09,
72 —(
q0p+ﬂTpdg+ypq0y ;

-

e -



e B0

b @, TpercTaBifers c000ff pesyILTATH MOLCTAHOBEM BEH MOIUHOME ¢
U=p=w—0, 7. & OVIETs BAI4:

P - 13 G® - usrs.

TlogcTaBraa »5T0 B3HAUEHie ¢, BB TOIBKO UTO HANMICAHHOE TOEIE-
CTBO, MOJIYY4aeMb:

f—y r—e . o—f
per i—fy + ot —— ptsr=0.
« A 2 7

Otcofa, Takh KaKb MeRIy BeINYHHAMH «, (4, 7 CYIIECTBYeTh IO
kpafineft Mbpb 1Bb HepaBHEIXB, 3HAUEHIA I BEIWUUHD f), {5, U MOIYTH
OBITH BHIPAKEHBl U€PE8E IOCPEICTBO JABYX'D ITPON3BOIBHEIXE BEIUUHHD Uy, (5
cIBAyIOMUNE 00PasOM: :

= aut a’uy
Ua= P+ Py
Ua= 7+ 7215

Ecan MH 1OT0OKAME BB BHPAEEHIN ¢ ~ 6,1 =+ Oofp —— Osfy Go=— 1ty
H Og=— (t;, TO JaAOMD STOMy HHTerpaly Takoil BUIB, 9T0 BL HET0 HE
BoOfinyTs uleHsl p2, ¢%, 2. HcHo, uTo 9ra QopMa 4YeTBEPTAr0 HHTETPAIA
yEe He OyZeTh 3akIouath BH cedb HHTEIpalosb fo U f3.

Taks Kakb BCETIA MOKHO ONperbiuTh ¢, TAkHMB 006pasoMs, 4To Oy-
1eMD AMBTH TOHIECTBEHHO :

a9y -+ by -+ g5+ 36,abe =0,

TO TOIyUYAENE OKOHUATENLHO crbayomyno (opMy IId UETBEPTAr0 airedpa-
Uyeckaro MHTerpa’ta 2-To IOopAfEa:

=1 pU - Vo qv - Varew ~ Q1o+ Qov® - 05007,
.IIpH yeJIoBim: ‘
a0y — boy + co3 =0 (15)

Eean MH BHeceMb 3TO BEIpameHie 1isd ¢ BB IBBYH UacTh PaBEHCTBA
(7), TO MOJAYUUMT TOJINHOMD TDETHATO MOPALKA Cb WICHAMI wUvew, uUvr, uqu,
pow, wqr, pvr, pgw. KosQQUIieHTH 9THXD YIEHOBD IOJEKHB DPABHATHCA
mymo. CrbloBaTeIbHO MOAYUAMD IIA ONpefbleHid BeINYHHD %, 0; CIIe
7 ypaBHeHfL: ’ :



= DD

| : e
201 +ab+a+ "°a+bc+b 2o et

a—¢ b—a

0 S T

c—ba—0b a—ca—Db o

a brdisr
'4gla—]—b-—4_92a—{—b+wl el e 0 Sb+ca+c

—be—a b—ac—a

—teaTs —}— e Qsa—l—e =9, P +v2a—l—bb—i—e+ R

=0

a4 h—e¢ a—cb—¢c b-—-ab—e¢

192(74—0 493b—}—c+ Ia-{-—cb—l—a—{—vz Tl o sl

e 2b 2¢
i T~v2a+b+v3a~]-c .
ym—a e
o T b+ v?’b—{—c—o

“ﬂo.

a+c+ 2b+c+ :

Ypasmenis (15), (16), (17) m (18) BB uncrh BoCHMU OIPEABIANIE
mIecTh K03(PPULIEHTOB: HCKOMAaro HHTerpaia, BXOTAMUXE BH HEXH ONHO-
poxro. CrbroBaTelbHO MERIY JAHHBIMH 337aull  IONHKHH CYNIECTBOBATh H3-
BheTHS cooTHOmeHIA, UTO0H uMmbica uerseprhii aireGpamueckiil HETErpash
Bh BULB ToamHOMa 2-T0 IOPAAKA.

IlepefizeMs Temeph Kb H3crbjoBamino moxyuemnofl cucremsl IIpemne
BCEro HETPYIHO yOBIUTHCA, YTO HOROMHI HHTErpalbh ¢ OyIers 3akI0YATh
mo kpaiimefi mbpb ofuEE® H3E WIEHOBEL up, vg, wr. Bb caMOMb nbab,

€CIN IOJOFEUMD
By =9 m=bg == O

T0 ypaBHeHid (17) IPHHHMAIOTH BHLB:

a b a ¢
0y a—[—b~492a+b=0’ —4@1a—[—c+493a+cm

=10,

hae
4@2 b+c_493 b+8

OTcoa TOIyIaeMs:
' 010 = 0ob = 0.

CpaBHEBAS TOIYUEHHBIL PABEHCTBA C paBeHCTBOMS (15), yObmraemcd,
uTo | .
01 =03 =03=0.
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S D

Hraxs Memny Roacpq)ﬂmeﬁmm vy, ¥ U Py JIONIKHE CYIIECTBOBATH
BEINYNHE, OTINYHBIA 0TH HYyJd. Taxums obpasoMs MOIyuIaeMBb IEPBOE CO-
OTHOIIeHIE MekAy NAHHBIMH 3afaul, HeoOXOmuMoe /g CYNIeCTBOBAHIA HH-
Terpalda pascMaTpHBaeMaro THIA, Bb TaKOMB BUIE:

By, b 2¢
¢ ' a-+b a-+ec :
2a ’ Ve B

a+b Pl Rl (19)
2a 20 a—f

a1 ¢ b—-+e 7

JT0 yeIOBie IIOKaBHIBaeTh, YTO ypaBHeHia (18) cosmbermmer. Iloxa-
HeMb, YTO 5TH YypaBHeHId [awThs BHIoaHDL onperbileHEmRd sHaueHid 1id
vy, Vg, V5, T. €. UTO MERIY STUMI TpeMs YPaBHEHIAMH BCerjIa CyIIeCcTBYETD
1B HEB3ABHCHMBIXD. ; ‘

Br camoms abab, ecam Beh omm—cerbaerBia OXHOTO U3 HEXDB, TO
KA MHHOPD ompenbiutend (19) obpatutcd BB HYIb. Ilokamems, UTO
5TOTO HE MO®eTd ObiTh. BriOpacwBas BIOpoii cTOI0EI'E M TPETHIO CTPOLY,
TOXY UMD

S e
d ¢« b+c a—+ba—-tc’

a BHIOpachIBAg BTOPYID CTPOKY W TPeTili cToxbeIrs:

:EEK)’—}' 3h- . %4 gh

« b+e altcatb’

JBa IOIyueHHBIE MHUHOPA He MOTYTH OTHOBPEMEHHO O00pAILAThCA BD
HyIb. Bb camoms xbab, Torxa pasAzoch OBl HYXIO U BEIpamenie bJ; e, ,
HO OHO PaBHO Beanuunh

5 abe |
(@4 D) (a+c)’
OTIMYHON OTH HYId IO IpeloromeHio.
Hraxs ypasHenig (18) ompepbiaars Bmoanb oTHOMEHIA MOCTOAHHEIXD
Py, ¥ H P3. MBl OKOHYEMD HXDB omperbieHie, ecau BO3BMEMB OIHO HBT
HuxX® sa ejmEnmy. Torza rosdumieHTH 2y, r,, ¥; HCKOMATO HHTETpATIA
BBIpaBATCA BHOJIHD ouperbienHo Bh (VHEIIM TOCTOAHHLIXD 3aadm.



e

TloncraBigemMs »sTu 3HAuUeHia HAmpUMBPD BB TEPBHIA IBAa U3T pa-
BEHCTBE {17) U MOIy4aeMb:

a b
491m'—492m+03=0.

c

a—c

— 40

a
C+493 +0C,=0,

a

b C; u C, Gyryrs Buoxnd oiperbreHHEIME (YHRIIAMA TOCTOAHHBIXD 3a-
zaun. Iloxyuemnsia ypaBHeHiA coBMBCTHO ¢b ypaBHeHieMB (15) ZafyTh

_ —Cy(atb) -+ Cyla+o) 5
01— 19a ;
_ 205(a—+b)+ Cy(a+0)
i 120
_ —Gy(at-b)—20,(a+¢).
Pa == 12¢

TaruMb 00pa3oMb, ecid BHIOIHEHO YcioBie (19), To Ros(uUIieHTH
HCKOMAr0 UeTBePTaro HHTerpafa Onpexrbidorcd BHOIHD 0 JaHHBIMD 3aadl.
Ocraerca Toapko yOBANThCSA, THACTBATEIbHO-II TI0IyYeHHbLl MOINHOMD Ipel-
cTaBIgeTh coboit mHTerpars Hamed cucreMmsl. ME JocTurHeM® Tofi-mke mbam,
€CIH TOTCTABUMSB TOJIYUEHHBA BHpaskeHid BH ypaBHenie (16) u BB TpeThe
ush ypasHemiii (17).

TaguMB 00pasOM® BB 3TOMB ciayuah 14 CYUIECTBOBaHIA UeTBEPTAro
HATErpata HeoOXOZHMEL TPH YCIOBiA.

My wermounmin u3s pascMorTpbHig cayuail, KOTma MeRTY BeINIHHAMU
a, b, ¢ cymecTByOTs paBHBA. IlpocTHA pascy®ieHid IOKamYyTh, YTO YET-
BEPTHIt MHTErpaJh MOKeTH OHTh NMPHBEIEHs M BB 5TOMB cayuab Kb Tofl &e
camoft opub  vup —-vavq + vywr + 0 ul—- 0,02 —-050%, a TOTOMY OROHYA-
TexpHOe phienie Bompoca OyIeTH BaBHCHTH OTH THXB &e ypaBHeHId (15),
(16), (17) u (18).

TlomoxuMs BE 5THXD ypaBHeHIAXD HampuM. a=~>0. Torza mepsoe Hsb
ypasHenifi (17) IORameTs, UYTO @;==0,. Db cUly 9TOro ypasHeHie (16)
JacTh HAMD PaBEHCTBO:

V160 = o0t

Ho ocraxpmsie ns3b ypaBHeHil (17) M0KasBBALTG, YT0. ¥, =7V, , TOSTOMY
ToayuaeMs ¢ = . TaxuMp 00pasoMBb IpL STOMDH IIPEINOIOKEHIH MBI MpH-
WA Kb HCRINUGHHOMY HaMu cayualw a=>b, a=/». PascMoTpbuubi TOIbE0

T




== A%

4TO caydail gaHD BB Ipyroi gopmb B. A. CrerioBsims BB Annales de Tou-
louse 8-e série t. I, ma ctp. H4. Bb Bugy Goabumodl CIOmHOCTE (OPMYIH
4 He Oyly OCTAHABIUBATHCA Ha J0KA3ATEILCTBE TOEIECTBEHROCTH STHXH
MHTETPAJIOB: H Imepeifily Kb HsyYeHil0 ciayuasd, KOTAZ MEKIYy BeInUHHAMI
@, b 1 ¢ HBTS PABHHXB, HO

a=pg=y. (20)

Haijizennag mamu obmiad ¢opMa Iid HHTerpaja BD BHLB MMOIHHOMA
2-0i1 CTEIeHH TakoBa

@' =y P2ty P g vy up A v v —vg wr—- 0, 'ul—- 0y v 0,10,

Brb'npem,mymem ciysash HaMB yjaloch IpH TOMONIH HWHTETPAIOBD
fo U f3 crbrars Rosguiients: npH wieHaxb p2, g2, ¢ DABHBEIME HYIMO.
B orows cayuah srors mpiems mepecraerTt CHTH BOSMOKHHIMG. IlosTomy
MEI BOCTIONb3yeMCS H3BBCTHRIMI HaMBb TpeMA HHTeTpajaMu wuHaue. DBepems
cHauaaa BMBero METerpala ¢' mETerpars ¢ ' =¢' -+ 0if; H omperbigens
05 TaRAMB 00paszoMb, UTOOH

vy'a (b+4-0) + v5'b (a1-¢) + v5'e (a+b) 4 6a(a+b)(a—+tc)(c+b) 6= 0.
Torga mam® uATErpalds MPHMETH (POPMY:
@ = 1y"D? + 5" 0P+ a5 12wy up - vavq - wg0r 4 0" U+ 092 05"0%,

IpH YeMb

v,a(b 4 ¢)+v.b(a+ ¢) +rie(a-b)=0. (21)

3arhub Oepems mHTETpals ¢ = ¢'-|-6,f,, BHOHPAA G, TAKB, UTOOH

Torna MOJyuaeMb HHTerpals Bb (popmb:
P =y + P a7 4 vy pu 4 voqu + vgrw + 0w 0205 W%,
¢h JMOIMOJHHTEJILHBIMD YCIOBiEMB
ﬂ1+ﬂ2‘+#3#0- (22)

XobaBuBb HaKOHEND Kb 9TOMY IOIHHOMY @' o,f, m omperbimss o,
TaKHMB 00pPasOMBb, 4TOOLL

anm + b@-zw + GQSW + SdlabC:O,



=

IpPUBEIEME HHTETPalh KL (opmb:
¢ = g0 - toq® s -+ v PU + Vogv Vg e 011% - 50 1-0g10%,

b Kos(UILeHTE &, , 7y, ¢; YAOBIETBOPAOTH yoiaoBiaws (21), (22) m {15).

IloInEOMB ¢ He MOEETDH IPEJCTABIATh co0off OHOrO H3D HHTETpa-
08B [y, fa, f3, TAKb Rakh OHH He yIOBIETBOPSWTH II0 KpaifHei wbph
OHOMY 8B yeaoBift (21), (22) u (15).

Hozcrasiad moIydeHHHit mormmoms BB IEBYI wacTh paBeHCIBa (7),
MOXYIEMB TOIMHOMB 3-TO MOPAZKA Cb WISHAMHE wviw, Uvr, wquw, pow, uqr,
por 0 pqw. IlpupaBEuBag HyTO LOd(QHIIEHTH] IPU STHXD WIEHAX'D, MHL
MOIYYUME €Ile CeMb YCIOBill, KOTOPHIMG JOMKHBL YIOBIETBOPATDH RO Pu-
HiGHTH TOJIMHOMA @, UTOOL OHD OBLIG HWHTETPAIOMD DascMaTpHBaeMoil cu-
creMbl. TakuM®b 00pazoMB MOAYIAEMD:

= 0=

a b—c b e a—b
m291 a—Lob+a+2 a«}—b —Lb+2‘3b—|—ca+c+
b (23)
+”1 "]_"’3 =
a b b—a ¢c—ba—b a—ca—b a—0b
. - == =
ta-t-b 4gga+b+2#3 B e s B 1 3b+ca+c
a—e¢ - ¢—be—a b—ac—a
a+c+ i Tgﬂz PR N + 7 a+bc—{—b+ T e ==l
b —b a—cb—c¢ b—ab—c
sz—l—c 93b+c+2ﬂ1 + a+ca+b+ 2 Tl
c—be—a a—cbhb—e 2a 20
o -2 o - ¢ —'blm_‘_vg—bf}—_c__o
5 c——ba-——b__2 b—ab—c 78 2a e 26
¢ B by 5 lalb 3b+c (25}
d—au-—Dh b—ac—a 2b 2¢ '
S A e =
20ty sl Bl v2a+b+v3a+c 0.

Hraxs sur uwbens paps ypasmenifi (15), (21), (22), (23), (24) u (25)
BB umcIrh JecATH muA omperbieHif [eBATH BEIHUHHD (i, Vi, @i, BXONA-
XD BB HAXD Jupefino m ogmopogso. Hago smaunTd WafiTi COOTHOIIEHIA
Me&1y Kos(umienTami, ROTOPHA 00yCIOBIMBAIN OBl BOBMOXKHOCTH ONpPexh-
JEHIA 9THXD BEANUHHD.

(24)
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Ilepexona KB aToMy, MOKAEMD CHAUAIA, UYTO KOIPPUIIEHTH ¥y, ¥y, ¥y
HE MOTYTH 00pamaThes OTHOBPEMEHHO BB HYIb. BB caMoMb nbab, ecam Mb
HOJOEUMD BB YPABHEHIAXS (25) v, = v, = vy =0, TO NOIAYIOMH HUBE HUXB,
UTO {4y == {5 = (t3. Torja ypasHemie (22) HmORamerds, 4TO U Beh u; TarEe
paBHEL Hyxwo. Ilorarag »;, w; PaBHBIMH HYIID BDL YpaBHEHIAXD (24), Ha-
XOJUMB, UT0 aQ, = bg, = cg5; & 9T0 BB CBASH CH ypaBHeHieMB (15) maeTsh
0y =0, =03=0, a curbgoBaTelbH0 U MOIUHOMB ¢ PaBHAICA OBl HYIIO.

Touno Tarke He MOTYTh PABHATHCA HYyII0 OTHOBPEMEHHO Beh IOCTOAH-
HHA ;. DB camons pbab, M0J0MEBE BB YPABHEHIAXD (25) ) =pe=1ps=0,
IOIYYUMD BB HUXD 2@ (b—-¢) = v,b (a—-¢) == v4¢ (a—{-b). CpaBEmBag 5710,
OpHIEMD KB TOJBEO 9T0 HCKRIIOUCHHOMY HAMH CIYYAl 2 = V=123 =—0.

SaMbTHRB 3TO, mepefifems Kb usyueHinw Hamell cucrembl. CHAUAIA
BBEIEMDB AIA COKpANeHid muchMa caBayomis o003HaYeHid:

d=a+b+t+ec e=ab+ac+ be f=abe.

YMHO®AA TocabI0BATEIBHO TPU YpaBHeHIA (25) Ha MHOMATEIN (06— b) ¢,
(c—a)b, (b—c)a n criajpBag, HajileMs Mocah IPoCTHX'S IpeodpasoBaHiii:

216 (b+¢)? (e—ad) -+ vob (a-—c)? (e—bd) —— v4¢ (a—0)% (e—cd) = 0.  (26)

1 1

1
a+b’ at-c " b—+e¢’ L

A yMHOEAA UXH TOCIBIOBATEIRHO HA,

JYYUMT Takoe ypaBHeHie:

@ (b—-c)? (c—b) (e—ad) - wb (a—6)2 (a—-c) (e—bd) -
—+use (a4 b)2(b—a)(e—ed) = 0. (27)

TaknMs 00pasoMb ME 3aMBHEIN 1Ba W3H ypaBHeHill (25) ypasme-
Himm (26) u (27).

Pascmorpums cHavala cayuall, Korga ypasHeHie (26) npexcTaBiIdeTd
crbpersie ypasHeHid (21). Jag aToro HeoOXOINMO H TOCTATOUHO COOIIOIEHISA
TAKNXb YCIOBiil:

(b—-¢) (e—ad) = (a—c) (e—bd) = (a+b) (e—cd).

OTena, TAKD KAKB MH IPEII0IATALND, UT0 MERIY BeIHUNHAMA «, b, ¢
HBTH PABHEIX'B, TO MBI JIOKHBI TOXyYHTH

+b-+c=0, ab+ ac+ be=0. (28)

Ho mpu sTomM® yeaoBinm oOpaTures BH HYIb Takke H ypaBHEHie (27).
Cpexu Tpex® ypaBHeHifl (25) Oyaers 1Ba He3aBHCHMLIXG. JeBATh ypasHeHifi:
IBa TOABKO UTO YUOMAHYTEIX'D W ypasHeHis (13), (21), (22), (23) um {24)
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OyLyTH HGGOBM"};CTHMH TARD KAKE UXB onperbinTeas HE MOEETH OHTbL cib-
JaRh BHOOpOMDE sHaueHill MOCTOAHHBIX'S 3afaud PaBHHING HYIO. Cabrosa-
TeIBHO YpaBHeHie (26) He aomerdh OHITH CabICTBIEMD ypaBHeHia (21).

Touno Takme ypaBHeHie (27) He MOKeTH OBITD cIBICTBieMs ypaBHe-
Hig (22), TaKb KaWb Takoe NPEINOIOikeHie Belerh CHOBA Kb yexoBiaMD (28).

MTaxs M MOEeMB omperbinTs usb ypasmemifi (21) m (26) c¢b ogHOL
CTOPOHHL U U3B ypaBHemili (22) u (27) ¢ Ipyroil GTOPOHEL OTHOIIEHIA [O-
CTOAHHHIXD P; H Wi. :

TaruMb 00pasoMb TOAYIHMD CAbAyONTia (I)opmym

e—+adb—e e bd e g K e—l-cdd—b .
& hle Iy eta’ el e (27

IMoroxNBE JId KPATKOCTH:

=0—"

c—ab—a _»a-—bo——b b—ca—c
dber Yo Ee el

A=
HafileMs Takme, 4TO

:%(sz+B+O), o =% (4—2B-1-0), s =& (A+B—20).

=

TojcraBush HafijeHHBIA SHAUEHIS T4 gy, ?; Bb J000e M3H ypaBHE-

mifi (27), Ms yObpuMcsd, 4T0 OHH YAOBIETBODATE UMD BebME, eciu IPHHATDH

6= (b—a)(c—0b) (a—c¢)
0= 3fﬂ .

Taxuyms 00pasoms yObiaaemcd, uro BD TOMB caydab, KOTZa OTIHUHA
0T HYlA TO kpafimeii whpb ogpa mH8® BelumudEb d W e, ypaBHEHIA (21)
(22) m (27) AanyTh AAg KO3(uUIIEHTORD »i, W COBEPIIEHHO onperbIeHHbLA
B @INUHHEL :

Tloxcrasigd HafifeHHBIS SHAUEHiA HAIp. BD HEPBHIA BA 13D ypaBHE-
Hifi (24), MBI IOIYYAMT Tagid:

Qld —925201
— 010 + 03¢ = By,

rib €, u B,——snoarh omperbieHHSA (YHENIM HOCTOAHHEIXD «, @, b, ¢,
KOTOPHA HETPYJIHO BEIYHCIHTD.

M3p sTux’h ypapHewifi coBMBCTHO ¢ ypaBHemiemb (15) MOIyTaeMb:

s C,—B, =30, — B, Ci+2B;
91————5?’ 09————’%—5 Qg—T

(30)

. B s S

g%
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Mer moayunnu kos@uIieHTH LOJIMHOMA, KOTOPHI MOKETH OBITh HHTE-
IPAIOMB CcHCTEME (2) u (3). Urobn omB ybficTBHTEIsHO OBHLIG HHTETPAIOME,
HEOOXOZAMO H JOCTATOYHO yAOBJICTBOPHTH eIle IBYMDB YpaBHEHiAMD (23) u
nocabiEeMy USTL ypasHeHidr (24). :

Yuoonbe g okoHUaTeJApHATO omperbrenia sTEXT yexoBifi 3aMbHETH
XD JBYMA JPYTHMH.

Muomums abBeg uwacTu ypasHeHifi (24) coorsbrerBenHo Ha @+ b,
a—-c¢, b+4¢ n crragsiBaems. Bb pesyasrarh noxyvaens:

Sl d gt .0 (ad —e) 1 a? i va(b-+o) a® 1
= 1P +f_a vob (bd —e) 1 b2 +E vob(a+c) 021 |=0,
s L 6P vgo(cd—e) 1 ¢? vee(a+0) ¢ 1

b h=(a—-+0)(b+¢)(c—Fa)=ed—F.
IlogcraBidga ciofa BHAUEHIA MOCTOSHHEIXD #; &; 10 (popmyrams (29)
a (30) mocxb coorsbrerByRmEXT TpeodpasoBamifi u yupomemniii, moayuaens:

(d2— e) of = 2¢8 — 2d3f. (31)

Ipn BHIIOJHEHIH 3TOTO YCIOBiA TpeThe ypaBHeHie usb (24) CTAHETH
cabuerBieMt IepBSIXD ABYXD (24) m ypasmemifi (21), (22) m (27).

3arhbMb yMHOKAeMD ypaBHeHie (23) Ha 2 H CKIAIHBAEMB CH HIMB
abBEA uacTH ypaBHEHill (24); BH pesyapTarh molyuaeMb ypaBHEHie, He 3a-
BHCAIEE OTH BEIHUNHD Q;, CIBIYIOMArT0 BHIA:

9| 1a 1 1,0%(b-+-c) 1 @ 4 r6(b—+¢) a 1
ol 10 L% vb*(a+c) 1 b |45 | mblate) b 1 |=0.
us 1 ¢ vee? (a+-0) 1 ¢ vgc (a+0) ¢ 1

Tloxssyacs (opmyramu (29) u (30), MBI TPHBOXUME 5TO YCIOBie KB Ta-
KOMY BHJLY:
adf = (e2d — 2d2f — 8ef). (32)

Henn pamAbLS IOCTOAHHBLE YIOBIETBOPSIOTH H STOMY YCIOBiI, TO ypas-
Hemie (23) Oyzerd cabrcrsienMb, nm HafiTeHHBIH HaME TOINHOMB OyIeThH HH-
TETPAJIOMD Pa3CcMATPUBAEMOfi HAMH CHCTEMEL.

Wrars pascMarpuBaeMas HaMi cucreMa HMBeTh TOIBKO 1B BHIA
YeTBEPTAT0 HHTErpala, NPejeTaBIANIAT0 IOINHOMB 2-r0 Mopsika. OXuHb,
Tpedyommiii cymecTBOBAHIA TPeXs JCAOBill Me&Iy MOCTOAHHBIME 3a1aull, TaHb
BB IUTHPOBAHHOMD Bhle counHeHin B. A. CTekI0OBHIMD, Ipyroil mpexiokeHD
BIOEPBHE Bb HacTodAmeli paborh u Tpebyers /IS CBOETO CYNIECTBOBAHISA
BBIIOJHEHIA YeTHIPexs YCAOBIff MemIy NaHHEIME 3aIayl.
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§ 14. 0 aundpdepeHuianbHbiXb ypaBHEeHiAXb ABHMEHIA TBepAaro
Thna Bb HMHAKOCTH.

Jllama cuerema 1)

e ol ot
di - Poyy, ° oy,
da, 0T o |
& g -
gy, AL
- oy oy
LR T e U e
g 0y = 02, + 9 0y Ys Yy
gk At Pl oT
5 B 0371—%%;;‘!’?/3 s —?/1”@; (2)
dys T T oT T

“a‘t“——%aﬁﬁea—%*l-%@;—%a
b moxs 7 el moppasymbBaeMs caBIyOMifi DOIMEOMB 2-TO IIOPAIKA:
T=8[by2*+ 217.125’515‘324‘ 20y, (#1Ys + ¥1%9) + 2b1,2191 + buy,?].

Suars S o00sHAYAETH, UTO BMBCTH KamiIaro YieHa 3aKIHNUEHHATO BB
IPAMBIA CKOOKH HAJ0 B3ATH CYMMY TPEXb, KOTODHe IOIyIaloTcsA BeIbcrie
mepeMbHL HHIEKCOBD ¥ IOCTOAHHBIXD U IepeMBHHBIXT MOMONIBI0 EPYTOBHXD
HOfCTaHOBOED (123), (456). Taks Hamp.:

Sboy (1Y + Y1%9) = oy (2149 4 1172) ~ by (Hoy5 <+ Yoits) 4 Dy (239 4 Ys21)

TIpesze Beero sambrums, uro Tuddeperniarpusa ypasEenis (1) u (2)
He usmbmarcs, ecan Bwhero 7' MOTOEHTh BB HUXD: :

T+ 0y (2 222 -252) + 05 (21Y1 +Zalo + X3¥3) , (3)

b o, U @, LiDOMBBOIBHO BBATHIA IIOCTOAHHLLA.
VYeroBuMes 0003HAUATh A1 KPATROCTH IOTMHOMBL )2+ 222,32 1
Yy +Folo—— 25y, coorBBTCTBEHHO Uyepess U m V.

1) B. A. Creraons. O jgpwmenin rBepiaro Thia B% muAkocTH. Xapbkopbh. 1893,
crp. 35, 86, 89, 92—107.
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HMurerpais cucreMsl (1) u (2), HesaBucanlie O0TH BPEMEHH, OTperb-
IgTed UpH noMomu crbayiomaro puepeHmialbHAr0 YpaBHeHIA BB UacT-
HEIXD NPOHSBOXHRIXE 1-T0 HOPAIKA:

0z g z O ﬁ @T
daxy o . oy, Ox, i dyy Oy !

1 %% % 1 Y1 O
0z o1 x ds 0T 1’ 75 ﬁ g : ;
0;7(,?2 Oyg 2 + ()y2 C)JCQ 2 [ 03/2 ()y2 Ya 1=0. (4)
e L e e
i Ol - Otfs—Oy— dys Oys 2

ATO ypaBHEHie IOIIYCKAETH HHTErpaioMs kpoMbB moxunoMoBs U 1 1
eme n 7. Kags morasarm mscibrosamia A. Clebseh’a, B. A. Crekiosa n
A. M. JanyuoBa '), npn usBBCTHEIXG YCIOBIAXs OTHOCHTEIBHO KOI((UIien-
TOBD IOIWHOMA 1’ CyIIecTBYeTHh H UeTBEPTHIil HHTErpals BD BB IOIRHOMA
@ BTOPOrO TOPSIRA.

Eean mur mogeraBUMB ¢ BMBETO 2, TO MOIYUNMB TOHIECTBO, BB KO-
TOPOMBH MOEHO IepeMbuuts ¢ Ha 7' u 7' Ha ¢@; JIPYTHMH CIOBAMH, €CIH
BH ypamHeHie (4) Bwbcero moammoma 7' TOXCTABEMB IIOJHHOMEL ¢, TO OHD
Oyrers uwbrs 15 e uwersipe muTerpaia. TouHO Takke Th e UETHIpe MHTE-
rpaia Oyiers uwbTh M ypaBHeHie, IoIydaeMoe H3% YpaBHeRis (4) momeTa-
HOBEOfT BB Hero BMbero 7' moammoma al 4oy, TAb a B «) ITPOH3BOJLHELL
TMOCTOAHHBIA.

Br paaswbiimens safimemcs cabayomeii sagaueir: ompeibiuTh ABa
TARUXP MOIMHOMA BTOPOTO TMOpAIka @ U 7', KOTOpHE YIOBICTBOPAIOTE TOHX-
IeCTBY:

dp OT dp o Sl

Nl e el

ox; Oy Jy; Oz, Iy I

dp 0T dp oT dp oI
dxg@Tng2+0_z/;dx2x2+r£ﬁthy9:O' .
dp OT dp 9T op 01

ony gy | |y omy | |y dgs

Ecan Mpl HafieM®s mapy TakuxX’b IOAHHOMOB® ¢ u 7, TO corracHo
TpPeIsIymemMy u HoanaoMsl ¢’ 4+ oo+ aUt+as V u g1—+-0190 4+ B U485V
OYIyTH TPeICTaBIATH TAKYI &Ke TMapy, KakoBo Ol HE ORLIO 3HAUEHie TOCTO-
SHHBIXD @, Oy, Oy, O3, 8, &1, B2, B5. MOEHO BOCIOIL30BATHCH IPOUBBOIL-
HOCTHIO INECTH H3B HTUXD IOCTOAHHEIXDB, UT00H Hafitm mamboxbe mpocTed
pbmenig, koTopea TEME He Membe maam O caMmoe oOmiee phimerie.

1) Mathematische Annalen. B. III. s. 238 B. 42, s. 273, Coo0menia Xappros-
ckaro Maremarnuecraro OOmeersa, 2-a cepig 1. III, erp. 263, 1. IV, crp. 81.
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Phmenie srofi 3anaul HAUHEMD CB ¢aMaro IPOCTOTO caydasd, ROTAA @
TpefcTaBiAeTs c000f KBapaTh IHHEHHATO NOTHHOMA: P — O R S
D191 ~t-boya U35 - :

Tlo mopcramoBkh BMECTO MOIHHOMA @ ®* BB TOEIECTBO (D) MOIYIAMB
14 onpexbreniga moanHoMa 7' Taxoe ypasuexie:

g o or,

0%, 1 4 0y, ty & o, Jhe 1

o e o Rty

T e e e
—az b oL 0T 0T b

J2s 3 g 9 3 I3 s 3 Ys

9710 ypaBHEHie JONYCKAaeTdh [Ba HHTETpala, BABUCAMUXD TOIBKO OTDH
4, BO TePBHXD U, BO BIOPHXB ;= byx; — byt + a3 .

Bess 0cobaro Tpyia MOAHO TORABATh, UTO Au(QepeHIiaibHoe ypab-
Herie (6) Bb YACTHHXD IIPOMSBOJAHBIXE OTHOCHTE.IHHO T me 6yzers BMBTH
IPYTHXD IUHEHHBXH HHTETPaioBdh EpoMbB @ m ¢y, €CId TOIBKO XOTH OfHA
U35 TMOCTOSHHEIXD by OTINUHA OTH HYId.

"~ Br ToMb me cayuab, worga by=by=b3=0, ypasrenie (6) OopH-
MeTh BUIB:

or oT oT
(agity — Gty ), + (ag?y — a,%5) I + (g5 — 1) s =40

910 ypapHemie Oymers uMbTh UeThpe IMHEHABXD HHTEIPAIa
a iy b oo+ aays s @1, @y, 75, KpoME TOTO UZBHCTERD nareii naTerpaxs ¥
1 o0mee BEpaenie i moauHOMa 7' OyJeTs BB 9TOMD cayuad crbryomums:

e (@ —+ AoYfo—OsYs)® + & VLo,

TIa @, (%) TPOHBBOALHEIL OXHOPONHEI HOIMHOMB mepeMbHEBIXE #; BTOPOTO
TOPAJKA.

Tlepeiizens 3arbap Kb cIydan, KOrja Hamp. X0Td OBl TMOCTOAHHAA by
He PaBHAIACH HYIW.

TomyeTuMt cHauala, 4ro moauroMs I' He nvbers WieHOBH BIOPOTO
usnbpenia B mepeMBEEEXD yi. TOIfa sTOTH MOIMHOMD Oynerd UMBTh BHID:

y Ui + y2U2+y3U3 + 6(x),

rib 6 (#) — MOAMHOMB BTOPOH CTENeHH OTEOCHTEJBHO nepeMbHHBIXD &, 2
U,— uxs IuHefiHEA (QyHKIIA.
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Bubero storo smauemia moammoma 7' yroOnbe pascMaTpHBATh Takoe:
T4 6V, +opw, 1. e, Bwbero nornaOMa U; B5 BRIpamenin 7' Oygers cT0-
sitb Uy = U; -+ 6wi =+ 6, by, . ITUME BOIUYHHAMH 6 U O; MBI MOREMD BOC-
MOIb30BATHCA MO3HEE LA TOAyIeHia Ooxbe mpocTOTO PEsyIbTaTa.
OOosHauuMb I8 KpaTROCTH 4epess B olepaliio

0
(j—a’,‘[ bl Xy
0 0 0 0
B1b;c‘1+3207%+330—x3: Oy by
d
67"3 by g

ITopcTaBagems mepBoe 3HaueHie moanHOMa I’ BB paBeHcTBO (6) I 3a-
mbuaemMs, 4T0 0HO JOMEHO OBITH TOHIECTBOME HpPH BCHXB BOSMOKHBIXTG Be-
IMUAAAXD HepeMBHENIXD ;. Il09TOMy, NpHpABHHBAA HYID KO3((UIIEHTH
DU TEPBHIX'E CTENEHAXD NEPeMBHHEIXE y; U He3aBHCANIf 0T HUXD WIEHB,

 MOXyYaeMb:

BU,+-b,Uy; — b,U, =0 ‘ (7)
U, a =
BOL| U, ay z |=0. (8)

Uy a5 x5

YMHOZAS TpH ypaBHeHid (7) coorBbreTBeHHO Ha by, by, by H CEIA-
IBIBAA, [MOIYIAEME: ;
B (b U, + 0,0, b3Ug) = 0. (%)

YMHOKaA HXP We HA &y, &y, ¥y H CRIALHBAA PE3YABTATH, HOCIb
JeTKUXD BolgmcreHifi yobmmaemcs, uro mwbems

Hakonens, yMHOKHBS UXD mocabioarersno Ha B;, D,, D; I cRla-
IBIBafA, TOUHO Tamke 0esb TPyla MOIyIaeMb:

B(B, Ui+ B,Us+ B,Uy) = 0. ra i
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Tax® Kakb HHTErPAIH YpaBHEHIA
Be=0,

paBEH ¥, u U, To u3b Tpexd ypasmemiii (9), (10) u (11) B MOIyuaeMb:

by Uy 1 0y Uy 1 b3 U= 4y
2 Uy 25 Us 23Uy = A, U 4 25, ® (12)
B, U, -+ B, U, + B;U; = 2, U 4 A5,

Hommomsr U, U,, U, Oyayrs yioBIeTBOPAT: ThMB e YypaBHe-
HiAMB (7), a HOTOMYy HMbeMb TOUHO Tarime:

bU' + b Uy + b0y =2,y
.Uy + 2,Uy' + 23Uy = 2’ U+ 259y
BU T By LB

Ho noxmmomst U, srpamaforca anmeiino wepess Uy, 2 m . Ilog-
GTABIAA BB TOIDKO UTO IOJYUGHHLIA PABEHCTBA STH BHIPAMEHId, MBI HaliTeMb

by Uy + by Uy + by Uy = [A)'— 06— 03 (b2 —-Do2—-b3%)] 9y
2 Uy a5 Up + 23Uy = (&) — 6) U+ (' — o) 92
Bl L BU, - BU, —=4'U— 2?2

CpaBHuBas IOIYIHHNA DaBEHCTBA Cb PaBeHCTBaMH (12), MBI BHAUMB
MERIy TMPOUNME, UTO

A —0=1y, A'—6=1, W=, —i=1l

Otcola BHIHO, UYTO JOCTATOYHO JATh IPOMSBOJIBHEIMG 0 CHXDH IOPD
BEINUUHAND G I 0, 3HAUEHig—A, T—J;, YT00BI BeIHUNHBL Ay’ i 45’ DaBHA-
JHCH HYIIO.

Ompexbantens ypasmeniii (13) ormocureanro U; paBeHb INOIHHOMY
(5,2 -1 bo2 + b3%) U— w2, OTIRUHOMY OTH HYIA; MOSBTOMY OHH AAIYTH OIPE-
pbaenHbIAs QyHENiN LI Ui. Dru (pyEENim OyIyTs pAIiOHAIBHEIMI JIPOOAMM,
eCIH TOIBKO OCTOSHEAA A;,' He paBHA HYIO, a 4, He pasHa A (b, ?—{—bf—}—b 2
Bt sroms mocrbrEeMb cayual pamioHAIbHEIA npo6n OKA3HBAITCA COKPATH-
MBIMH, I MBI I0Iyuaewmb, 410 IoimeoM® U paBens 4Bi, T. 6.

Ui = U;— oy — A3bitpy = AB;,

oTEyZa OyzeM® EMBTH OKOHUATEIBHO:
Us = ABi -+ Ay Asbsp,

B2 8
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IlepexomnMt kB onperbieHio moImHOMA O, yIOBIETBOPAIIIAL0, KAKD
u noauHOMBs O ypasHemio tuma (8). IogcraBidg BB HEro TOABKO 4TO Hail-

ek

JeHHBIA BHAUeHiA MOauHOMOBH U;', mOIyYaeM®:
BO' —— 2 (a,b;—+asby—+a5by) U 2 (a0, asy + agrs) @4 (14)

IIpoussoms omepanin B HALD POMBBONBHBIMG IOJIXHOMOMD BTOPOIO
HOpAIKA, [OIJIAeNMB B DPesyibTarh OmATh INOIMHOMB 2-TO TODAJEA, HO
Takofi, Y ®oTOparo cymma kos(HIieHTOBT IIpH WieHAXB &%, %,%, %;® DaBHA
mymo. ITosTomMy BB paBeHcrtsbt (14) MOJIMHOMB, HAXOJAUifica BO BTOpPOi
9acTH, A0LKeHD 001aJaTh ThML-Ke CBOHCTBOMB, a IIOTOMY

a1by + asby + azby =0. (15)

9T0 CI0Bie OKABHIBAETCHA TOCTATOYHBIME LIS BOSMOKHOCTH HHTEIpalim,
0 MH I0JyYaeMTE U35 ypaBHeHia (14) mpu mocrTogmHOR b2 - by% 4 by?
OTINYHOfl OTDH HYId;
: Z1D903)
@:l_g?'_w -
15 4 L5 O
b7 by bg?
Orciora:

21 D1s) ; =
6= ﬁ;ﬁ? W, L2 (0,2 - a5+ agws) Y, + A, U + 297

CraagsiBas Beipamenia Ujy, + Usys—+ Usys 1 @, TOIYUUMD HCKOMBLHT
uaTerparxs. Bb cBoell mpocrbfimefi gopub mpn A,=A;=2;=2;—0 O0HB
HATTHIIETCA TAKD:

Py = (0.2 + by2 + b32) (11 ba73) + (240205) Py

Uraxs mpu yerosin (15) ypasmenie (6) Oyzers uMmbrh 0ATH HesaBu-
CHMBIXE Meaxny coboro muTerpaitosn U, V, v, v, ¥,.

B ucraouerHoMb Hamm cayuab b2 -+ by + by2 = 0 morpedynTCca B
dopmyraxs BeGorbllid MsMBHEHiA, Ha KOTOPHIX'H MBI OCTAHABINBATLCA HE
OyILeMb.

IlepeiitenMs Temepp Kb 00NMEMY CIyUal, KOTJIA HCKOMBIH HHTETPAND
mrbeTs WieHsl BTOporo msmbpemia B nepeMBHEEXD y;. I0I0ENBE BE
ypaBHeHin (6) &y =2, = %3=0, TOIyINME TaAKOE:

0T, 07, o7 .
— 2 (Dotfs—D312) + ~— (bgyy—Db1ys) + — (byys—boyy) =0,
g (botrs—D3ys) + Yy (bsy1—b1y3) + s (b, 2¥1)

b Ty—uacTh moiuEoMa I, 3aBHCAMAA TOIBRO OTB ¥y, Yp, Ys. I1L0STOMY,
HHTETPUPYS 9TO ypaBHeHie, ML 3aRIK0UAEMD, UTO

Ty=a (4, + 42® -+ 95%) —+ o1 (01911 baya + Dsy5)*
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GG =
Bouta m3w umrerpaaa 7' w w?, Mbl IpeICTaBUMDB €T0 Bh HKBHBAJCHT-

Hoit hopmb:
Y2 4° 932+ Wiy 4+ Woya 4+ Ways + 94

b W u @,—noauHEOMBL 1-T0 m 2-T0 IOpPAZEA OJHUXD NepeMBHHEIXD ;.
Herpyrro yoBmuThCA, 4T0 HOIMHOMB W YIOBIETBOPANTH TAKHUMb
YPaBHEHIAMB:
- BW; - (Wabg— Wibs) - 2 (o5 —ss) = 0,
BW, —|— (Wb, — Wibs) - 2 (agzy —ayz3) = 0,
BW, - (Wiby—Wob)) + 2 (a2 —agty) =0 .

VuuO®asS 9TH ypaBHEeHis coorBbrcTBeHHO HA By, B, n By H CcRIa-
JBIBafA, TOLyIaeMb:

B(B,W,-+ B, Wy—+B; W) -2 (a,b) —ayby—-azbs) U —
— 2(ayw, +-ag2,-ag7s) 1——0-

Orclofa Tarb e, Kakb U85 ypaBHeHia (14) BHBOZHME yciosie (15).
Ho Torza ypasHenie (6) mMbeTh IATH He3aBHCUMBIX'DH alre0panyeckuXb
UHTErpaaoBh, U crbroBarTelbno HCKOMBIH WHTeTpals OYyIeTs HXB (yHRIied.
JbiicTBUTEIBHO, TPHIATAA TPABHIO YMHOMKEHIS IeTepMUHAHTOBDL, MOAY-

‘ 4aeME:
Sy Zb;yV VEbiy: Zeagy; U v Zaw;

| == (SR | Sy SbAw | - qpIb2ly, 32 0 +w2le, Zb2 0],
Yoyl U v, Zow; \Zaixi 0 a2

rrb Beb cyMMBI pacimpocTpaHeHBl 110 HHAEKECY ¢ 0Th 1 10 3 BRIIDYHTEIBHO.

OrOpacrBad BB HTOMD BLIPAEEHIH COOTBBICTBYOMUMD 00PasoND HHTE-
Ipadbl, Ml MOKEMD JOCTHYL TOTO, YTO OCTAHETCS MPOHSBEJeHIe BHIPAKEHIA
UZb,> — y® HA TOIHHOME:

Wy = Jy23b2 — 2 3by xSy + 2 20y 2aa; + (Za ).

Koneuno, ecam mocrogngad Xb;® paBHA HYI0, T0 BB 5TOMB BBHIDAKE-
HiI Hamo OpomsBecTH COOTBBTCTBYOMiA m3MbHEHIA.

TIpn momomu mafinenmaro BHIPAEEHIT 1Id wg, JETKO TMOIYUHTH cXb-
Jylomee o0llee BeIpakeHie Ai1a mormHoMa 71':

T=aps =+ ayp® 4 oo 1+ a3V + a0, 4 axpp,® a6 U.

Bxoxgmiis B® HEr0 MOCTOAHHLIA TOEKHBL OBHITh MOTYHHEHH EpoMbB TOTO
YCIAOBIAM®B, IIPH KOTOPHXDH HTOTH IOJMHOMB OyIeTh NOIOKHTEJIbHBIME.
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To TMOXCTAHOBED 0TOro BHPAKeRiA BB AupepeHrialbHbL ypaBHeHia
(1) 1 (2), MH TOIYINME CAMEIl OOMifi THI'E UXD, uvbonifi yeTBepTHE
anmefinsiit prTErpads. OHm He OyIyTDH 3aBHCHTH OTB NOCTOAHHBIXD G5 M dg.
TloX0&NTH e UXTD BE Bopamenin 1 paBHRIME HYI0 HEIb3d, Takbh Kakb
3TOTH TOANHOME MOEKETDH IepecTaTrs OHTh HMOIOKHTEIBHBIMD.

Eeian wpi mpubaBaME eme T yeIoBid, KOTOPHIMG NOIIHHIID A. Clebsch
Burdb noimpoMa T, To mpuienb 0es®: TPYAA KB HAJIEHHOMY UMD CIyIaio 5

IlpeinoiomuNs Telephb, YT0 MOJAHHOMD ¢ HE MOKeTH OBITH TTPUBEJCH-
HBIMG KB EBajpary auHefinofi ¢ymemin. Iloraraens Bb TomecTst (5)
Xy == Xg= 3= 0 U TOIyIAEME!

dgpg 01
(_Qﬂo Oys):O,

0Yy 0Ys

b @, n T wieHH TOIWHOMOBE ¢ u 7, saBucamie TOILRO OTBH nepeMbHE-
HBIXE ¥i. OTCoOAa IOIy9aeMb TOEIECTBO:

ago oy Ty~ oo (4:® + 4® +5%) = 0.

Ecan Mur 3a T BossMeMB BEIpameHie, Tammoe 1is ypapzenift (1) um (2),
TO MOEEMD OTPAHHYATHCA JJIA ¢ JABYMA CIyIaAMH eytae=0, 1 ay=a,=0.
MEL 0CTAHOBHMCS HA HepBOMH cayuab o MOIOEUME CIBIOBATENDHO:

28 :
@ = 4s2-yo? + Ys* 12 Zza’iﬂiyj'f' Pis

=1j—1

IIpexmotomums kpoNb T0T0, UT0 Memay Kos@uIienTaMu b, bis s bes
CYIIeCTBYeTH Iapa HEPaBHBIXD. Pagemarpusad ubero I' I'—-6p -0,V , a
BMbECTO @ @ 4 0,7, MOKEMD NpPEeimoJOENTh TPH HALIEHRAMEMD BEIOOPE 63
6, U Oy, UTO

b44' Jr“ bsal e bsgl =0, (16)
bu’ & bzsl <+ b36' — (17)
Gy~ oy + Gg3= 0. (18)

Tozerasuss 55 Iuddepenmiaipue ypasuenia (1) u (2) ¢ Bubero I,
noxytnMb Iuf(epeHialbaEA ypaBHeHid, BTOPLA YacTi KOTOPHXB o0pa-
MAlTCd BH HYIb OPH &y = Zs = a3 = (.

CabroBareisHo OHE Oyiyrs uMBTL O@3KOHEUHOE YHCIO 0c00EHAHXD
TOUEKD, 3aRI0YANIAXCI B gopuyxb 0, 0, 0, ¢, €, €3, TAB €1, €y, C3—
Kakid yrogHO IIOCTOAHHBLA.

1y Mathematische Annalen. B, IIL s. 248,
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YACTHON MPOMBBOIHOM IbBOM TaCTH HTOTO. TOXIECTBA [0 NEPEMBHEEIME 3y 1 ¥y,
KOTOpad Takme A0MRHA OBITH PaBHON HYII; TAkUMDL 00pasoMD HMBeMS:

o7 Iy 07 = 02T 5 02T Poe =T S
Oypdms > Oysom, “° T Oyom; 2 oydm, L Oy 3 (Geay — dgali)
dgT gl R R
0y, (“ 1% —03,7%3) + Us (@‘ Mz) =0,

910 TOXIECTBO pacrmagaeTcsa Ha TPU CILIYHIIXE:
— by bss'agy aqs (Bss' —bu') =10,

~ : (21)
bys' — by gy~ gy (bys' — B =10

a5' = by - by Ao — by5'ay - agg (bss'— by, ) = 0. (22)

[pu momoni opmyrs (20) yeaosis (21) IpUHEMAIOTS BUID: (a5 ay5)
(bss—buy) =0, (o - agy) (55— b, ) = 0.

Boiuncrag BTOPBIA YaCTHBRIA ITPOU3BOIHBIA IbBofl wacTH Hamero TOXE-

IecTBa 10 TEPeMBHHBING ¥y M Jfy, @ 3aThus 1Mo nepeMBHHMME ¥y, n Yo
IOJIYYAEMb: ' '

(@31 +ag) (bgs —bs5) =0, (g5 ta;) (bgg — bs5) =0 ,

(@ oy (Dyy — bes) =0, (o 1 a33) (byy — bgg) =10,

—bag 1+ by +- bys gy — beg G =ty (bgs'—bs5') =0
(23)

e
— by =g bgg gy — by Ggg - g9 (Byy'— bgg') =

HoxyuerHrst pasencTsa COBMBCTHO ©b paBemcTBaMu (21) IPUBOIATE
Kb TAKAMB: :
Uy U3 =0, Qo1 0y =0, @yy-a5=0. (24)
Rpont toro mocrosmusa by~ bs5, by - bgs, by - b, Kaxd Bed-
TUHEL 110 HPeIIOI0REHI0 MOIOKUTEIbHEA, He PaBHE Hyao. Iloaromy, cpas-
HHBAA ycIoBid (24) m (20), moaygaems:

| 1 oay by N
1 ay by i =0
1 ag bg' |

-






Sur la recherehe des soltitions partictilieres de
I’équation de Laplaee.

Par A. Friedmann.

Soit
AV=0

I'équation de Laplace; transformons cette équation en coordonnées curvi-
lignes orthogonales ¢, 01, 0s.

Lamé et puis M. Darboux et M. Wangerin !) ont indiqué les trans-
formations pour lesquelles le potentiel 7 a la forme particuliére:

/

V =f(0) fio1) fal02)

ou méme
V=24, 01, 02) fl0) filoy) fa(02),

o 7(0), fi(ey), fol0s) satisfont aux équations différentielles ordinaires du-

second ordre, A(¢, 0,, 05) étant une fonction ne contenant aucune con-
stante arbitraire.

Ainsi il est naturel de généraliser les recherches classiques menti-
onnées plus haut et de poser, comme le fait M. Stekloff *), le probleme
suivant:

1) Lamé, Lecons sur les coordonnées curvilignes. Paris, 1859.

Darbouz. Lecons sur les systémes orthog. et les coord. curvilignes. Paris, 1898.
Voir aussi les mém. de M. Darboux dans Ann. Ec, Norm. Sup. 1866, 1878.

Wangerin. Monatsber, d. Berl. Akad. 1878, p. 152.

Huaentzschel. Studien iber die Reduction der Potentialgleichung auf gewohnliche
Differentialgleichungen. Berlin, 1893.

2) B."A. Cmexaoss. O6mie merorn phmesis OCHOBHEXD 3alayb MaTeMaTHIeCKOR
tusurn. Xapsross. 1901, c. 242,
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Trowver toutes les tramsformations orthogonales x, y, 2 en 0, 0y, 0
telles que Uéquation

(4) V=10
admette les solutions de la porme

(B) V = f(0) V1(01, 02).

On sait que dans la théorie de 1’équation de Laplace les fonetions
dites fondamentales jouent le role prépondérant. Ainsi la recherche des
méthodes pour construire ces fonetions est un probléme important.
Si I'equation (A) admet les solutions du type (B), parmi ces solutions
on peut trouver parfois des fonctions fondamentales pour la surface
o =const et méme un systéme complet de ces fonctions.

En réalité, pour les surfaces du second ordre on peut mettre le
potentiel ¥ sous la forme (B) et on peut trouver par cette méthode les
fonctions fondamentales pour les surfaces mentionnées. Citons, par exemple,
les fonctions sphériques, les fonctions de Bessel et celles de Lamé.

Notre travail sera consacré a la résolution du probléme général,
mentionné plus haut, c’est-a-dire 4 la recherche des cas pour lesquels
le potentiel V a la forme (B).

§ 1.

1. Transformons l'équation de Laplace

(1) LV =0

en coordonnées orthogonales ¢, 01, 0.

Introduisons avec Lamé les fonctions H, H;, H,, dites les coeffi-
cients de Lamé, de la manieére suivante:

ds? = dg? +dy? + d2? — Hodo® + Hdo? + Hido®.

L’équation (1) transformée en ¢, 0, 0o Sera, comme on sait,

av oV v
dad—Q dala? daea
) Y1 s
@ de i 001 s 005 o
ol
H, H. HH HH
(3) 0‘=—1H2, al=—H‘gs Qo H:-




R A R e ———

e i el

o T -1 e

— 246 —
Si cette équation admet la solution de la forme:

4) V ={f(o) Vi(or, 03),

il est évident, que f(p) satisfait & une équation différentielle linéaire du
second ordre. Moyennant la transformation qui n’altére ni I'orthogonalite,
ni la forme (4), on peut mettre cette équation sous la forme:

(3) 1= (o).

Nous considérons d’abord le cas ou (o) differe de zéro. Le cas
contraire sera examiné plus loin. Nous allons introduire cette condition
restrictive dans notre probléme géunéral: supposons, avec M. Dall’Acqua 1),
que chacune des quantités

olgV, olgl,
do, ’ 009

f
f bl

2

contienne une constante arbitraire, ne dépendant pas des constantes de
deuwx autres.
A Taide de cette condition et de la formule (5) nous aurons:

(6) — =0,

et la fonetion ¥, satisfera & une ou a plusieurs équations de la forme
oV
1 daOOVI
- doy

do4 i
o V., = 0.
o = 5 w(o)Vy

=

day

(M) ;
Nous avons deux cas & distinguer:
1) V, satisfait seulement 3 une équation de la forme (7) ou il
faut considérer ¢ comme une constante; toutes les autres équations pos-
sibles de la forme (7) sont linéairement dépendantes de cette équation;

9) ¥, satisfail aw moins 4 deux équations de la forme (7) linéaire-
ment indépendantes entre elles.

Faisons quelques conventions. Nous allons désigner pas les lettres
latines majuscules 4, B, C, G, F les fonctions de ¢; et 0o, par les let-

tres latines minuscules @, b, ¢ les fonctions d’une seule ¢, par la lettre
grecque 7 la fonction de o et o;.

1) Dall’ Acqua. Rendiconti della R. Accad. dei Lincei. 1908, p. 296.
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Dans le deuxiéme cas on peut écrire les équatlons sulvantes, aux-
quelles, d’aprés I’hypothese faite, satisfait 7;:

PP T ot |
AT e
(32V1 0V1 oV

0t T —|—,u2 o +#3V1

Moyennant les conditions de M. Dall’Acqua on peut écrire, eu égard
aux formules (6) et (7),

oc
0_1 + 1161 4 e =0,
01
©) da
=t + Votty - oty = 0,
005 :

p(o)a + vaa; 4wy =0,

Choisissant convenablement les fonetions si{o1, 95) et su(oy, 0s)
nous pouvons réduire les trois derniéres des équations (9) & cette forme
plus simple:

o =51(01, 0o)b1; @ =355(01, Qo)ls,

"ot

do + lulto =0 O
(10)

ﬁ@g + TD)tl = 0

wlo)a -+ vt - sty = 0.

I est évident que vy et s ne peuvent pas étre égales & zéro si-
multanément. Ainsi il faut distinguer deux cas:

1) v3 ou wy est égal A zéro,

2) v; et us sont différents de zéro. ;) >

Dans le premier cas il suffit de supposer ws=0, 7,0, le
cas contraire se déduise de celui-ci par la permutation des lettres o

et 95. Dans ce cas nous aurons:

3 o
b= —plp)—.
Si =0, v, =0,
oh oty
L0, 22=0, i = plo)(o,), f =2
Jor b e 4l w(0)A1(0s), 1o 2(9 01),



Sl
si Aulzo! 7’24:0:

il
d—g’;——ﬂ, f=p(0)h(0), = w(0)1s(03) + 250, 01).

Un calcul simple prouve que ces deux suites de formules correspon-
dent aux formules (III).

Si u; 0, on aura:

shodgi 1

b 901 w1

y i =w(0)(01, 0a), s =w(0)As(01; 0).

Ces équations conduisent aux formules (D).

Considérons a4 présent le cas on wy et vg sont différents de zéro
A laide de la troisitme des équations (10) on peut écrire:

¢ 5
g—gll + o1t + @13(9) =0,
0ty e

90, + 0yt 0,p(0) = 0.

Il est facile de voir que

t =my(01, 02)w(0) + 71(01, 02)%(0, 02),
ty = n(01, 02)W(0) T Ma(01, 02)%s(0, 01)-

Substituons ces expressions dans la 3-me des équations (10), divi-
sons les résultats par ®(o) (diftérent de zéro) et différentions par rap-

port & o. Nous aurons
&
), .. 1)
(% (2

do -+ gy do == 0,

’113’1’& 1

Supposons d’abord que »; et m, soient différentes de zéro; on peut
écrire:
S1(0, 02) = w(0) (&i1(02) 9(0) +-71(02)),
99(0, 01) = w(0) (§x(01) #(0) + 72(04)),
d’ol résultent immédiatement les formules (II) du théoréme I.

_ La démonstration de ce théoréme dans le cas ou l'une des quanti-
tés n; et m, est égal 4 zéro ne présente aucune difficulté 1).
®

1) Les formes pour H, H,, H, du théor. 1 se trouvent sans doute dans les formes
données par M. Dall’Acqua (l. ¢.).




Théoreme 2. Les fonctions f et Vy satisfont aux équations suivantes:
Pour les formules (1):

f' = Ka'f
24 24
@) e
5 —‘— X< —i— Kp V1 =0
d@l : ()Qg g : o

o K est une constante arbitraire,

BC AC AB

Fe e T

Pour les formules (1I):
f"=bKa+ K,

R 0V1
ap1 o dpr)
. K,pV1i=0,
(1) Glgen o
X 2 L K,pVi=0.
o 5 T + KopWa
Pour les formules (111):
=
op1 ZZI op1 33)71
2 L KpVi=0,
(I11) i e it
dngdVl
o A 0
i 00y _,

onw K, K;, K, sont des constantes arbitraires,

BC AB
P == LETE Pii— S s = l/

La démonstration du premier cas est trés simple. i
L’équation principale (2), dans le deuxitéme cas, peut §’écrire:

0 Vie_ o0V a¥: d ¥
. 1G—— vik
a(ﬂ) Yoo oPs 009 > o 1 (d 00, il ue d0s > BT

5 B o b

©
v T a7\ e T de.
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a condition que:
A5(02) = (0 ;

deuz cas pewvent se présenter:

1) ou les équations powr Vi (Il,) sont incompatibles;

2) ou elles admettent les solutions de la forme Vi = ¢,(0,)9s(05), @y,
Po Glant des fonctions dont chacune satisfait & U'équation différentielle ordi-
naire du second ordre. A

Dans le cas du théoreme 3 les équations (II;) peuvent s’écrive:

oV
P do1
001

F

(K F—EKy)pVi=0,

A%
0py -
F""f—l‘szV}:O-

La premiere de ces équations donne:
Vi= ¢1(09)uy(01) + 62(00)12(01),

ol 1 et u, sont des solutions de cette équation, linéairement indépendantes.
Posons

On peut écrire:

2C2(05)

2 1(@9
dg,

(12) ul(@x)( +5~(@1)7ocl(@>)) +uo(<n)( +'9‘(91)2~702(92)) 0

Différentions cette égalité par papport a o, et considérons le
déterminant:

‘ 2 1(92)

\

dvye,(
———~ ${01)Aat;(03), 7 '}_'9'((’1)1202(90 l

: (9 ) d2q¢,(05) dz Vo0 (9 ) d2y 9(99)
V6,05 9C1(09 200,
W (o) don e a2 — (01)

Ce déterminant est un polynome quadratique par rapport & 9(o;)
& coefficients indépendants de ¢;. Trois cas peuvent se présenter:

1) les équations (II;) sont incompatibles 1},
. 2) 9(p;) est une constante,

') 11 est inutile pour nous de considérer la solution V, =0,

- |
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8) les coefficients de notre polynome sont égaux & zéro.
Les deux premiers cas démontrent le théoreme. Le dernier donne

la relation (coeff. de [9(o,)]* est =0):

d1g 2905(05) S d1g 296,(02)
dos. doy -’

co(02) = Cey(09),

ol C est une constante, et I'égalité (12) devient:

dvyc;(0,)

e i 3(91‘)2‘3 ¢1(02) =0

Done, ou 9(g;) est une constante, ou les équations (II) sont incompa-
tibles, C.Q.F.D. :

Remarques. 1°. Le théoréme 3 a lieu st F=0, G est indépendant
de 05, A1(01) = tu(e1) (au lien de 25(0p) = t2(05) )-

20, Le méme théoréme sapplique aux équations (III;) pour le cas
ot F est différent de zéro; dans le cas F =0, les formules (III) se
réduisent aux formules (I).

Dans tous les cas du théoreme 3, si 'équation de Laplace admet
une solution de la forme: V==7(0)Vi(o1, 05), la fouction Vi(es, 05) se
réduit nécessairement au produit fi(e1)72(0s)-

§ 2.

1. Ce paragraphe sera consacré a lintégration des équations pour
H, H,, H,, dues a Lamé, dans lesquelles H, H,, H, sont tirés des
formules (I), (1I), (III).

Ces équations, bien connues?!), sont les suivantes:

@H 1 gH, oH 1 oH oH .

do1des Hi doy dor  Hy dor’ dos
02 Hy 1 gH oHy . 0H, dHi

dodos  H gy 00 Hy do 0oy
2H, 1 oH oH, 1 ¢H, oH,

dodoy  H doy " do H, E—d(:

1) Voir Lamé, Legons sar les coordonnées curvilignes.

AR L R R e L

oo ) M miinds
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1 ot

K ol 0

d_@l(l—ﬂ'_d&)_l-%(ﬁ' 0o>+H§'dog'092 :
T el il SR s Tl ol
d@z(ﬂz.d—(lq)_{—d@(ﬂ‘ a0 >—|_Hf'091' d01 =0

0(1 aHQ) 0(1 dH')JrT_}—ZaHIQEg:O

1 gl dHl___O

do1\I: " a0, | " deo\Ha ' deo 2 dp " do

Nous allons appeler ces équations ,équations de Lamé“. En intro-
duisant des nouvelles fonctions » = H?2, h, = H?, h,= H}, nous obtien-
drons six relations, analogues & celles de Lamé, que nous allons appeler
,équations de Lamé transformées®. Dans plusieurs des cas qui vont suivre
nous pouvons intégrer ces équations jusqu'a la fin, lorsque les expressions
de H, H,, H, ont la forme (I), (II) ou (III), mais pour abréger cette note
nous indiquerons seulement quelques propriétés des intégrales'de ces
équations, propriétés, nécessaires pour le but de notre travail.

9. Les 1—3-me équations de Lamé pour H, Hy, H, définis par
les formules (I) donnent deux cas:

¥) @=¢onst., 4, B, € satisfont & 1’équation:

P4 1 0B 04190 04 _
00100, B 09, " do1 C " dor A 00, o
2) A = const.
Les trois autres équations pour le premier cas donnent (il est évident
qu’on peut poser a = 1):

H =A,
av) H1=B?
B0

ot A, B, C satisfont aux équations:

GR BB o4 (100 g
dg100s B 0oy dor  C'dor "dey
gty ol ail, B OB nd
g2 B ogi dor ' C%70gy 0gp
A G4 A 94 G 40 vl

| G2 C 00, des T BEden Gl

8- /15aC d (1 0B
ey et G 8 G ey
001 (B 091)+092(C 092) :




s

On peut remarquer que la derniére de ces équations est la condi-

est 4. L'intégration de ces équations en A (si B et C sont données)

* se ramene a deux équations linéaires du premier ordre et aux quadra-
tures simples. '

‘ Dans le second cas la quatrieme et la cinquitme des équations
de Lamé donnent:

d’ol:

a =
. -0 %",
ol %, »%: sont des constantes.
Ainsi les équations de Lamé donnent:

ek
(w0 4 %)
B
| (V) W = x__g + o
C
¥, = !
2 wptxy
ou B et C satisfont a 1'équation:
[ R S T
' ") de, \ B "do, +092 C" o, 5 4

3. Substituons les h, hi, ke, tirées des formules (II) dans la pre-
miére des équations de Lamé transformées. Nous obtenons une fonction
rationnelle en @, mais ¢ n’est pas une constante (les formules (II) coin-

{ cident, dans le cas contraire, avec les formules (I)), et par suite '’équa-
i tion obtenue sera une identité par rapport &.«; multiplions la par (¢ -+ F)
| et (a-+ @) séparément et posons a==—F, a=— G respectivement;
g nous pouvons écrire:
E A(G — SBAE, o
001 00>
{9 3G oG
AF—G)——=0
( ) 09, 902

tion d'intégrabilité de trois premiéres équations, ol la fonction ineonnue

L s st S e et v MRV R SR W

e

A R R



Il faut distinguer deux cas, selon que F est égal & G ou non.

8i ¥= G, on peut poser dans la premiére équation de Lamé a¢ = — G:
donc nous obtenons la relation: -

OF oF _ .

()Qi- dQQ_ .

Deux cas se présentent naturellement:

1) F est une fonction de o, seulement,

2) F est une fonction de oy seulement.

Faisons d'abord une remarque préliminaire. Saus altérer nila forme
spécifique de H, Hi, H,, ni les conditions spéciales de notre probléme,
on peut faire les substitutions suivantes:

0 =00,

01 = 0i(ea),
02 = 05(05),

ot 0(0), 01(01), 00(02) sont des fonctions quelconques de ces arguments.
L’emploi de ces substitutions peut ramener les équations et les fonc-
tions de notre probléme & la forme la plus simple.
A l'aide de cette remarque nous pouvons supposer, que F = g,
pour le premier des deux cas précédents et que F=o; pour le deuxiéme cas:
Désignons par £ l'expression suivante

#A 1 0404 1 B4 1 9C A

~ doido, 2A4°de1 do, 2B 00, 001 2C doi doy

La premitre équation de Lamé nous donne pour le premier cas:

H = A4b%a + 0,)%
(Vy) H, = Bb (a + 05),

H2: Cb (a+02)=
el les relations:

dlg VZ= alg C
001 001 '’
8 0o

Les conditions pour le deuxiéme cas s'obtiennent en permutant les
lettres o, avec g1 et B avec C. :

Si F est inégal & G, noas pouvons construire, en développant les
conditions (13), un tableau concernant 16 cas; mais en réalité ces 16 cas
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4. Examinons d’abord les formules (VI).
"~ On peut dire que: 1) a et b sont différents tous les deux des con-
stantes et que 2) @ est inégale & b; dans le cas contraire les formu-
les (VI)

H = Aab,
H1= Ba,
Hg: Ob,

se dégénerent aux formules (I). ,
Les trois premiéres équations de Lamé donnent:

Tt 1T 9B o4 1 90 9a'
00100, B 005 001 = G 901 005 . "

‘ L 9B 14 b 1 0B
(1. _&_(ﬁ'dog A4 sz) ?.F.Er*o
Bl 90 1 94 ﬁ’ioo‘_o
BAC D6 A0 & Olten

Nous avons trois cas a distinguer:

0B aC
e =0, 0 =0 £+ 0 fou ce qui revient au méme, — % :4=0)',
1

" 305
: OB 0C 7
2) ' 0, b0, e =0;

3) b'=0, a +=0 (ou ce qui est au fond la méme chose, a' =0,
N bk :
Dans le premier cas il est facile de déduire des équations (14) la
formule:
dlgb 1 0B 1 904
e
dlBag. 1 9B "
W B’ 099

d’ou (parce que dans cette égalité I'une des parties ne dépend que de o,
Pautre que de ¢, et @,) b=wca", ol « est une constante, ~ est aussi
une constante différente de 1 ou de 0 (voir plus haut).

—Les- formules (14) nous donnent: ..

A= (00)%(02)5
B =¢&,(opA ™,

k

0= &(0) A",
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ce cas on peat intégrer complétement les équations de Lamé et obtenir
deux formes différentes sous lesquelles se présentent les fonctions
G1(eq) et So(os).

5. Il est facile de démontrer que les cas 1, 2, 4, 5 de notre ta-
bleau [p. 257] sont impossibles. Multiplions la seconde des équations de

Lamé par (a -+ 0,) et posons 02 =—a(0), pour tous les cas mentionnés
nous obtenons la relation:

B(e, 02)b(0)a'(0) = 0,

ce qui démontre 'impossibilité de ces quatre cas.
6. Nous avons vu, que dans le cas 3 de notre tableau (p.257) les
conditions suivantes sont remplies:

dlgd dlgC

00y 00y
el #4 10404 1 0B,
00,095 A’0g " 0p; 2B gy do, '

La troisieme des équations de Lamé donne:

a-t+ o, 0C d(ba)zo
2a 09, dp

. it
Ainsi il faut distinguer deux cas: 1) (ba)' =0; 2) % —10), (bg) =0
1

La seconde des équations de Lamé peut s’écrire pour le premier cas:

b’az()g QE e
2(a +02) doy

Mais il est facile de voir que b'e =4 0, ainsi il faut conclure

B ; : 5 : .
que —— =0, et les équations (16), aprés une transformation légére,

00
donnent.
A = §1(01)85(02),
(VIIy) 0 —

"0 =t i),

Cette forme de 4, B, C suffit pour le but de notre travail; on peut
ajouter que dans ce cas-la les équations de Lamé s'intégrent compléte-
ment et donnent une forme particuliére des fonctions &1 et &,.
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On peut transformer ces formules ainsi:

1 1 1
H? = A(K+-01)(K+ g5) (ba— Kb)? (aiK+K+ ol) (a—fc+K+@2)’

1 VL
H§ = B(K-01)(ba—Kb) ( Ay KL gl) ’

o= <K+@z>(ba~fcb>( - )

On peut donner & ces formules cette forme plus simple:

' 4B+ 5) 2
H;:Bb ((L—]—QO,
H2='0.% (a-}0)),

ot b="ba— Kb, et, en vertu deés conditions précédentes, b' = 0. Donc
dans les formules du n° 6 on peut supposer toujours ' = 0.

: Les équations 2-me et 3-me de Lamé donnent (& laide des condi-
tions du tableau de la p. 257)

w0 dlal L dlgd  4lgd
402 r@a—01) - dor 0L —03 001 o

d’out il suit:

I
?\l

= (01)(@2 01),
= 8(02) (01 — 02),

deb:-

ou % est une constante.
On peut écrire les coefficients de Lamé ainsi:
H*=blo+ 010 + 0),
H3 =&(01) (0 + 01)(02—01),
Hj = 8:(02)(0 + 02)(01—02).
(0 + 02)(0+01)

A (02— 04)?
différentions la quatre fOlb par rapport & @; nous pouvons écrire:

df(a)

\ ;
do* =

et

Multiplions la 6-me des équations de Lamé par
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Multiplions la seconde des équations de Lamé par a - Fy et dé-
terminons ¢ de la maniére précédente, nous aurons:

all
705
c'est & dire F' est une fonction de g1 seulement.

A Taide de cette égalité nous pouvons simplifier les formules (III)
en les écrivant sous la forme:

= day,
(17) H, = By,
Ha=Ca.

Substituant ces expressions de H, Hi, H» dans la premitre des

équations de Lamé (non transformée) et différentiant le résultat obtenu
par rapport a4 ¢, on aura: °

(dlgA__.r)lgB) dzlgy_o

a0, 00, .09 dor
; ; 0%lgy ’
Il est facile de voir que - o 4 0; dans le cas contraire les
01

formules (17) se raménent 4 des formules (I).
Ainsi de la premiére des équations de Lamé nous pourrons conclure:

olgd _0lgB #4194 94 1 9C o4

0o~ doo ' Ooudep A doi"do;,  Cdoy doy

La seconde des equations de Lamé donne:

@ 0B

Il faut distinguer deux cas:

g =—1:

0B
2) a' =0, — =0.
)4 909

Si ¢’ =0, la 3-me des équations de Lamé donne:

dlgC e

001

9







— 266 —
Ca condition du théoreme 1, p.247) on a quatre cas & distinguer:

g
1) . HII=B7
g

o A, B, C vérifient les conditions de la p. 254.

1
(ko + R
B
2) 7 H, =m,
(!

o B, C vérifient les conditions de la p. 255; T, k1 sont des constantes.

g (e—o)(e — ¢5)

f

f(0) :
s (—0lo1— o)

o e e
s (05— 0)(05—01)

e

o f(0) est un polynome du 3-me degré.

4) Dans tous les autres cas les conditions du théoréme 3 sont rem-
- plies (et des remarques swr la p.253) ot par suite ce théoreme a liew pour
tous ces autres cas.

83

Dans ce paragraphe nous voulons rechercher quelles sont les sur-
faces ¢ = const., 01 = const., ¢, = const,., pour lesquelles I’équation de
Laplace a des propriétés mentiounées plus haut. Comme nous [’avons
dé¢ja dit, M. Darboux avait examiné tous les cas pour lesquels I’équation
de Laplace admet des solutions de la forme:

V= f(Q)fl(Ql)fQ(QQ)s

sous quelques conditions supplémentaires 1).

1) Darbouz. Legons sur les syst. orthogon. etc.

»

A s



: I1 a trouvé que tous ces cas se rameénent aux surfaces du second
ordre, aux cones et aux cylindres isotheriniques. Pour abréger le langage
nous allons donner & cet ensemble de surfaces le nom des ,surfaces
de Darboux®.

A Daide du théoréme 3 nous pouvons conclure que le 4-me cas
de la p. 266 donne des ,surfaces de Darboux®.

C’est a Lamé qu'on doit rapporter le 3-me-cas—Iles surfaces dans
ce cas sont des ellpomdes et hvperboloides & une ou a deux nappes,
confocales.

Les raisonnements bien simples 1) nous morment que dans le l-er
cas @ = const est un plan, ¢, = const, ¢, = const, sont des surfaces de
revolution. Et, réciproquement, pour chaque systeme des .surfaces de re-
volution avec I'axe de révolution commune on peut ramener H, Hi, H,,
a la forme du 1-r cas. ; !

Dans le 2-me cas ce sont les deux courbures qui montrent que les
surfaces g1 = const. sont des spheres, tandis que les surfaces @1 = const.,
0, = const. sont des cones. '

On peut répondre i présent i la question posée plus haut p. 245.
A cette question (sous quelques conditions supplementanes) répondent
les surfaces de Darboux, les plans et les surfaces de révolution, les sphe-
res et les cones. On peut remarquer aisément, que si ’équation de Lap--
lace admet des solutions f(g). Vi(o1, 0s), les fonections fondamentales pour
la surface ¢ = const. créées par M. Stekloff %), coincident (formellement,
au moing) avec celles de M. Poincaré et M. Ed. Le-Roy 3). Mais les tra-
vaux de M. Zavemba et M. Levi-Civita *) ont montré que dans ce cas les
surfaces ¢ = const sont des surfaces du second ordre °).

§ 4.
Examinons a présent le cas mentionné a la p. 3, ou »(9) =0, et

f=m9+n>

ol m, n sont des constantes.

1) Bianchi. Lezioni di geometria differenziale, t. 2, p. 432.

2) B. A. Cmeraogs. O0mie meropn phmenis ¥ T. A

3) FEd. Le-Roy. Ann. Ee. Norm. Sup. 1897—98.

4) Zaremba. Bull. internat. de l’Acad de Cracovie. 1902.
Levi-Cirta. 1b. 1902. :

5) Ou peut étre quelques sortes des cones et des cylindres.



R

Il est évident que dans ce cas, si f.V: vérifie 'équation de La-
place, V; la vérifiera aussi.

Si u et v satisfont & 1'équation de Laplace, la formule bien connue

nous donne:
0w dv)
SJ‘(W o u o de =0,
S

ou doé désigne I'élément de la surface S, n désigne la direction de la
normale & la surface S, enfin I'intégration s’étend sur toute la surface S.
Transformons cette intégrale aux coordonnées g, g1, 02 et soit @ = const.
la surface S; nous aurons:

|H,H. du 07)) o
j 0 50 dexdes =0,

P"const

Posons maintenant w = f(0) Vi(¢1, 02), v==Vi(01, 02), nous obtenens

f()jyfﬂ 2 P2dp,do, = 0,

P=const.
d’ou il suit:
f'(e)=0,
P=const.
ou (voir plus haut):
m =0,

ainsi notre cas se ramene & celui out le potentiel ne dépend que de deux

variables 91, g2,—le cas qui a été traité M. Levi-Civita !). Par une mé-
I

thode analogue, on peut discuter le cas ol i ne contient une constante

f

arbitraire.

St.-Pétersbourg.
Decembre 1909.

') Lewt-Civita. Memor. della Reale Accad. delle Scienze de Torino, 1898—
1899. p. 105,




peodpasoranie Jlopesua § NPHRIEND OTROCHTEBHOCTE.

A. II. I'pysunyesa.

Br mocabiuee BpeMA (USHKH OUeHb BaMHTEPECOBAHEI Takbh HABBIBA-
eMBIMD «IIPHHIAIIOMT OTHOCHTeTBHOCTH». CymHOCTDL Xbia COCTOUTH BB TOMB,
uro JIopeHI's BB CBOHXE H3cIBIOBaHiAXD® YPABHEHIll sJEKTPHYECTBA LI
IBIAYIUXCS CPEIUHD Halalb Ha OIHO IpeodpasoBamie KOOPIMHATE I Bpe-
MEHH, KOTOPHS CIVKHIM HE3aBHCHMEIMHI IepeMBHHEIME BB cucreMB mud-
(epeHIiaIbHEIXD ypaBHeHill alerTpognHaMukn. Toikys cBom QopMyIsl Ipe-
00pasoBamis (uanuecku, OHh NPHIIENH Kb Epafine J0OOMHTHHME BEIBOLAMD
O OTHOIIEHII0 HAIINXD IOHATIH 0 MpocTpamcTBS U BpeMeHH, He TOBODA Yike
0 BHBOJIAXD TO OTHOIEHiK Kb «HLIOTOHOBOf» MexaHuED; HO 5TH BHIBOJIHI,
CTPOTO TOBOPS, YiKe BBIXOZATH 3B c(epH uncroli (USHEM H IPUHALIEHEATD
HIH Kb Mexarukb mim Kb ofmefi Teopim mosHaHIA (THOCEOIOTIH); MOSTOMY
OTpaEuYHMCA JHIb pascMOTpBHIEMS HXD MaTeMaTHueckaro M 4mcro Qusi-
yecraro xapakrepa. ORasblBAETCA, UTO eCii 1peodpasyeMb yPaBHEHid Slek-
TPOJMHAMIKH IIH, 9TO TOEE CaMoe TpPH H3BBCTHHIXB JCIOBiAXH, ONTHKH
048 wuemaro sfupa OTH MepeMBHEHXD &, ¥, £; ¢ (ROOPAUHATH I BPEMEHN)
KD HOBEIMG IepembmmpiMe z', ¢/, 2'; ¢ 10 QopMylaMb IpeodpasoBaHisd,
IpelIOReHEENTE JIOPEHIOMB, UTO YpaBHEHIA COXpaHAKTH cBOl BuIb. BB
9TOMB HocIbIHeMs pesyiprarh m 3akIodyaeTcd NpeLloieHie HIM TeopeMa
Jopenna. Tome mpeobpasoBaHie, HO Takke TOIbEO [MId 3(Hpa, BEIIOIHEHO
Or10 MumbkoBekuMB, diiamrefinons n A. Ilyankape u npexroxerie Jopenma
BB 9TOME cIyuab oxasaroch BbpHEIMB. BB Hacrodmeil cTarbb 4 MOKA3HBALO,
970 Tpepiomenie JOpeHIa OKasHBAETCA CHPABELIHBHMG 044 6canoi husu-
yeckoit cpedunbr, XapakTepusyeMoifi KisTerTpmuecKolil MOCTOAHHOE U KO3~
(PUI[IBHTOMD MATHHTHOIN IPOHALAEMOCTH OTLIYHBIMA OTH GIUHHIE (LA aupa
K=1u g=1); O06orbe Toro, 0HO CHOPaBeLINBO H JJId IOTIOI[AINMUXD
cperuEh (Meranis). Ho mpuiommmocts mupepiomenia Joperma BB 000uXB
STHX'B CIYUaAXD TpedyeTd coOI0IeHIA IBYXD ycloBiii: 1) usMbHeHis sxexTpo-
MATHHTHATO ITOJS JTONKHEL OHITh nepioduueckumuw BO BPeMEHH H 2) MEKIY
TI9XEKTPHICCKON MOCTOSHHON ¥ MArHHTHON I[IPOHUIAEMOCTHI0 CPEIHHEL Cb

1
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OZHOL CTOPOHEI M ed ITOKasaTeleMb IIPeIOMIeHIA Cb APYroil IOMKHO CyIIe-
¢TBOBATH HBROTOPOE COOTHOIIEHie. ATO COOTHOMEHI® ORABKIBAGTCH JUKOMONS
Maxcsearn Ku = n?2. .

Hano sambtuth, uT0 H3cabIoBaHiA YHOMAHYTHIXD BHINE YUEHHIXH OTHO-
CHINCH, COOCTBEHHO TOBOPS, Kb CpPeIUHAMD 0€s® THCIEpCiW, HO, TPHHAMAL
Bh PA3CUETh JBUEKEHIe 3IERTPOHOBE (JOPEHIID), 0UeHD JIerR0 MOXYIaeTes TOTH
PE€3YILTATH, UT0 % (IOKA3aTexb IperoMieHid) 0yrers onperbiennoi @yHkiiel
Tepiofa WIH UACTOTH TMepeMBHT 2IeRTPOMATHUTHATO Toad. Ilpubasums eme,
UTO BTH PE3YIbTATH MOIAYyUaloTeA HE3aBICHMO OTH TOTO, KaKOT0 B3LIATA MBI
NpHAEDEABAEMCA Ha TORW TPOBOAUMOCTH: OORYHArO IM (OMOBEL TOKH),
Baraanoss M. JM. Tomcoma muam JopeHma uIM cunaTaeMb HXD ABIeHIEMD
Ooxbe cIOmHATO XaparTepa.

~ (kasaHEOe OTHOCHTCS, COOCTBEHHO TOBOPA, K TPeLIOKeHIl win Teoperb
Jopenma, uTo e kacaercda ero QopMyls npeodpasoBaHidg, TO Jisf IPUIOKH-
MOCTH HXF KO BCARIME CPEIHHAME HEOOXOIHMO M IOCTATOUHO, YTOOBL BXO-
IAMAS Bh HUXH CROPOCTh CBBTA OBLIA He «YHHBEPCAIbHOI» HOCTOAHHOI,
T. €. cropocThio cBbra BH adupb, Kawhb HolaraeTs, HaUp. JAHIITENHSB, a
IIPOCTO CEOPOCTHI0 cBBTa BB pascMarTpuBaeMoil cpeiusb, 1. e. BB Toil, Ai1d
KOTOpOil Hammcansl Jud@epermiaibHbid ypaBHeHIA 3IeRTPOMATHUTHALO [0
u mscIBIyOTCA ABIEHIA TpoHcXomAmid Bh Hefl. Tarmws o0pasoMb, IPUHABD
clpaBeliuBocTs TeopeMsr Jlopenia, T. e. HHBAPIaHTHOCTH Iu((epeHiiain-
HBIXE ypaBHeHifi cpegmHs, MH 0€3b BCARATO UXBH UHTETPHPOBAHIA OYeHb
IpocTO HAXOIUMB 3ak0HH MakcBeala H 3aKOHD JTHCIEPCIH.

CBepxn TOro IIpu moMOmu TpeodpasoBanis JopeHma MB HOIYYAEMB
IPOCTO H_CTPOro MOCKBIOBATEIBHO BaKOHR a0eppamill U 3aK0Hb, HBBBCTHEL
OIS HMeHeMT TpuHIETa Jonmiepa, uro GBLIO YKA3AHO I caMuMD [0peHIONE
1 DiHMTeAHOMS.

Bee aro sacTaBIfeTh IPHBHATH 3a TPeodpPasoBaHIeMs U TEOpeMoil
JlopeHiia upesBEYaiiHo BamHOE 3HAUEHIe.

i

Teopin (uanueckuxbd ABIeHill, HAmp. HIERTPOMATHATHHIXD H ONTHYE-
CROXF, MOCTPOEHB BH IPETNOI0MEHIN, 970 CPEIUHEL, BB KOTOPHIXH OHB TpPO-
HCXOLATE, Henodsugicwb, 1 3aKOAB UXT TOIYUEHH, CcIBIoBaTeJIbHO, i
cIVYasd HEeNOIBHAHLING cpefumb. Tarb, CCIm MBI yTBEPEIAeMb, UTO CBBTO-
BOfi IyYH OTpamAeTed OTH BEPRAIBHON ILIACTHHEHM OOAH TAKHMB e YIIOMB,
HOIh KAKUMDB yHalb, TO HEZBHO IIPEII0AaraeMb, UTO M OTPARAIILAIL
ILIACTUHKR, M OKDYEADINI BOBIYXD, BH KOTOPOMS IPOHCXOINTH sABIeHIe
oTpakeriA, HeOOIBHAHE. KECTECTBEHHO MABIALTCA BOMPOCH: COXPAHATH I
cBOD (DOPMY (pHBHUECKie BAKOHBl ABIEHiS NP ABMKEHIH Thib U CPEIHHT,
BD KOTOPHIXB NXP Had1ogaeNs? Bb 4acTHRIXD CIyYadxb, Hallp. Bb Hhro-
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TOPHXE ONTHYGCKHXD ABICHIAXDB, 3a1aUy 8Ty MHTAINCH PBIDUTH Cb JABHUXE
nops, (Ppemers, $uzo, Jommwieps), HO FIOBIETBOPHTEILHATO o00mAaro ph-
IIeHisg BONPOCA He LMOIYYHIH, HATTPOTHRS TOTO BB WBKOTOPHXE CIyYadXD I0-
Iy9QINCch OTpHIaTensHEe pesyrbrars (Mafikeancons, Mafireascons n Mopaeit)
HeoOXoauMocTh He mMbTh phuwenie scHa, X0TA OB IOTOMY, UTO Beh HAOIMO-
A2€MEIS SBICHIA Ha 36MIB Eak® pass TPOHCXOIATH BH MBIKYIIUXCA Cpe-
JMHAXDb, T. €. BH THIaXb, JBIGKAEMHIXD 3eMiIell BB ed IBIEEHIH OROIO.
CBOEIT 0CH M OKOJIO COTHIA. Sajaua YVCIOEHIETCS eme ThWh 00¢TogTelneT-
BOMD, 4TO MBI HE BHAeMDB HE OXHOH MaTepialbHOfi CpPeIHHEL, KOTOpad HAX0-
auaach Obl Bh a0COINTHOMD IOKOB WM, 4TO TOEe caMoe, UT0 -HabI0LaeMEL
HaMH JIBHKCHIA THIB cyTh IBHKEHiA oTHOCHTEIbHBLS. TakuMD 00DasOMB MBI
nwbens cabpyonyo ofmyo sarauy: 7garh Teopilo (UBHUECEATO ABIEHd,
NPOUCXOAMAr0 Bb Tofl mur Ipyrofi cpexudb, npm HeTPeMBHHOMSL yeI0Bim
ed JIBIKEHIA. AWAJIusUpyd aTy 3afauy Oamme, MBI €€ CBeIeMb Kb APyrod
Goxbe mpocroii mo es qopmymmposeb. Tbiicreureasno, B HacTOAMEe BpeMd
TaTh TeOpito (PHBHIECRAT0 ABACHIA BHAUNTS LPOCTO COCTABUTH CHCTEMY Am{-
(epenmiaipHEIXs ypaBHeHidl, BB KOTOpoil MOXH BUHAOMB HXDH phmemiii m co-
ACPHATCA BAKOHHI, yUpaBigbIlie sBienieMt. Do cocTad ®e 9THXD Iud-
(hepeHialbHEIXD ypaBHeHi OyiyTH BX0ANTH HBROTOPHA (PYHEIIH 0 ILPOH3-
BORHBIA 9TUXD (PYHRII, NpercTaBIdl0MUIXs BeIITHHY (HAIPIEEHHOCTS) ThX'D
pusmueckuXD (PAKTOPOBH, RKOTOPHE VIACTBYIOTH BT ABIGHIH, a HE3aBUCHMEBIMH
nepeMbHEBIMI B OKOHUATEISHOMD HTOrb GyIyrs KOODIEHATH Toil TOURH,
BB EOTOpOfi HadiwojaeMs sgBieHie I BpeMs MOMeHTa HabuomeHis. Hyxmo
BIIPOUEMDL  OTOBOPUTLCA: BH HBKOTOPEIXD CIYYASXh MH 32 HE3aBHCUMELI
nepeMbHAbA BHOHDPaeNs OUPeAbICHHEA (YHRIIN KOODAMHATD I BPEMEHH, a
HE CBOXUMT HXb Kb 3THME HOCIBIHUMT HepeMBHHBIME, BL TAKOME II0I0-
HEHIN HAXOINTCS, HAID., TePMOIHHAMHKA.

Wrars mocrasienHas sagada OyIeTd COCTOATh BB CABIYIOIIENMB: TAHA
cucreya mu(HePeHIiaIbHNXD YpaBHeHill WEROTOPHXD (YHEIIH KOOPINHATE
TOUKH H BpeMeHn. (HcTeMa KOODIMHATH (TMPAMOANHEHHAS H HPAMOYTOJLHAS,
pasynbercs) cayma mepembmiaercs BH TPOCTPAHCTES ¢B IMOCTOAHHOE OTHOCH-
TeIbHOfl CROPOCTBIO IO cpaBHEHi ¢b WhroTOpofl Apyrofi cmereMoil KOOpAU-
HaTh. IIpn 9TOMB BpeMd, Kakb dusuueckiit darmops, ompegbiserca coor-
BETCTBYOIAMS TIPHOCGPOMD (YacaMil, PerHCTPHPYOIIIMD AMIAPATOMb I T. IL.),
Oy1ers 0003HAYATHCA MM DETHCTPHPOBATHCA BH KABIOH M3 ATHXD GHCTEMD
KOOPAUHATS CBOHMB UYUCIOMB; TOUHO TAaKKe H caMb HAOI0IATeXh, IPHEA]-
Jesgamii Toll mam apyroit cmeTeMb KOOPIMHATH U BPEMEHH, IBHEETCA Cb
TOfi &e CKOpOCTBI0 M HADIOIAETh COOTBBTCTBEHHOE BPEMA MOMEHTA SBJCHIA.
Copammsaercd, KakuMb 00pasoMb MEL MOREMD Hepefith orb cHeTeMb IH(-
(eperiialbHEIXs ypABHEHIN, YCTAHOBICHHBIXT IS TIEPBATO CIyYas IIepe-
MBHHBIXD (KOODAUHATH H BPEMEHH) KB cHeTeMb lmq)(bepeﬁmaﬂbﬂmm ypas-
HeHifl J1s mepeMBHHBIXH BO BTOPOME caydab,




OGieyeMs BB MaTeMaTHueckyo (opmy ary samauy. llyers BB cucremb,
ckameMs A, mepewbHHHA OYIyTE:: #, ¥, # W 1; a BO BTOPOH, HA30BEME €6
cucreMoii B, Oyayrs coorsbrerBenno ', y', ¢'; t', mpumuems cucreMa B,
NOIOEAMD, IBIKETCA OTHOCHTENbHO cucTeMil A B HBEOTOPOMB HalpaBIeHil
¢h TOCTOAHHON cropocthlo v. Hamma sajaga Oyierb COCTOATh BB onpenb-
JeHin sapmcuMocTeft cmcTeMBl TepeMBHHBIXD (4, y, #; t) OTH CHCTEMH
(%', ¥, #'; t) n obpatHo. '

IlepBrii, KT0 PBINIE 5Ty Bajlauy W HANeXb WCKOMBIS BABHCHMOCTH,
O L. A. Jdopewys (1895) 1), HO IyTeMb CIOEHATO aHaJusa, mpeolpa-
30BEIBAA HuhPepeHIiaIbHbid ypaBHeHIA SIeKTPOMATHHTHATO II0JA BB aupb,
JaHHESA pambime MarcBeanoMd n H3BbeTHHA mogh uMeneMd I'epin-Makc-
BEJIOBHIXs ypaBHEHifl; ¢cBepxb Toro B®H npiemb JopeHnma He BHCTYIAID €D
TOXHOH SACHOCTBI0 YHHUBEPCAIbHBI Xapakreph MIpeo0pasoBaHid 1 3HAUEHIe
HOoCABIHATO MHOTIA 8aTEeMHAIOCH (U3NYECKUMM TOIROBAHIAME IIOJYYE€HHBIX'D
dopMyIs, TOIROBAHIAMI, C€b KOTODHIMH He Beerga OO BOBMOKHO COTIa-
cutbed. Ho Bo BeAROMD clyuat ¢b HOJHEIMD HPABOMB MBI MOKEMT TOBOPHTH
0 mpeobpasosanivc Jopenya. 3arbun (1905) imwwmeitns ?) He3aBHCHMO
OTh ypaBHEHifi 5IEKTPOMATHHTHATO II0Jg YCTAHOBHAG cOOTHOMmeHig Joperia
MemIy cucreMoii mepeMbHHBIXE (2, y, z; ) u (&, y, ¢ t') mpE ToMOITH
ompenbienia BpeMeHH, Kakb (pusnueckaro arTopa HaOIOLAEMAro ABIEHIS.
SHag 9TH COOTHONIEHIA, Y&e JErKO TepexofutTh OTH OZHOH cucTeMbl aud- .
(epeHIiadbHEIXs ypaBHeHIl Kb ApYTOil.

I,

: Coobpamenia dfinmreiina cocroars B crbryomems. Ilyers uMbeMb
] IBB cuCTEMbI, IBUEYILIACS JIPYTh OTHOCHTEIBHO APYra Cb IOCTOAHHON CEO-
7 POCTBI) v BB HBOTPOIHOMB IIPOCTPAHCTBE BB HBEOTO-
“ pOMB HampaBieHin OZ, ROTOpPOe [IPHMEMD 33 00ILYI0
4 och koopmumars Z mm Z'. Iyets Oy u Op OyIyTH
2 HAuala KOOPIMHATH [TBYX'H CHCTEMB, HAH KOTOPHIXD
X onmy, a mMenHo O;XYZ MOmeMD UIPHHATHL 3a HEIO-

mBuEEyo, a apyryio O0xX'Y'Z' nBumymeiicda co CKo-
X pocThi0 v 10 Hampapienin mpsaMofi OZ OTHOCHTEIBHO

meppofi: ocu OpX', OpY' cooTBbTCTBEHHO Mapa.-

aexssr 04X uw 04Y. Ilyers KoopZuHATEL HBEOTOPOH
7 touru M mpocrpamersa BB cucremb A 6yiyTe 7, Y, &
I MOMEHTD HAOIoOAeHid Kakoro HubyIp gBiemis, wampuMmBps, cbramelica
Tourd BB OyHETS M, 111 HaOIoJaTe s CBABAHHAIO Cb cncreMolt A, Oyxers i.
D70 ¢ ecTh OTCUETH BB MOMEHTH HaOM0IeHiA MpHOOpa, CIyAANAT0 LIA ONpe-

As

‘<. et
(S 3

1y O Ha'np. ero Theory of electrons, p. 197. (1909).
2) Annalen d. Physik. Bd. 17, p. 891 (1905).

.—-—-—



s

rhuenis speMenn BB cucremb A. Jarbe mycts ', y', 2 u ' cooTBBTCTBEH-
HES BeIHunmHH B cucreMb B, omperbiseMsa HaOMo0aTeleMb, CBASAHHHMD
genmsybmgeMo ¢b Heil; TpHaTOMB HeoOXOXEMO, UT00h mpPHOOPE 1A PErHCI-
PHDOBaHis BPEMEHH BD crucrems B OHIB TOEIECTBEHHD Cb TAKUMD He IPH-
6opoms BH cucreMb A. :

Bossyews ma ocu OZ nsb Touxm: A, mpumagiemamyn cueremb A4, u
B—cucrems B. Ilycts AB=u. Barbue nyers uss A HIETH ¢BBTOBOI
ayes k6 B, rob mombiero seprado, OTPaEaeTcd OTH HEro M nomajaeTsb
obpatHo BB 4. O6osRauuMb f, ', t,' COOTBBTCTBEHHO MOMEHTH BpEMEHH
BB cucremb B BHXOmIEHIA Iyua u3bh A, oTpamenia oty D Bosﬁpamema
onATh BB A ; Torja ACHO, UTO

tll'_“ to': t'g"— 51’ > ; (1)

OTKYAa HAXOIUMB:

2 =t + 1. (2)

CoracHO HalleMy B3LIALy Ha BpeMd t' MBH MOKEMDH HAIHcaTh, 4YT0
BOOOIIE:

t=¢(, 1), (3)

eCIH 2 KOOpIHHATa Kakrofi HuOYmb TOUKM Ha OCH OZ a t cooTBBTCTBEHHBI
MOMEHTH BpeMerm BH cucremb A uro e KacaeTcd ¢, 10 »TO HbBKOTOpAA
00mosneunan (QYHEILS; TPASTOMS, SACHO, 4TO ¢ He BaBHCHTH OTH & H Y.
TIpn momomu (3) HMBeMB:

A B R tf:gﬁ(z;.u, t+wiv);
tg':g‘)'(z, t+w-@iv+wj{0—v)’ ()

IpHUeMD £ KOODIMHATA TOUKH A, & © ckopocmy CEmInd 6% molt cpeduiv,

: %
KOMOPOiL HAROIHEHO PAZCHAMPUBAEMOE TPOCMPAHCINGO; Ipo0b i ecTh
 —+
%

o— v
Bpema ors B 1o A. Hauo Bnpoqem 3aMbTUTh, 9TO caMb OfiHmTeHHD pas-
CcMATpHBAeTD cayvuaii, KOIZa B3ATAA CpeiHHA—IPUDD. Pagnarag ¢, ® fy' BD
(4) mo teopemb Taltnopa, BB npennonomeﬂm 9r0o u 0e3KOHEYHO-MAJIO,

HafimeMs:

BpeMd, Bb TeUeHie KOTOparo ¢BBIH IePeXOIHTH OTH Ao B, a

U

tl’:_cﬁ(z, t)—dl(ﬁ + dt CD-—{—’U

0
ty =g (2, tH— Ot -y

(8)

HO, KaKh IOKa3HBAE€TH UCPTEHD: %:Z—?Jt, a IOTOMY:

of _ 0f
0z ou’
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MOJCTABHBG 3TO BD BHIpAKeHie Jid f;', TOXyIUMB:

=0 g—fut 2 u (6)

ToxcraBups Temepsh sEaueHis f,' uss (4), t," uzb (6) u ' us% (5)
Bb PaBeHCTBO (2), 10 compameﬂm HalizeMs:
v 0f : ¥
+ w2—? 0f T (()
Hurerpars sToro ypasHEHIA OyIeTh:
= F(At-+Bu), (8)

rob K kakag yrOZHO o00woswauwas (OYHRMIA ¢ U «. MeEIY TOCTOSHHEIMH
A n B cymecTByeTs B3aBHCHMOCTD:

D -
A 2—U2+B:O’ (9)

w

KOTOPYIO TIOJy4aeMT uepessb H0JACTaHOBRY (8) BB (7). Onpe,ﬂmum; B u3p
(9) u mogecTaBUBRB B (8), Hafizems:

ool

I, TMOACTaBIAL 3HAYeHie U ==2— oL, II0JYYUMD OKOHYATEJIBHO:

t’=F|:a(t~c:23)], (10)

A w2

Il mammeano @ BMBCTO ———.
@ —7T

Mpi Bo3bMEMB Temeph BMECTO IpOoU3BOJBHON (yHEMiN F' nmpocmmwiiuyio
00H03HaUHYI0 Hynwyio, a IMEHHO Juneilnyio, T. €. MOIOKAMB, UTO

, v
t -_—a(t——wﬁ). (11)

)

SIbch HemsBBCTHO TOCTOAHHOE @; €ro MBI ONPerbIuMPB HEMHOIO HHEE.
IMpumbraa moxoOmELi ke HpieMb KO BpeMeHH ¢, Kakb Qymmim &' u ¢,
OYEBHIHO HalIems:

t::a‘(t’—f— ;Uéz’) : (12)

Takbh Kakb BeAd pasHAma cucTeMd A w B ta, 910 ecim v CKOPOCTh CHe-
TeMH B oTHocuTeasHO A, T0 CKOpocTh cHCTeMH A OTHOCHTeIbHO B
OyIeTs—7o.



AL R

31 ypasEeHifi (11) # (12) MOmeMDb HAliTH 3aBHCHMOCTb 2 OTDB 7 u
¢ nam 00paTHO: 3aBHCHMOCTH 2’ OT6 2 H ¢, HalfijeMb mepsyn. YMHOKUMB
ypaBHeHie (12) Ha @ W CIOEHMB N0UIEHHO ¢b (11); TOTyIAME:

z=a(Z +mt), (13)
riB mmoxomeno:
a*—1 w*
m = ) -7)7 A (1 4:)

Teneps HaMb Hazo ompenbants a. Ho mpemae, wbMs cpbrars 510,
MHL HORa:EeMb, uTo BB HPeIRIIymeMb NOCTaBIeHHAA HaMU 3ajada phurena.

Ibiicrsurensro, &b QopMyrams (12) u (13) MBI TPHCOSTUHAME eIle
IBE OUEBUAHBIA:

!

z=a, y=4y, (15)

TOTA2 CHCTEeMa COOTHOmeHift (15), (13) m (12), T. e.
! Iy I v
=2, y=y, 2=a(Z +ml); t=a(t —}-&z’) , (a)

1 Oyiers nckomofi cmeremoit coorHOmeHid Memny (@, y', 25 ¢) u (2, ¥, % 1).
Jia moiyuenig ofpPaTHHXB COOTHONIEHIH CTONTH TONBEO u3E (11) u (12)
HCKIIOUATE £ W TOrIa IOIYYNMB 2 W HCKOMBIA COOTHOmEHIiZ OyIyTs:

r' =z, y’zy, z'= a{z — mi); t’:a,(t—éz). (b)

Bafivenmcsa Temeps ompexbiemiens «. Cb 9rofi mhipio BoshMeMT HBKO-
TOpy® Touky M u IpEMEME, 40 ¢BBTH TOXOZHTH OTF Hed 10 Oa BO BpeMA f,

TOTjla HMBeME:
22 g2 22 = w??, _ (16)

IpHSTOMD i ects pascrosmie O4M; ecinm Ml Tenepb 3aMBHEMS z, ¥, & U ¢
AX'h BHAUeHIAMH BB (yHENH z', ¥', #; ¢, TO JOIXKHH IOIYIATH PAsCTOAHIE
0zM — wf. TogcraBigd BH (16) sHauemia =, y, 2; ¢ u3bs HopMyIs (a),
HAaXOJUMb: '

2 ]
z'2Ly' a2 (1 — %) #'? = a2 (02— m?) 1'%+ 2a2 (v—m) &'t (17)

T1ofEL 5T0 PABEHCTBO IPEBPATHIOCH BB COOMEILIMCMBYIOUICE PASEHCIEY
(16), a MMEHHO:
22 4 y* o' = 0¥, (18)

HE0OXOIUMO U TOCTATOYHO, UTOOBL:

9
a? (1—-2—2)=1; v—m=0;
w

.

e Rl s e
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Torfa KospdumienTs npu ¢'2 b (17) OymeTs pasesd @®. lrars umbewms:

a”:; W0, {Lo)

Ilpu aTUXD B3HAUEHIAXD a® W m NOIYyIeHHOE HAMU PaHbIIe ypaBHeHie
(14) mpeBpamaercd BB TOELeCTBO. Ilon0mHME:

1
R Svee e 5
?)2
VE”E
TOTNA IAS OTHOBHAUYHOCTH phimenifi mpaMeM®s, yT10 ¢=4Fk u ¢QOPMYIH Ipe-
obpasoBanis (a) u (b) mamumryTes BB BAIH:

k=t (20)

ze=g y=y, o=kt t=k(t'+%z’) (A)
gl iy =y H =T ul): t’=k(t'——(z‘_,2) (B)

Urakp IepBad Hama sagaua phimeHa,

II1.

Temeps HaMB OPENCTOMTE IIOKA3aTh YPE3BHUAHHO BAmMHOE CBOMCTBO
npeobpasosanis Jopewya, a uUMeHHO, 4T0 HudgepeHmialbHLd YpaBHEHiA
BIEKTPOJUHAMUKA M ONTHKU COXPAHAWTDH cBOfl BUILBH, OYIYTH 1A IPHHATH 34
He3aBHCHMELA TepeMbHHEL cucreMa (z, %, z; {) win cucrema (z', y', 2’5 t).
Ilpmstoms ¢opmyasr (A) uam (B) MoEHO cumTarh b TOUKM 3pbHIA amainsa
OpAMO JIAHHBIME; JPYTUME cIoBaMu JaipHbiimifi amammss He 3aBHCHTH OTD
cooOpamenifl mpexngyiaro maparpada.

Pasemorpums cHavana ciryuafi nisaekTpEEa, XapakTepuayeMmaro (QHsm-
UeCKH JisXeRTpHUecKONl TOCTOAHHON KA H MATHUTHOH IPOHHIAEMOCTBI0 K.
Ilyers cocTaBiagoNlia MArHETHOM CHIB, PAsCUHTAHHON HAa eIUHMIY MaTHHT-
HOfi Maccw, OyIyIds «, £, 7; COCTABIAIONIA HIEKTPHUECKATO CcMBIIeHiA
fs g, h U 31eKTpUYECKAro TOKA %, v, . Torta ypaBHEHIA HIEKTPOMATHHT-
HAro moad Bb Toukd (z, y, #) Bb MOMEHTDH BpeMeHH ¢ OYIYTH:

gy 108 AR 0g e
4w = W 4rdv = Py =t AmAw = e (1)
of dg oh

e v=g, w.—.at— (2)




Bei e

90 dg Ok a8 oh  of\ .
g g
B
gt ugfinoy s ‘
i =0, @)

Tl
IpHYeMD A=O—3~' i @, 6CTh CKOpoCTh cBETA BB LycTOTH.
(4]

Myl BEOHCAIH INIb caMbld HeoOX0AUMbA ypaBHeHig; BB yueminm 00
5IEKTPOMATHUTHHIXD IONIXD YIOTPEONIOTCSA eIle MHOTiA IpyTis ypaBHEHid,
mo omb eyTh crbiersiz mpuBefeBHHXG. larbe 1A npeobpasoBaHia cHCTEME!
ypasenifi (1)—(4) o1 nepeMbHENX®D (2, ¥, 2, ) B cucrenb (z',y,2', 1)
MEL OJGKHBI OVIeMDB T0Ab30BAThCA CABIyOUIIME (POPMYyJIaMu, JErk0 MOLyda-
emenvMu Tpu momorn ypasmewift (B) § 1Lt

BN LU e ol w g 000U ol ol (2)
gF oA EWR N Tl P ASIETY TS L T
rib U gakas JIOIHO KOHeUHAs I HEWPepHBHAA (YHKIIA KOOPAUHATE H

BpeMeHH. :
IIpeoGpasyems cHauaia ypaBHeHiA (3). Haxopuus Tpu MOMOIMME (a):

0 4mhkv 0 AKukv oh
T e

. (b)
J dmky oh i AR ukv
AI{*“F(W—AK#@J)‘""‘”[@?—@(kf_ in ﬂ)] ]
Barbas Tperhe ypaBHEHie BDL cucTemB (3) ZaeTh CHAYAIa:
e e
AKuk (61!' o 47 (5?_033’ ;
HO (4) macTh mpH moMomu (a):
dg o8 oy B
e ’“(az*‘uﬁw)—(%
omperbIuBE 0TCIOIA % ¥ TOJCTABHBD BB IPEJIBIIyIIee ypaBHeHie, HOXYIHMD,

2
sgag mo (20) § II, aro 1 _Po-ﬁ=;c_2 , 0cah OUeBMIHEIX'S IIpeodpasoBaniii

cabayomee:

= "

o
|
1

PERTSSUENITR

S
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0 K, ‘ :
AKya%=4 [ (Lf—-A i ﬂ)_i(kg+AK"k” a)] (c)

47 o0z’

Iloromnvs Temeps:

(f* Ai“” )=Nf’;., k(g—I—AK“w a)zi\.?g’; h =N ]
o7
|
J

4
+ 4v & 47w A= ng: L
AK wzg aa ——AKng )—— 3 7’_ y,,

npuyeMs N HbKoTODEHIl TOoCTOAHHEI KoadQumienTs; TOria ypasHeHis (b) u
(c) Oyayrs uMBTH BUIB:

I i
AL 002 L dg,_()h, . AR 0[’,’_@ on'  of! :
ot 0z dy 0t ()x’ 03' :
1 (3 blS)
Ty e L L :
= oy oz

9TH YPaBHEHIA TOro e BHIA, Kakb U ypaBHeHiA (3) BB cucreMb IepembH-
HEIXD (%, ¥, #; t); subeb cabpoBarenpHo ¢ymkmin f, g, h; «, 8, y mpe-
oOpasoBainch Bp f, 9, k' u o, B,y Koapdunienrs N 3aBucHIL OTH Ha-
IIero IIPOM3BOJIA; €T0 MOEHO BlATH, HANp., PaBHRMB egmuuimb., Ilepefimews
Terneps Kb cucreMaMs (1) m (2) cosmberHo.

Ilepsnia gBa ypaBHEHiA KaIyTh TPH IMOMONIE (POPMYIHI (a):

2505 kv oy goae ]
iz A o (kf i ﬂ) S (kB — 4w Akvf')

: ‘ (d)
4JrA kg + ko E (ha—+—4ndkvg) — o
ot' dxAdo® ") 02 ! oz’

Ju1g mpeoOpasoBaHid TPETHATO YPABHEHIA BOCIIOMb3YEMCA COOTHOIIe-
HieMb:
0 i) oh 5
byl o )
de ' Oy . of :

BHTeRAIUME 135 (1) u (2). Torxa mog00HO TOMY, KaKh U BEIIE, TOIYYHME:

oh 0 0 ;
amA =5 (k@ — 4mAkvf) — o (ke 4 47 Akvg). (e)
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Vpasmeniz (d) u (e) Oyzyrs umbrh Bums cucreMs (1) I (2), ecin
603MO00ICHO TIONOHHTD: ]

R N e N S
k(f Mﬁw?gf)' N, za(gl 4nAm2a) Ny, =Nk | -
k(e dndvg) = N'e; E{B-—dmdvf)y== NG iy =N ’,l

Toria (d) m (e) Oyryrs:

gl g o oe oy o o e
dmd — = ity A e il sl
()lu 0yl ()Z' 3 47 A 011 : er ().Z'r 5 4:-7514 dtl T ax, = dy, (1b18)

Wraxs cuereMa ypaBHemifi (1)—(3) npeBpam;a‘eTcH npeb6pa303a1ﬁemi
Jloperna BB NMONOOHYI e CHCTeMY, €CIn BO3MONCHO COBMICHINOE cyuecn-
gosanie yeaosiit (A) w (B); HO 810 TpeOyers, UTOGH co0I0IeH0 OBLIO:
1) N'= N n 2) cootnomeHie Mexyy koddguuientamn K m u:

AKpo? =1; T

HO €CIH IIOJOKHMD:
: i)
e ol
@

7. e. m OyIeTh IORasaTelb NperoMieHis Hamedl cpefuEH (A, @); TOrAa

paBencTBo (f) Oyzers: ‘
Ky =mn2, : (6)

A 310 m3pbernoe cooTHOmenie Makcaelra.

Takaws 00pa3oMb ORd3alcd HEORUIAHHBI pe3yIbTaTh: JOMyIIerie
cIpaBelIMBOCTH mpeodpasoBamid JopeHI@a IPHBEIO HACH Kb BEIBOLY (6),
EOTOPEIT Tloxydens MakcBelIOMB, Kakb Des3yIbTarTh HHTerPUPOBaHid 1H(-
(pepeHTiaIbHBIXT YPaBHEHIT BIEKTPOMATHUTHATO TOXA. OT0 00CTOATEIHCTBO
BacTABIACTT TPHSHATH 33 Hpiemoms JopeHna BagHoe BHAUCHie.

Bambruns, o cams Jopemms, a Tamke MuEROBokil 1), OfamTelHD
u A. IIyamgape ?) JOKasail CIPABELINBOCTH «TeopeMbl Jopemma» Misd. Cay-
yag umcTaro supa, T.e. Korga K =1, w=1 HIH, Kakh MOKHO yobauThes,
nasg Gorbe obmaro ciyuas, rorga Kp=1(n=1); npuuens u, v, w OpL11
corracHo BaraAzaMb Jopenma: E

1) Minkowskr. Zwei Abhandlungen iiber die Grundgleichungen der Elektrodynamik
nmagamEHENE Dmomenrarems (1910).
 2) H. Powncaré. Sur la dynamique de I'électron. Rend. del Circ. math di Pa-
lermo. T. XXI (1906).
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edf T o
5 T 085 SO, W e

ik §, 7, § coCTABIAIIIA cxcopocm aﬂempom a
Jr dh
00beMAad IIOTHOCT SIEKTPHUECTBA BB Toukb (z, y, 2).

1V

Hoxomums, uro mperroxerie Jopenna cipapeiinso OyIeTs I BH TOMb
cayuad, rorma B cpepurh mmbotes nrBmEymiecs b 3apazaMu DIGTPOHEL,
T. €. KOrja cpeiuda Oyzerd o0rajarh pucmepciefr.

: Iyers (fi, 9s, ki) OyAyTs Upoekmin mepemwbmeHia sIexTpoHA POXA ¢
(MEL pascMATpUBaeMb OJMHD POIB BAEKTPOHOBD BH BHIAXE IPOCTOTHL AHA-
J13a), TOrJa COCTABIANINA SIEKTPUUECKAT0 TOKa OyIyTs EMBIL BHIB, 060-
sHauuBb C; HBKOTOpOE NOCTOAHHOE, B pascMorpbmie (usmueckaro cMpcia

ROTOpAro IOKa He BXOIUME:

G0 s G O, ()

Ypasrenia (1), (3) u (4) § III ocramyres BB curb u 3rbes. UneHs

dhf

of 0g:
Cy— C’W’ C,-W

£] dt bl
OyAYTH COCTABIAININMH TOKA IIEPEHOCA.
Uro kacaerca ABHIREHIA SIEKTPOHA, TO OHO, pasymwbercs, mpejpcTas-
ageTcd COOTBETCTBEHHBIME ypaBHEHIAMI BHIA:

it %
m‘()t"_{_k'dt +alfi=0bf u 71. I

puspueckii cMBICID KOS(POHIIEHTOBD 7y, ki, @2 U by TOHATEHD caMD COGO1.
JLas mepioduueckurs usmbrenifi cperunsl MoxkHo yobaurhea 1), uTo:

ﬁ= u’l:fa gi= iy , hi_—_ u‘ih 3 (2)

rib w; QYHEIIA mepioga usMbBHeHifi 916RTPOMATHUTHALO IIOJA HIH YACTOTH
¥ U BHIPAKAETCA TaKb:
by

a2 —m;v? + kopV =1

Wy —

1) Ow. wamp. A. I’pysunuess. dnexTponnad reopis v ontuks. Coobm. Xap. Mar.
O6mecersa T. XII (2), & 2 crp. 64 (1910).
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_ Burarojaps ypaBHeHiaMb (2) pasemcTBa (1), MOIOEEBD BB HHXB
D;=1 + Ciu:, MOKHO HATHCATH BbH BUIB:

of . dg i _dh
B R (3)
1 ypasmenis (1) u (2) § IIT Gypyrs:
of _dy 08 dg oa 9y
4.71'.AD. a—-—-— a —;, 4.’11’A_D¢ 02: ax ’
oh 08 a - (4)

)

ypaBHeHis ke (3) I (4) OCTaHyTCA BB HPEKHEMD Buh.
Hpeoﬁpaayﬂ ypaBHeHm (4) mpu moMoIH (OpPMY.Ib (@) §III x> HOBEIM®

nepeMbHEHEBIMG ', ¥, £'; ¢ M T0Ib3YSACH DABEHCTBAMIL

of | og  oh ol

oz ! éy_l_'é};_ﬂo’ P
TOIyYUM:

! ! I g 0 Y
4xAD; 0](: ()LI gi ) 4m A D; ag! ST oar —YF 5
ot dy' 0z ot 0 ox et
r / / (4bis)
S b b
Eekeds o T

T0TO e BUIA, RKAKb I ypaBHeHiA (4); mpuiIeMb ITOJ0HEHO:

s o AR R A
k(f—mﬂ)-—.-l\ff, k(g—{— dwAw®D; a)___Ng, Al (4)

k(e + 4nAvD.g) = Na'; k(8— anAvDify=Ng's y= Ny
TloxoGubwE &e 00pasoMs mpeobpasyens cueremy (3) § LI 5 HOBHIME

nepeMbERENG  Z, ¥, 2 {; ToayuuMb crBIYOIYI0 CHCTEMY ypaBHeHifl
TOTO € BHIA (3):

AKF@,—=4 dg,——a—h,; AKu dﬂ,:flﬂgh—, af.,

ot 0z dy ot AR :
' o oy (3bis)
AKu 7 = 4t (dy ag,)

3rbesr MOI0EeHO:

(_AKW )=N’f’; k(g+i@ﬂa)=zv' 5 h=NW

4w ; r Az 1 ot '
k(a—i‘mg):N‘“ k(ﬂ—mf)zNﬂ;TsNY-

e e IR

gRa=tT
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Jng Toro e, uroOsl BekTOpH (f', ¢', A') m (¢, £', ') BB cHCTEMAXD
(A) u (B) Obum TOEKTECTBEHHE, HEOOXOZNMO H JOCTATOYHO CcOOJIIeHie
JBYX'b YCIOBIii:
N=XN
i
A2Kuw?Di=1. (&)

IlepBoe ycioBie ecTh MPOCTOE DPABEHCTBO KOS((UIIEHTOBL MPOMOPIiO0-
HAaJbHOCTH, BTOPOE€ KE €CTh waeemmoe. oucnepeionnoe coommowenie. Jbii-
CTBUTEIBHO, Takh Kak® [); KOMILIEKCHO, HOO BXOJAIIEEe BB HEIO KOJIMUYECTBO,
KaKb MH 3HAeMb,

bs
a2 —mv? -k Y —1

()

W ——

CaMQ KOMILIEKCHO, a HOTOM)’ TOJEHEL ITOJOHKUTE, YT0 @ HOMILIERCHO; IIYCTh

A iy )

@

Torga ypaBHeHie (C) mpuMeTh BHIE:
Kub,C;
ad—me kY —1°

n? (1—x Y/ —1)2= Ku -+ (D)

a 970 W €cTh JHCHEPCiOHHOe COOTHOMmeHie O0NIeNpHHATOe BH HACTOAIMEE
BpeMa. Ilpum 9TOMB # W % CYTh IIOKa3aTelp IIPeIOMIeHiA H KO3(HIieHTD
TOTIOMEHIA CPeIVHR OpH HOPMAJbHOMB IIajeHinm JIydya Ha ed TPaHUITY.

Takums obpasoms u 31bch npeobpasoBanie JopeHIa IPHBOTHTG Kb
BAKHOMY PE3yIbTaTy, OOLIKHOBEHHO LOJYYaeMOMY Yepesh WHTerpHpoBaHie
yPaBHEHIfl 5IeKTPOMATHUTHATO TOJA.

W

Ecan Mol DpuMeMb BO BHUMAHI€ I TORH IPOBOIUMOCTH BDH OOBITHOMD
CMBICTB €I0Ba, TO TMOAYUHMB AIA %, ¢, t CISIYOIiA (POPMYIHL ONATH TAKH
IS CIYYAST Nepioouteckurs ummwmeniii KIHETHIECKAT0 COCTOAHIA CPeIHHBL:

sew e e T
u‘_'EFt’ v__EW,w_E%, (1)
b moxomeHo:
Al
Beli2D V1, (2)

Kv

npu uemt C kosPPHIIEATS TeETPONPOBOIHOCTH CPEIMHEL, BRIDAHKEHHLIH BB
BIEKTPOCTATHUGCKUXD eIUHUIAXD, & ¥, KAKb W TPEEAe, UacToTa H3Mb-
HeHiff 2IEKTPOMATHHTHATO TOLL. YpaBHeHiA moxd OyIyT® MMBIL TUpemHil
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BUTs BB cucrenmb mepembrEEX® ', y', #; t', a K02(UIIERTE, XaparTepH-
gylomie (usnUECKiA CBOfCIBA Ccpeipl OYAYIB JAOBIETBODATD COOTHOIIEHIIO,
amagorngEOMy (C) TpemBIymaro maparpadga, a HMEHHO:

A2Kue?E =1, (E)
OTKyNa HafizeMb IHCIEPCIOHHOE COOTHOIERie BB BHIB:

Kub:C;
a2 —m; 12 ko Y/ —1
Fea mpaMems, uto C;= 0, T0 DOXYYHMB UBBBCTHBIA dopmyasr Makc-

BEIIa JIf NPOBOJHAKOBE - (METAIIORD) WIW, YTO BCe PABHO, JId IOTIOMA-
OIIEXD CPeNIHb.

V—1-+

i)

n2{l—zV —1)?= Ku— 4;’2}0”

VL

IpeoOpasosamie Joperma oYeHb POCTO H CTPOTO mocrbroBaTeIbHO
IPHBOTHTE HACh Kb 3aK0HAMD adeppamin u Jommiepa (TPUHIMIY Jonmaepa).
Pascmorpuns cryuail IIpospauHaro AialeKTpuka o IyCTh nwbens ACTHELA
phmenis gxg f, g, h cabayomniaro 061;1qu&1‘0 BHTA:

f: ﬁ)SiIlQ R e gOSinQ . i hoSiﬂQ 3 5 (1)
b IOJX0EEHO : , »
g (t ot ok PZ) , (@

crbroBareisso v OyIerTs YacToTa H3MBHEHif 9IEKRTPOMATHHTHATO HOLA, &
m, m, p ROCHHYCH HampasieHid sexropa IlofimTuHra mim, IPOILE, cbTOBOTO
ayua. 1lpn moyomu coorHomenriit (3) § 1II zerko HaxomuMs I COCTABIA-

: : 1%
WOIUXD MATHATHON CHIEL CIBAYIONIiA BRPAMEH]A, MOMHS, 4TO AKuow St

¢ = 4m Ao (nho—pgo) Sin @, | |
g = dmAw (pfo — mh,) sin @ , } (3)
v = 4m Ao (mgo— nfy) Sin ¢ . J

Temeps gopyyrst (A) mam (B) § III, pazyTs:
y - v ’ me S
Nf—k[(l E)p)me—a;ho]surwz,
Sl i nv , FEgRe R
Ng =k[(1—519)90*1'—gho]5111@; Ni/'= hesin Q.
Orerofia TPH HOMOIH COOTHOIIEHIA ‘

+0@j—l_dz ;

,,‘

e

e T
Uy .
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KOTOpOe TEeleph TPEBPAMAeTCA BB COOTHOIIEHIe:
Mo ~ngo -+ pho=0

T i
2 s

ik w?’

U paBEHCTBA:

HAXOIAME:
ND =k (1—~- %p) Dysin @,
€CJIu MOJOXUMB.

Dy = Vf02+902+ S e Vf'2—|— 9'2—{—-;&'2 ' ()

Ho mozcraBiga B® () 3HAUEHIT «, ¥, ¢ U ¢ U8B HopMyxdh Ipeodpaso-
BaHig (A) § II u moxaras:

'v’='vk(1—%’p), (a)
_U
et S B S
k(l-——Ep) k(l—ap) 1—=p
HAXOIHME: e
Oy (t,_m:c+'r;y —HOZ) (6)

(opmyra (a) upercraBigeTs, [ACHO, NpuHIUNE Jonmiepa B oOmeit popmt,
a (opmyast (b) Ta0TH BaKOHH abeppaiiii.
Ecau-651 Bsgan o0mift cayuaft § 11T u mosommin O, uTO

f=DMe?, g=Ne?, h=Pe?,
TpHYEMD

Q=vtV—1-+ ax + by -+ cz
u M, N, P; a, b, ¢ KOMIIEKCHBIA IOCTOAHHELA, TO NOIYUHIN OH U3 op-
Mmyasl (3) § III:

axV =1 anV—1 '
= — —_— Q' e S s oy B s . SR i
A (Pb—Nc)e?; g Al (Mc— Pa) e?;
‘ iz —1
y:_m’;'Kw (Na— Mb)e? , (7)

DopuMyarr (A) TagyTEH:
Nf =k [M (1-5—_3 1/—-—1) +:’7aP1/-Tl]eQ
Ny' = k[N (1*% ¢ 1/1"1) - :’7 bPV——l]eQ

Nh! = Fe¥ .







L
VIL

Ipuvbaunts KD IBMEEHID 5IeKTPOHOBS Ipeodpasosamie JopeHIa.
YpaBHeHia IBuAeRia MBI BOBMEMS BT BUIB Tammoms Hamu BB § IV, mpei-
HOXOZUBB TOJNbKO, 4TO OHb OTHeceHs Kb cucrenb (2, y', 27 ¢); mosToMy
OyneMms uMbIb:

azf' 0 2]
My W'; 3 Ky ()7;7 - aif;=bif,

[iL7 ORI ) 2
ni; ()1:'/; s % —+-ai2gi = big', (1)
my %;L: — ks 01?'—]— a;2h; = bh/',

TIpuueMs kKoauuecTsa [, ¢', h' mammr ypasmemismu (A) § III, a umenHo:

G (f— Ai‘w 5); Ng':k(g+ Aﬁ-‘”’ a); Nh=h. @)

JonyeTumt 118 IPOCTOTH, UTO BIEKTPORB (fi, ¢i, hi) IEHATH BD
Havaabh roopaumars Op, TOrga fi, ¢:, h: He OVIyTH 3aBuCHTH OTH 2 . TO
gopuyrams npeobpasopanida (a) § TIT ME mOayIHME:

oF O PR Lo

o or ' o2 TR s

HoxcraBnps sHAueHid 5TH B ypaBHEHIA (1) I MOIB3YACH (2), MOIYIHME:

e gt;g i kdﬂ i (f_ AKuw ﬂ)
mik? g;g‘ + kik =~ dg, - , 2 G — bii‘ (g - Aﬁu@ a) (3)
il dth’ -k k%h“ e ?\7 .
Tlocabrnee ypasmemie mamumeMb Bb BULL:
i 00;? & Rl Oh' " adtg = %Vf“-h ()
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Tarbe Tans kakb Koa@uuienTs N TWPOH3BOJEHD, TO, KaKh 8TO He-
AHo cxbaano u y Joperna, n y OfinmreiiHa, MOREMD IOIOKHTD, YTO N=k
m Toria ypasHemisz (3) m (4) Oyayrs umbre BHIE:

e e U (it

ot
o 0%g; 0‘/1 AKuv i
nk? drs Lk —i»a@ Gi=—=0: (g—— = a) (A)
2h .
mk® k. —i—kiLQ oy - a2kh; = bsh.

o2

9710 ypaBHeHid IBHKEHIA 3IEKTPOHA Bb cucreMB (z,y, 2;t); BB HUXD

Macca 9IeKTDPOHA IIPeJcTABIsSeTcs Alf ITPOCKIin IepeMbiienis BJOIb OCH 2
BE BHIb:

mkd = SRy (B)

a I mpoekniii mepewbmenifi Bioas ocefi z m y BB BUIE:

mih? = —m—iﬁ : - ©)

S
Jopennrs 1ars mepsofi Macch HasBamie wpodoavnoil, I BTOPOI—mnone-
peunoit, puueMb y Hero K =1, y=1. Touno Takme H CHUIB COIPOTHB-
JeHis U quasi-yIpyTid CHIBL TPEICTABIAOTCA ¢ PABIHTHBIME K03(PumienTanm,
CMOTPSA 110 TOMY OYAeTB-I1H JIBUKEeHie IPOIOJIBHO HIH IIOTEPEYHO OTHOCHTETEHO

HampapleHis mepeMbIienia cucTeMs KOOPAHHATD.

VIIL

U3t copepmanis maparpagoss IIT— VI sakmouaeMs, yT0 Tpeodpa-
sopamie Joperma (paBemersa (A) u (B) § II) ocraercd cmpaBefIuBHMD U
1Ig cIydasd, KOTAA CKOpocTh cBbra @ Oyzers KOIMYECTBOMD KOMILIEKCHBIMD,
1. e. mpeobpasosanie JopeHna IPEMBHAMO H Kb CIyYal TAKD HABRIBAEMBIX'D
nowrowaouuxs cpeduns. Jaa mocabrHEXE ROIQUIIERTs k; BD BHPAKEHIU
w; OTIHUEHD OTH HYIdA; NI CPEIUHD e IIPOSPAYHBIXD (IPO3PAYHBIXD iIek-
TPHKOBD) k=0 X TOITa u; I, cIbIoBaTeIbHO, ® KOINUEcTBA XBHACTBATEIb-
HElA. CBepx® Toro scHo, uto mpeoOpasopamie Jopenma IiA OOMEXD CIy-
qaesb (km C oramunsr oTh Y€1) nMbBers Mbero TUME TAg mepiofHuecRuXb
nawhbHeHifl AIeKTPOMATHATHATO TOAA, & 9T0 ecTh ciyyali Beefl obractn Om-
THUECKNXD sABIeHift m Ooxpmiell YacTH, €cIH He BCell, aJIeKTPOIMHAMUEH.
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Wb moxyyeHmHaro m CRasamHATO BHTEKAETH BCA BAKHOCTL 1 3HAUeHie
npeobpasopania JOpeENa X1d COBDeMEHHHIX TeOpifi sICKTDPOIMHAMEKE I
ONTHKH, HO TIOK& BB UYHCTO MaTeMaTHyeckoMb cMblcxb cioa. Ho Joperms
I MHOTie (UBHEH BB TOMB 00CTOATEABCTBE, UTO YPaBHEHIA »IeKTPOMATHHT-
HAaTo MOJA COXPaHANTH CBOH BuIb IHpH Hepexorb oOTH NepeMBHARIXE
(z, ¥, #; t) &b mepeMBHERIME (', 4/, 2'; ¢') yemarpuBaT®: TpogBIcHie 0c06ar0
00Iaro TNpHHNUIA — npumyuna ommocumesvwocmu  (Relativildisprinzip),
KaKkb ero HA3HBAOTH; HO, HAMDB KakEeTcd, eme He uwbercd B TOMy BNOIHS
000CHOBAHHBIX's JaHHHXD, TAKh EAKH OXHOTO OTPHIATEILHATO0 DE3YIbTATA
oIbITOBD MajikeabcoHa, Ha KOTOpHe omupaercs JOPEHI, eme He JOCTATOUHO;

‘TaaBHbiime ¢b sKcHepHMEeHTAIBHOR CTOpOHH Ibia, Ia H ¢b IPHHEIHITIATBHOL

CTOPOHHL UMBIOTCA, ecliH He BOBPAKEHIA, TO BO BCAKOMB cayuab, Heiopasy-
whuia 1 commbmis. JbficTBuTeasno, 10 cux® MOPH PusHKN O YObEIEHE,
9T0 IOCTATOUHO JIA IpiemieMoct: Tofi mim Jpyroit Teopim (QU3MUECKUX'D
ABIEHIN TPH OIMHAKOBHIXD NIPOUMXE 00CTOATEJHCTBAXD YCIOBiA YIOBIETBO-
peHid TPHHIUIY cOXpaHeHiA sHeprim, a npu BEIBETaeMoli HoBoil Toukb
8pbHiA ABIAETCA HEOGXOAUMOCTH CUMTATHCA ¢ TPHHIHIONS OTHOCHTEIBHOCTH.
Bo Bearows cayuad mago mogomzats Gorbe TeTalbHATO I BCECTOPOHHATO
pascMoTpBHIA Bompoca.



OPOTOROJBI
Bactnaﬂiﬁ,'XapmecHaru Maremarnueckaro 06mecTsa.

Ouepeonoe Cotpawie 6 noatpa 1909 .

TIpucyrersoBanu: M. M. Cummoss, H. H. Carrnross, M. H. Mapues-
ckift, H. II. Bbagess, I. A. Tpysurmess, H. H. EBIorunMos, Y. B. Peunn-
ckifi, B. 1. Kyipesuus, C. H. Bepumreiins, A. IT. Tlmebopckiii um M. H.
Jaryranceif.

[pexcbaareascrsoars M. M. CuHmoBs.

1. Ipo¢. H. H. CarrsikoBs OPOIersH CTaThid IPOd. Maggi, mnoces-
mennyio maMarn mpod. Morera.

9. IIpop. H. H. CaaTskoBDL OPOYEIrH CBOD CTAThi, NOCBAUNICHHYIO
mamara mpod. A. Mayera. :

3. C. H. Beprwmeiins cibraih coodmieHie: «1IpuOanAKeHHOE BBITHC-
aenie wbpoarrocreil no ¢opmyrb Janracar.

4. TlocTamoBIeHO 0GDATHTBCA Cb IpejiomeHieMs o0wbHa n3IaniAMH
kb Jombapicroii Aragemin Hayws.

Sacwoanie 27 wnoaiopa 1909 .

Tpucyrcreosaxn: A. II. Ipysummess, J. O. Crpyse, A. 1I. Tuebop-
ckifi, . A. Poroscxiii, . M. Hasapesckiii, ®. ®. Enungdanoss, I K. He=
naess, P. 1. IMowomapers, C. I'. JeHuerro, M. II. Jpobsgsro, H. TuxoHOBT,
H. II. Tpunmenko, J. T'. 3anopomens, I'. A. I'pysHHIEB®, C. H. Bepumreiins,
. B. Peunsckifi, M. H. Mapuescsiit, B. M. ®ecenro, . H. Mapuescras,
E. II. Ascows, H. II. Bbagess u 10 mocTOPOHHHXD THID.

Ipexchnareascrsopatn J. M. CHHIOBT.

1. E. A. Porosckifi cibrars coobmenie: «0 temmeparyph Mem1y-
II4HETHATO IPOCTPAHCTBAY. : .

2. T. A. Tpysurmesd cnbaars coobmenie: «O mpermojfaBanii TPUTO-

HOMETPil».
3. B. M. ®ecenro crhiaxrs coobmemrie: <«0O rpaguuecEoMb meroxh

BB apueMerurb». :
Bawbuania crbraan B. A. Cryrernoss, B. B. Raspaiickiii u J1p.
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Saemoanie 5 ¢hespans 1910 1.

Hpmcyrersopaan: 1. M. Cunnoss, A. II. I'pysusmess, T'. A. I'pysun-
ness, H. II. Tpumenko, . M. Hasapesckifi, IT. K. Pyccoans, H, H. Esjo-
wuMoss, B. U. Ryipesuus, M. H. Mapuesckifi, B. X. Jasarms, A. II.
Ilmetopekill, E. A. Poroscriii  H., H. Caarsikons.

IIpeschrareascrBosaas JI. M. CHHIOB®.

1. Jonosens 0 yTrBepaIEHS! IPOTOKOAB NpeIsIyIuXs sachiamii,

2. L. M. Cnunoss coofmurs, uro” mpapirenie XapbKOBCEArO Yunsep-
cHreTa paspbmuro mpiodpbern weags 1ig Maremarmueckaro O6mecrsa
3% 0CTATKOBD OTL aCCUTHOBaHiH 3a mpexnie rogsl. Bumborbs b mhut IIpag-
JeHie UPEnpoBoAMI0 Marepiaibuyio kmury. Berbicreie mocabimaro ofcros-
TeAbCTBA TI0CTAHOBIEHO Irpocuth mpod. H. H. Caatwikoba nepemars mwadgsr,
(PAETHUECEH TpuHajiexamie MareMaTHUECKOMY O0miecTBy, HO 3allHCAHHBIE
BD MarepialbHyl0 KHUTY MeXaHHUCCKAT0 KaGpHeTa, Ha uMa MaTeMaTHieckaro
OomecTBa.

3. A. II. T'pysunness cabiars coobmenie: «Onpembﬂeme MACCHL JIICK-
TPOHA 0 SIEKTPOMATHHTHON TeOpPiH HIPOBOJRNKEOBH>». Sawbuasia mo moBoxy
poxaana cibaazm E. A. Porosckifi 1 C. H. Beprmrefins.

4. 4. M. Cunyoss cpbrars coobmerie: «0 MaTeMaTHIECKOH GeRIin
Ha XII cvbsih ecrecroncnprareneii u spavefis.

5. H. H. Cawmwvinoss cibrand coobmenie: «0 NOJCEeRTIM MeXaHHER
ma XII cwbarh ecrccrsomcnbrarteneii u Bpaueit».

6. Ilo mpenposenito mpeichiarens H3OPAHK ©IMHOLIACHO per accla-
mationem Bb WIEHH-KOPPECIOHIeHTEl GIIecTBa crbryomie nperraraeMsie
PACIOPATUTEAEHEIMG KOMUTETOMD JIHIA:

1) Ilpod. MockoBckaro Yuupepcurera Boleciass Ropreaiesuus
Maodsmeseriii, ToBapnms npegchiarers Mock. marTemar. 06m n nperchua-
Texb MoCKOBCKaro Maremarmueckaro Kpyxa.

2) IIpog. Mockosckaro Ymusepcurera Jeonurs Ryspmuus Jazmuws,
cerperapb Mockosekaro Maremarnueckaro O6mecrsa.

3) Hpog. Mockoscraro Yrusepcutera Juymrpift Oenoposuus Froposs
perakrops Mockosckaro Maremarnueckaro COopHREA.

4) Ilpo. Mockoscraro Yuusepcnrera Ceprbii Arexchesuas Yantsi-
e, TUpEKTops MockoBckuxs Bricmuxs femckuxs Kypeors.

5) Hpod. u 6. muperrops C.-Ilerepdyprekaro IMornrexnuueckaro M-
CTHTYTa (M Tp.-TOIL. Yuusepcurera) Bams Beesoromosuuns Mewepewxiii,

6) Hpo¢. HOprescraro Yuusepcurera ypifi Bacuabesnus Koaocoss,

7. A. II. TNweboperii nonomuas crarslo K. A. Hocee: «3awbrsa o
pBmenin IByWIeHHHXH cpaBHeHI c IPOCTHIME  MOAYAGMD 110 CHOCOGY
Ropruna».
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Bacwoanie 20 despara 1910 1.

Hpncyrersosarn: C. IL. Boxbekifi, H. Tuxonoss, J. T. 3anopoxens,
M. II. Ipodasko, M. A. Kuppaross, §l. M. Hasapesckifi, P. 1. Tlomomapess,
E. I, Usungifi, 4. B. Peuurckifi, C. H. Beprmreins, b. . Ryipesuus,
H. 11. Homosr, B. B byross, H. H. Cartexors, H. H. Espoxnmoss, A. IL
Dpysunness, B. H. Momenso, I'. A. T'pysHANCED, ®. @, Emudanors, B. X.
Nasarns, A TL Tmedopesifi n H. II. Bbagess.

Ipenchraresscrsoans [ M. CuHIOBE.

1. lpegcbrarens cooGmuirh O HOIYYEHIH IHCEMB OTD mpod. X. O.
Eroposa, 1. B. Memeperaro u B.. K. Mauaonzbesckaro ¢b 61a00APHOCTHI0
3a u30paHie BD qIEHBI-KOPPECIIOH [eHTBL

2. TIpenchrarenn ZOIORUIE O moayuenin uspbuienisd Romurera Ilome-
YUTEIBCTBA O TPYLOBOIM HOMOIIHU O cporb 1A MpejcTaBIeHin cOUnHeHiit Ha
comcramie mpemin mvenn Ea Humepatopcraro Bermuecrsa Tocynapoian
IMneparpurnsl AJeECAHIPS ©e010POBHEL.

3. M. . Gaxapom crbrarp goxIans: «gmIkii BO3AYX® H OIBITH

¢h HEMB». JORI4IUMKD HBIOHAIB HAYAIO0 Jmayra-Tomcona ¥ jand Omu-

capie yorpoiicrsa # JIbicTBII MAMIHHBL Linde 11g 700bIBAHIA KHJIEAro BO3-
ayxa. JokIaxh CONPOBOKIAICS AEMOHCTPHPOBAHIENT OHBITOBE, o0HADYHRUBA-
JOIIIXD ceolicmea acudraro 6o30yxe. Touka runbpis. Bocnzawemenie b~
pouleil aymuHKE ¥ ropbuie ed BbH KHIKOMD Bo3ayxbh. Marmurnocts KHI-
Karo Bo3gyxa (OUBITH NOKA3aBED Cb HISRTPOMATHHTOMD Jo6ya). Bspois-
YaTOCTh BATHL, CMOYEHHON KHUIKUMD BO3IYXOMTL M nojoMEennoi. Xpyu-
KOCTh KAyuyga, OXJamleHHAro MHIKIMD BO3AYXOMD. HoproeTs H  TATY-
qecTh PTYTH, OXJIAWACHHON HUJRAMDL BO3XYXOMD. JaMopamuBagie CHHPTA
u chbpraro sdupa. Orsepibpamie TasoBL: Xiopa I JLAGKUCIOTHI, OXIaik-
JEHHHXE EKAIEIMDL BosayxoMb. Cwbuenie tpy6ouess b 0TBEPLBRIIHME
razaMg Bb gepembrrons woxb. JoMIHUCHEHIIS Tapaduua.

4. H. H. Cawmusicoss crbaars nokrals «0 mporpaMmaxd 10 MaTe-
MaTHES BO (DPAHIY3CKEXD CPEIHMXD MEQIAXD», BH KOTOPONH NOSHAROMUID
¢b YUCGHBIMI ILJAHAMU 1 TPOTPAMMAMH, BBEICHHBIMU pedopyoro 1905 T.

5. P. J. ITowonapess JeMOHCTPHPOBAID [Ba KOHCTPYHPOBAHHBIE HMD
npuGopa 10 ¢usHEb: OfuHDL A JOKAZATEIHCTBA HE3ABHCHMOCTH TaBJIeHIg
JRUIROCTA HA IHO COCYAa OTh €ro (opMsl, 1pyroft Aid N3yYeHis CBOACIBD
IapoB. '

Sacndanie 19 mapma 1910 1.

Hpucyrersoanm: C. H. Bepmmrrefian, B. Xy Namarns,- T5 A7 Tpy-
spames, H. H. Esjporumons, M. H. Jaryrunceiit, H. H. Cairoikoss 1
A. M. Cusmos®.

Iperchrareascrsosars . M. CHEIOBE.
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1. 4. M. Cumyoss cabiars coodmenie: «Ilomummenie mopagra u EIacca
CONPAXEHHAT0 (KBATEDHAPHAL0) KOHHEKca BL ciyuab Haruwsocrs HBROTO-
PHIXD DIEMEHTAPHBEIXD 0COOEHHOCTed »,

2. 4. M. Cunyoss cpbaars coodmenie: «KoopammaTsl Tourn nepech-
UeHIA JABYX' IPAMBIXD, 38JAHEEXT OJHOPOLHBIME KOODAMHAHTAME». Bawbua-
mig cpbraxs I'. A. T'pysunness.

3. Ilperchrareapcreyomift joro®nrs o muachmb 1mpod. FOpsescraro
Yuusepcurera I'. B. Koxocosa, BRpamanIaro OJ1aroflapHOCTh 3a HaGpaHie
BB WIEHBI-KODPECIOHASHTHL.

4. Hpencbrareas poromurs mpocsdy mpod. I. B. Koxocosa o BecHIES
«Coo0menifi» Maremar. O6n, BB Maremaruueckifi Kaouners fOprescraro
Yunsepcurera. 1locTaHOBHIN BBEICHLIATH, HAUMHAL ¢b XI-TOMA,

5. IIpexcbrareas ponoskuan muchdMo Ofmecrsa FEerecTBoncupTareieit
upu 0psesckoMs Yrusepcurers 065 oowbab n3gamisvm, HaumEas ¢b 1909 .
IlocramoBnan Berymuth BL 0GMBHE.

6. JToxomeno HupEylApHOE mHCHMO mpeichiarers Koumucein, usOpas-
woit CIIB. Axagmewieff Hayws, mag oprammsamin wecrBoBamis 200-1bTHaro
obuzea M. B. Jowomocosa, 0 COOGWEHIH JUIAME, MOTYIIUMbB IPUIATH
yuacrie, 00b usgamin cOOpHHEA CraTeli, MOCBANEHHEIXD paspaboTkl Bompo-
CORL Hayumoil pbarerpHocrm u Giorpagim Jomomocosa. Ilocramosiin IpH-
HATH EDL ¢BbrbHID,

7. Ipercbaarens poxoxnrs muesmo mpod. A. I Tpysummesa, mosmepr-
BopaBmaro OOmecrBy Bb €ro OHGIOTERY CBEIWE 40 TOMOBT KypPHAIOBD
Wiedemann’s Annalen (35 tow.), Journal de Physique (7 Tomopsn) u An-
nales de Physique et de Chimie (1 Tomw). IlocTaHOBHIN BEIPA3HTH GIATO-
mapuocts upod. A. II. I'pysunmesy.

8. H H Caxmwiross cxbaars coobmenie: «Kn Teopin ypasmeniii Bb
YACTHBIXD TPON3BOXHNXB. Teopema Cofyca Ju». Sawbuania crbramm M. H.
Jaryroncriit n 1. M. CunIOB®.

9. M. H. Jarymuncridt cibaarn coodmenie: «3Hatuenie 0CoGEHTBIXE
TOUEKD JIA airedpandueckar0 HHTEIPHPOBAHIA IMHENHKIXT 1ud@epenmiais-
HBIXT JDABHEHINl BT WACTHHIXT INPUMSBOLHBIXG 1-T0 mopaika». SaMbuamig
cibrarn C. H. Bepumrefias u JI. M. CHEIoss.

Sacwoanie 27 mapma 1910 .

HOpucyrersosamu: J. M. Cunnoss, JI. O. Crpyse, B. M. Kyipesuus,
H. H. Esporuvons, 4. B, Peunnceiii, H. II. Bbraens, d. M. Hasapescriii,
H. II. T'punenxo, A. A. Corners, H. H. Caxrrxors, A. II. TlmeGopexitt, C. H.
Beprmrefins, I'. A. I'pysunness, P. 1. IlonoMapess u 7 IMOCTOPOHHNXD AU b.
IIpencbuareascrroaas 1. M. CuHIOB®.
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1. B. H. Kyopesuws cnbrars cooOmemie: «Habironeria #Halh TOpPH-
SOHTAIBEEND MAATHHEOMD Ha XapbroBckofi ofcepBaTopim». Ilo oxoHYAHIN
noxaaga H. @. ®omn-JIntmaps coo0muisb, 9TO Cosbre Cnbaga ropHOIIpO-
MHIIIGHINEORT ora Pocein phmmias yerpouts BH JOHETEOMT paiont cefi-
CMEYECKYI0 CTaHIilo 1-To paspaia. IlpnGopsl Iad 9TOf CTAHIM y#e U3ro-
TOBIAIOTCH TOTH HalIoIeHieMD agajeM. kKHAsg [oauTbHA.

9 H. H. Canreixosn noxoxmids coobmenie C. B. Hosocuabmesa:
«0 mocramoBRb mpemoiaBaHig BbICHIel MaTeMATHREH BbH KOMMEPUIECRHXD
JuURIAMaxh>. Jawbuania mo MOBOAY JOKIAJA GBLIM erhaanm H. H. Canrn-
kosa, H. II. Tpunenco, A, II. IlmreGopcanns, T. M. Cunmosums, M. H. Ilo-
mosine B H. @, Poms-IuTMapoMs, UpH ueMb Iocrbiifi ykashBalh HaA
He06X0TUMOCTh BBEJEHIA BDH KYPCHL CpejHell INEOILI CYBTOBOICTBA, I M.
CHEIOBL VRA3alh HA :kelaTedpHOCTh mpourenig H. 0. dorp-JluTMADPOND
I0KIAJa 0 CUeTOBOACTBB BB OTHOND H3DH OumEaluHXD sachpanifi O0uiecTsa.

3: Tlo mpepnomenino A. II. Ihnetoperaro nsOpasa roMMuceid, Jid
BHIPAOOTKH NPOTPAMMEL AHEETHL CPeJH TpernojaBarelei cpearefl WKOIBL IO
BoIpocy 0 BBeleHinm Beclefl MareMaTHRd B CPEIHION IIKOAY; Bb KOMMHC-
ciio somum: H. H. Carrmikoss, 1. M. Cummosn, $1. M. Hasapesckif, P. J.
Iomomapest, I'. H. I'punenko.

Baewoamie 7 mas 1910 1.

TIpeacbaareasersosars A. M. CHHIOBB.
Lpucyrersosaan: X, M. Cunmoss, A. II. Ipysunmess, T. A. I'pysun-

neen, 1. K. Pycenans, B. X. Jasarms, B. M. Rynpesuus, I'. 1L Ierperxko, ©

H. II. Bbagess, H. H. Caarnikoss, A. II. IlmeOopckiff # WeThpe TOCTO-
POHHEXD IHIA. : :

1. A. II. Tpysumuess crbiaxs coodueHie «DICKTPOHHAS Teopid BH
onTHES».

o H. H. Caamvuoss nozoxnrs crarsio 1. 1. Tamapwuna «3araia
0 IPOXOABHLIXD KOXeOARIAXD PHORATO CTEPKHA».

3. H. H. Cawmwress crbiarn coodmenie «Rb Teopin KacaTeIbHLIXD
npeoOpasoBaniii».

dambuamia cibrars II. K. Pycchans.

4. Ilo mperuomenio Tnpeichrareis NOCTAaHOBICHO npio6pbern HOBEIR
mrads 118 Hymrs Obmecrsa mhuow 1o 40 pyo.

5. TNlperchrarers coodnmas muaesyo mpod. C. A. Haminraua ¢b Bbl-
pamenients Oxarozapuoeti 3a usOpadie €ro YIGHOMDL-KOPPECHOHIEETOME.

6. Ipeichiarens cooGmuIL 0 PesyIbraTaxs padors KOMMHAGCIH BEIpa~
Gorasmieil BOLPOCH 11 AHEETH! O IOCTAHOBES MNpemofaBaHid MaTeMATHEH
B PEalbHBIXh YUNIUIIAX.

7. o mperaomenino ITpexchiaTess DOCTaHOBICHO 0OpPaTHTHCA KT Mu-
nucrpy Hapoamaro Ilpocybmenia c¢b XonarafictBoMs 00D aCCUTHOBaHIH €YO-
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cuiin Bb pasmbpbs 1200 pyo. BB rogs. CoorsbrersBenHOe XoxaTaficTBO Imo-
pyduero BeipaGorars Pacmopazureisnomy komurery (O6mecrsa.

Odwee 100uunoe Cotpanie 26 cewmaipsa 1910 1.

[Ipucyrersopanu: 1. M. Curmoss, 1. K. Pyccoans, H. H. EB1oxuMoBs,
H. II. Bbasess, I. A. Tpysunness, A. II. Ipysumness, A. II. ITme6op-
ckifi, B. 1. Ryapesuus, M. II. Ipo6asko, H. II. T'purenko, P. 1. Ilonowapens,
II. M. Epoxuns, M. H. Jaryromcsifi, C. M. Cemuabross, B. A. CTy1eHIOBE.

Ipeacbrarenscrropars 1. M. CHHIOBD.

1. T. Ipegcbrarers mvanomanas o cuepra urena Odmectsa . 1. To-
10Ba, CO00MUIDL Kparkis cbabmia o musmm n Tpyraxw mokofimaro u mpej-
JTORUAD HOUTHTH IIAMATH €r0 BCTABAHIeMb.

2. Joaoxwens oruers 0 ABATEABHOCTH U JEHEKHEIXBL CpPELCTBAXD O6-
mecrBa 8a. 19%9/10 agraj. rofd. Boipakemo M UPHHATO MokeIaHie 0 BEIO-
UeHIX BL OTYeTh NEPEUNCIEHIA TOKAa]0BB, cIbIaHHLIXE 84 POIh BT 3ach-
1amigxs Obmecrsa. Iocab sroro oruers yrBepmiers.

3. Ho mpenaomeniio r. Ilperchrarerd mocramoBIEHO 0GPATHTBCS Ch
npocsboii &R peraktopy «Bberaura Omsireoil (pUBHEN U IAEMEHTAPHOI
MaTeMaTHEd» HANEYaTaTh NPOTPAMMy aHKETEHL. :

4. Boipamema Gaarogapmocrs H. II. Bhageny sa ero TPYLEL 1O IIpH-
BeICHID Bh MOpAJOKEDL 6udiaiorern Obmecrsa.

5. Mo npegromenio r. IIpexchrarenss MOCTAROBIEHO ACCHTHOBATH H3B
CIeTIAIbHBING CPeICTBDL OOMecTBa Ha X03aAfiCIBEHHbIL HYRIH 30 Pyo.

6. Ilocramosieno mo mpernosmemino JI. M. CHHIOBA ACCHTHOBATH S
cyMms O0mecrBa Ha yerpoficTBo uejarormueckaro orvbia mpn omoxiorerh
O0mecTBa IId BBITHCKEN nepiognuecknx® usjamiii 50 pyo.

7. Us0paun b wrens O6mecrsa B. A. Crygenmons, C. M. Cesurbrons,
II. M. Epoxugs u H. E. Hoarsruns.

8. IlpomsseieHs BHOOPD WICHOBD pacHopAlnTensHaro Kommrera, Ia-
opamsl npeichparenens mpod. J. M. Cummosn, Toapmmamu mpegchiarers
upod. A. II. I'pysumnest u mpod. II. K. Pyccsans, a cekperapens A. II.
ITmedopekiit,

Or4eTs 0 nbartempHoeTn Xapbkorekaro MaTemaTuue-
ckaro OdwmeerBa 3a 19°%10 akageMudeckiil rogs.

3angria Maremarnueckaro Oomectra OTEPBLINCH OOUEMD TOIMIHBIMD
coOpamiens 25 orra6pa 1909 r. IMocab saciymamis ¥ yTBepEKIeHia orTuera
32 HCTERNIH TOXL MPOH3BEIEHD BHOODH YIGHOBDL PACHOPALHTEALHATO KOMI-
TeTa Ha 19%/10 ropn. Madpame: mpexchaarexent mpod. T. M. Curiosm,
ropapumayy npeichraress: npod. A. IL I'pysnuness n upod. II. K. Pycen-
AHb U cekperapeMd mpod. A. II. TlureGopcriii.
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Bt TeueHnie mcTekmaro roja OHLIO YCTPOEHO 4 HaYYHBIXD M 3. Hela-
rorHuecENXb nachramia; Ha IepBext ObLIo cibraHo 14, a Ha BTOPHIXDB
8 J0EAaI0BTL. Bb HCTERMEMT T0Ly BHILIH BH cBBIH 5—6-0ff BHIYCKD XI-ro
u 1-fi BeimycEs XII-ro Toyosn «CooOmeniii OdmecTsar. Hibroropsie nsb
JOKIaM0BH, CIBIAHENXD Ha IJIArOTHYeCKUXD 3aChaHiAXD, OblM Haueda-
tanpl B «BbeTHuRD 0nbITHO GU3NKN U BIeMEHTAPHON MATCMATHKMY Heunsa
ge OTMBTHTH TOTO 0GCTOATENHCTBA, UTO BH HCTEKNIEMB POJY BHPACOTAHB U
PA30CIAHBl BONPOCHBIE JHCTEM JUIA BHIACHERIA BOIpUCA O nocTaHoBKE Ipe-
[oJaBaHid BHICIIEl MATeMATHREH BB PEAJbHBIXD YUHMINIAXD. Naxbe ObLIO
B030yEIeHO Jlepelh MuHECTEPCTBOMD Hapoggaro TIpocebienia xoxaraficTBo
o Bugawh emerogHofi cyOcunin B paswbps 1200 pyo. BB Tojb. Pesyabrarhl
3T0T0 XojaraiicTea moka Hemseheras. «Coodmenia XapbEOBCRAro Marema-
taueckaro OOMecTBa» BBICHIAIUCH 4D PYCCKUMD 00mecTBaNb U yupemie-
HigMB U 40 HHOCTPAHHNMD, TIABHBLIDG 00pasoMT BT 00MbAD Ha HXD H3JAHI.
Epowb nocrbiauxs majamiii, e Ouliiorery HOCTYIHIN I0&KEPTBOBAHIA OTD
q1eHoBs OOuecrsa; mandoabe kpymHoe moxeprsopamie (40 TOMOBD) OBLIO
cxbramo mpo. A. Il Tpysunmessivs. Kpowb T0ro Ha cpelcTsa OdmecTBa
BHIIMCHIBAINCH Nepiouueckis usanid: Acta mathematica, L'Intermédiaire des
" mathématiciens, Mathésis n Hoffman’s Zeitschrift. Bb oryeTHOMD TOLY H3-
6pamsl BB WieHH-koppecronjentsi Odmecrsa mpodeccopa: b. K. Mioxshes-
cgifi, J. K. Jaxtums, J. 6. Eroposs, C. A. Yamapirnas, M. B. Memepcrii
n . B. Koxocoss. Kb KOHIY NCTERIIAT0 4KajeMuuecraro roia O01mecIBO
COCTOLI0 3B 24 IMOUETHHIXs UIeHOBE, SO IbiicTBUTENbBLIXD H 36 YICHOBD
KOPDECIOHAGHTORD., KD HAcTOSmIeMy OTUeTy NPHIATAeTCA KACCOBOH OTIETH
cexperapa OO0IecTBa Cb ONPABIATEIbHBIMH TOKYMEHTAMI I TIPHXO0N0-pac-
X0nHOH KHUTOfi U ClipaBEa, JaHHEAA T. GYXTaIrTepowb YHHUBEPCHTETa, OTHO-
CHTEJIBHO PACXO0L0BAHIA CYMMbB, ACCHTHOBAHHRIXD H3D CHEHialbHHXD CPEICTBD
Yrugepcurera.

CnpaBka o cymmaxb Matematuyeckaro Qouiectaa.

QCTaPRIOGD 7 v e e w5 S A BB A T
ACCHPHOBAHO IO CT. 78 cMBTH cue-
niaapHBXB. cpejgctsb 1910 roga . . 300 » — »

M3PACXOJO0OBAHO:

Tunorpagiu Suasdepbeprs # C-Bbg 33 THIOTpadCKid
padorsr jag Maremarmueckaro Odmecrsa . . . . . . . . 470 p.
Croaspy A. A, CoronoRy 10IIaTa 3a IBa MEAPa Guoio-
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Caymurenio Oomecrsa (. IITyInuenko, AT0BAHDE 10 CEH-
Tm’)pblE)lOr....................18p.
Bowmems (pitxolin vl i e e s e p. 86 k.

Wroro uspacxonoBamo . 602 p. 11 k.

Oefaslon oo Lol S R i

Jenemnblii oT4eTnb cexperapa Xapbkosckaro Matemartuyeckaro
Oowectea 3a 199/;p akasemuyeckii rogn.

PR B o

- Deraroks 01 NPSIMAYHATO TOMA: v v v nis it i 79 Do bh g,
. Hoerynuao 4IEHCKHXTE B3HOCOBD. - . » » . . . . . . B85 » 40 »
. Orp mpomawum «Coobmenmiii OirectBa» . . . ch e s e
. Ors mpoxamu counmenizs mnpod. I, M CMHD;OBa. «Teopia
SEROBHORCOREY - o o e e S e o

. Ilepeneceno H3T CpPeICTBB, ACCUIHOBAHHBIX'D YHHBepcu-

TETOMD, X He M3DACX0J0BAHHLIXD Ha Hepechliky «Co-

o0menifi» 3a rpammmy . . .

HWroro 6 npuxons .

L el e

. Ha ycrpoficreo sachpamii. . . . . .

. 02 DasChHLIKYy AHKETHBIXH JHCTOBD . .

. Ormpaska orruckoss mpod. Maggi.

. Ilosnpasurenbnad Texerpasma mpod. B. K. Mﬂons*ﬁech)My
. Hcupaienie mragosn . .

Hroro 85 pacxopbs . . 19

Taxuns obpasows BB kaceh O6mectsa ocraerca 115 py6. 10 Eoir.

Cexperaps OtmecrBa A. HweGoperiii.




\

e QO =

3acwdanie 30 cewmagpa 1910 1.

Hpucyrersosaan: 1. M. Cummoss, A. II. I'pysumiess, T. A. I'pysus-
ness, 1. K. Pycchans, H. H. Caarsikors, H. IL Bhagess, C. M. Cemurb-
108, C. H. Bepmurefims, B. U. Ryspesuas, A. IL Tlmeobopekifi, B. C.
Toxmans.

Mpeachiareapcrsosans M. M. CuHIOBE. -

1. II. K. Pyccvans cibraxp coobumenie «0 Tteopemaxsd C..Ju u
B. A. CrexuaoBa».

2. I A. I'pysunyess cibialsb coobmenie «00B opmoii Teopemb H3D
TEOpiH HempepHBHLIXD (YEENifi». Sawbuania OHIN crbrager C. H. bBeps-
wrefimons u 1. K. PycchaHoMs.

Bacwoanie 22 oxmadpa 1910 1,

Mpucyrcrsosann: Jl. M. CHHIOBE, II. K. Pyccvans, H. H. CaarTsikoBb,
A. T0. Tpysunmess, M, H. Jaryrumckiff, T'. A. I'pysunness, II. M. Epoxuns,
B. C. Toxwams, H. II. Bbasess, C. M. CeMurbroB.

IIpexchiatescrroaas 1. M. CHHIOBS.

1. M. H. Jdaryrurckiff cibrars A0KIalD: «0 mpunokeHin MOIIPHBIXD
omepamifi &b MHTErpupoBaEin AuddepeHNiaIbHHMD ypaBHeHiii».

Bawbuanig cibrann Osuin A, M. CuHIOBHME. 3

5 M. H. Carrsicost  crbiaxs coobmemie: «0 mIpuiokeHin Teopin
XapaRTepUCTHES: Kb HATErPAPOBAHIN rudpeperniaibHHIXD ypagEeHifi B
aCTHHIXs MPOU3BOJHLIXD 1-TO 1IOPALEA>.

Bawbuania crbrans O6elim I, K. PycchaHOME.

3. 1. M. CuHIOBH JOTOEKHID 0 CBOEH pabors «K® Bompocy 00B 0co-

GOHMEIXE DIeMeHTAXTD KOHHeKcoBb. 1V. OcHOBamif Teopin CONPAHEHEATO
KOHHEeKCa», BD KOTOPOl OHB JaeTh aHAINTHUECKid NORA3ATEIbCTBA TEODEMD
K. Credaroca.

Bacwoanie 11 awsapsa 1911 woa.

Ipucyrersosarnm: C. H. Beprurefins, H. H. Esgorumons, M. H.
Jaryrunckifi, II. M. Epoxums, H. E. Hograraes, H. II. Bbagess, I. A.
Tpysunmess, . K. Pycchaus. ER s

Ipeachrateancrsosars J. M. CHHIOBE.

1, TIpexchiatess A0I0KHIB O MpocsdH ‘Tyaysckaro YHHBEPCHTETY
RECIATh VEHITOmeHHbA no&apons «Coobmenia X. M. 0.», IlocraroBreno
BHCIATh BTOPYO Cepilo, Haumpag ¢b T. 1.

2. MpexchiaTens cooOmUIDL, YT0 HMB NOIYYEHO IHCBMO OTDH Cryzer-

geckaro Maremarmieckaro Kpymga mpm CIIB. Vausepcuterd c¢b mpocsboit
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o BuiceuIkb «Coobmeniii X. M. 0.» IlocramoBieso BLICLLIATH, HAYMHAA Cb
XII-ro ToMma. .

3. Ilo npepzomenio nperchiaress NoCTAHOBIEHO NEpeIABATh OJIHHD
akseMsIps «Coodnieniit> magunag c¢» XII-ro Toma BB Oudaiorexy Hacchl
B3aHMOIOMOIIH CTYIEHTOBB-MATeMATHEOB.

4. 1-pp ®. . Usanoss cabrare coodmenie: «06F OJHOMs HOBOMTD
CBOMICTBS TPOCTOrO TapMOHMUECKATO asueniga». 3ambuamia cxbrasn A. II.
I'pysunuent. G

5. Ilperchaareas coobmuas o mperrokenin, MOJIJYEHHOMDB OTDH Hpod,
K. A. Amipeesa, rars npenchiarens opraHUsaNioHEHAr0 KOMHTETA, OPUHATD
yuacrie ®b vecrBopadin Huroras Eroposnmua fRyroscraro. I[locramosummn
I0CIaTh BB JIEHb UYECTBOBAHIA NPUBBTCTBEHHYI TEIeTPAMMY H HPOCHTD
A. M. Cummosa u H. H. CanTsikosa IHYHO OTH HMEHH Xapprosckaro Ma-
TemMarnieckaro Oomecrsa IpHHECTH WOHAAPY IpuBBTCTBie.

6. M. H. [Jaryrunaceifi cpbaars cooGmenie: «Ilpuwbrenie IOIapHBXD
Ouepaliil EL MATErpUPOBANin aIredpanieckuxs THpHepeniaism. ypaBHEHIi»,

Jacwoanie 4 pespais 1911 .

~dIpucyrersosaan: C. H. Bepumrefins, A. Il. Tpysumuess, T. A. I'py-
snuness, H. H. Esgornvowss, II. M. Epoxurs, B. 1. Ryapesnun, M. H.
Jdaryrnackiit, H. E. Ioxrarnms, A. II. Iwedopcrifi, 9. B. Peunnckrii,
II. K. Pyccpams, H. H. Caarugoss, J. M. Curnops.

IIpeachrarenscrsoBaas 1. M. CuANORE.

1. Tlocxb orepuitiz sachpamia Tpexchaarers HATOMHLIEL 0 noreps,
nonecenuol OdmecrsoMs, 85 auub ckoHyasmarocs Bh SLith wiena O6me-
cra mpo. E. A. Poroscraro u mpegocraBmis caoso A. II. T'pysuamesy,
KOTOPEIT 1aat KPaTkylo XapakTepUcTHRY Hayumofi nbarersHocTn moroiiHAro
E. A. Poroscraro. Ilocab pbum A. II. I'pysusmesa mamars E. A. Poros-

- ckaro OblIa MOYTEHA BCTABAHIEMT.

2. IIperchbiaters coodmuis 0 COCTOSHIN cpercres Oomecrsa u
0 Mojaoxkenin meyarania «Coobmeniiis. ;

3. llpexpcbrareap coodumuas o coraacin Benrepcroit Arajgenin Hayrs
Ha 00MBHT u3tamigmu.

4, IlperchraTess 1010:KHID 0 MPeLIoIAraeMOME YeCTBOBAHiA 50-1b1-
HATO DOmies HayuyHo#t pbareasmocru G. Darboux. IlocramoBaeHo NPUHEATDH
yyacTie Bb YeCTBOBAHIN U MOCIATh Ha Melalb Bb Tecth Darboux nss GCPeLCTRE
O6mecrsa 50 fr.

5. C. H. Beprmrefias crbrars mparkiii pedepars o crarsh Vallée-
Poussin’a. i

6. I. M. Coumos® 1010%uab crareio A. A. Mapkoa «06m OTKEPBITiH
II. A. Hexkpacosa».
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7. H. H. Cairnikost cibrars coobmerie «Kb Teopin XapakTepaCTAED
u ed TIpHIomeRii».-
- 8. II. K. Pyccesans crbrars coobmerie: «Ilo 10BOJY HOKABATEJIBCTBD
obobmennoii reopemur C. Ju».

3acwoawie 4 mapme 1911 1.

Ipucyrcrsopaiu: A. M. Cummoss, A. II. I'pysumuess, I'. A. I'pysun-
mes», M. H. JMaryrueckifi, 9. B. Peunmcrii, M. H. Mapuerckifi, A. IL
Ime6opekiii, H. E. Moxrsrams, II. M. Epoxuus, b. M. Kyipesnus, Boe
Togpmans.

- IIpenchaareascreosars J. M. CauuoBs.

1. Joa0KeHs U YTBEPAIEHD [NPOTOKOXH Hpebllyularo sachiamid.

9. I. M. CumIops €OOOMEIB O BHXOAB MOAB ero penakmieil I-ro Bb-
nycka «Pycckofi MarTemaruueckofi Gudaiorpadiu» u mepeiart Bb OnoIioTeKy
OdmecrBa 1 DE3EMILIAPD. J

3. I'. mpexchrareas cooOmuIh O cOTAacin Ha o0MbHD U3TAHIAME  CO
croporsl CTORDOIbMCKON AgafmeMinm, ~AwcrepiaMckoil Axajemin n «Jednota
Ceskych mathematikt v Praze».

4, I. npencbgarens cooGUIID TIOCTAHOBIGHIE (HINKO-MATEMATHIECRATO
gakyiprera yurarats 3a meuaramie Nele 3 m 4 XII roua «Coobmeniit» us%h
CYMMB, ACCHTHOBAHHRIXD Ha NeYaTaie couumerifl 1o 350 p., ¢b TBMDB UTOOBL 110
yrBepaienin cMbrh creniarbHBIXh CPeICTBh JHUBEPCUTETR, 200 py0. ObLam
BO3BpalleHsl 00paTHo.

5. I. npexchiaress coo0murs npocs0y oubaiorern Mockopckaro YHu-
pepenrera o Boichlakh XIT roma «CooOmiemifi». ILOCTaHOBIGHO BHICHUIATH
mo whpb BuXoza Bb cBETL M MPOCHTH NONOIHATH [I6QEKTHL «YUEHHIXD 3a-
mucoknb MOCKOBCEAro YHHBEDCHTETa».

6. A. II. Tpysummess cabrars coobmenie «Ilo moBoxy npeo6paaonaﬂm
JIopeHna U TPUHIMIIA OTHOCHTEIBHOCTH>.

3acwoanie 18 mapma 1911 .

Hpucyrersosaiu: JI. M. Cummoss, A. II. I'pysunmess, C. H. DBepr-
wrefies, M. H.. Mapuesckii, II. M. Epoxurs, H. E. Hoxvarnas, B. M.
decenro, A. II. [Tmedopekiit, M. W. Caxaposs, H. I1. Bbaaess, H. A. Kupba-
k0BT, . M. Hasapesckiii, B. H. Momesko, J. I'. Samopomens, I1. B. [Ilenereps.

1. Joxoens I yTBepEICHD IPOTOKOID IpEIBIYMaro sachbramis.

2. II. M. Epoxuns cabiars coodmerie «O upuanunh oTHOCHTEABHOCTH .
Bawbuania cxbrarn A, II. Tpysunuess u 1. M. Cunmoss. |

3. M. 11. CaxapoBh JeMOHCTPHDOBANG ONBITE KapeHIuIIa.
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Jacwdanie 31 mapma 1911 1.

IIpucyrersosany: B. M. ®ecenko, I1. M. Epoxuss, C. M. CeMurbToBT,
M. H. Mapuesckiii, JI. T'. 3anopoxens, H. Il. I'pnrenso, b. I1. Kyipesuus,
B. H. Momenro, II. B. Illenexess, E. II. Asciorn, M. A. Kupraxoss, . M.
Hagapesckiil, A. II. I'pysunness, I'. A. Ipysuuness n H. II. Bbagess.

TlpenchrareascreoBars J. M. CuHIOBT. _

1. IIpegchrarens coobmuns o moryuerin orp akal. A. A. Mapkosa
HeJocTAOINXE BE Oubriorexbs OOmecTsa crareidl ero.

2. Hpegchiaress JOIOEHID O IOIyUeRiMm Jaa HevaTaHigd CTAThU

A. A. Ppudmnana «0 paspickanin vacTHRXD phmenift ypasmenifi Jauzaca»

peromengoBarnofii B. A, CreknoBsiMb. IlocTaHOBIEHO HaleuaTaTb CTATHIO
BB «Co00IEeHiAXD>.

3. H. II. Bwaaess crbiard IORIAlb: «DIEMEHTApDHAA Teopid mpmdIH-
HEHHBIX> BBHIUHUCICHIN».

4, I A. Ipysumyess cibians TokIalh: <AkcioMa 0 NapaJlelbHBIXD
I HEeeBKIHI0BA TeOMeTpif», BD KOTOPOMbL YKasalb, BB KaKUXD pasmbpaxs
IOHATIA HeeBEINI0BOft TeoMeTpin MOTyTH OBITh BBEIEHH BB Kypch Cpeluei
MKOIB, IIPHYEMD BLICKA32JCA IPOTHBG yBIeUeHift BH dTOWD HANpaBieHIH.

sacwoanie 30 man 1911 .

Mpucyrersoaau: B. JI. Kyapesuus, E. II. Akcwors, B. M. ®ecernko,
P. 1. Ionomapess, I'. A. I'pysunuess, 1. M. Hasapesckiii, H. Tuxonoss,
H. II. Bbagess, H. E. Hograruntn, Y. B. Peunnmcriii, J. I'. 3amopomens
u C. M. Cemuxbrons.

TIpeactrarenncreoBans J. M. CuHDOBE.

1. Ipexchaarens JOX0RHIEL, UYTO KaKh OHD Y3HAIH BO BpeMd CBOei
nobsnsu 8L IleTepdyprs, Ha Xonaraficrso Martemaruueckaro O6mecTsa Ii0-
carbgoaro OGaarompiaTHoe 3akioueHie Yuenaro Komurtera, orwbrasmaro
megarormyeckyio rbarersrocts O6mecTsa, U HA IOKIALH Komurera yme 1mo-
crbroara GurarompiaTHas ke pesomonia Mummmcrpa. Cambiii paswbps cy6-
CHJIH JNOTEKEHD BBHIACHUTHCA BEL Onumaiimee BpeMd.

Br crasu ¢o sTuMt npepchrareas nossakomuas CoGpamie ¢ maamamu
paclmperia m3jaTerbekoii xbarersmocrn OOUIECTBa H3JAHIEMD KAKD KIACCH-
YeCKHXD MEMyapoBh, HMBOIMUXD 3HAUeHie I MId HpenojasaTerefl cpejgmeii
" IIKOJBI, ¥ 0030pOBH COBDEMEHHAT0 COCTOAHIA OTXBIBHBIXD oTpacieil mare-
maTmueckoil Haykm, Takb n BajbieHieMd BB 0codyb cepiio «Tpyrosn» 06-
mecrBa Gorbe KpPymHRIXE® mocTymawmux®s BH OO6mecTBo padorTs. 9DTOTDH
1poekTs 0yl1eTh BHeceHD Ha o0cykgeHie rojguunaro cobpamis. Kpomb Toro.
moaydeHie cyOculin JacTh BO3MOMKHOCTD Telleph #e MPUCTYIUTH Kb OpPraHu-
3alid OpoeKkTUpoBanHOfl Hegarormueckoii OuOTioTeKH, KOTOpAd JOMKHA 3a-
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KI0UATH 1eJATOCHUECKY® JIHTEPATypPy, YUEOHHKH 1 mocoGis mo MareMaTHRB
BB cpepmeil mKoIb. Kpowb Toro, nid OTEpPHITiA OnOXIOTERD BbH ussberHbIe
IHU [0 Beyepamb Hajo0 HPULAACHUTD ocofoe numo 3a miaty. lIpmCyTCTBYIO-
mie BB npuEnunS 0Z00pHIH ATH ILTAHBL

9. Tlpenchiarers cOOOMUTb O OCTYHIHBIIAXD HOBLIX'E KHHTAXb H
KYPHAIAXD.

3. Mpeachiareib X0IORUIL 0 HPEATOIOEEHHOMD ¢b31h mpemojaBa-
rerefi MaTeMATHRH U (H3HKH.

Bacwoanie 25 asyema 1911 v.-

Ipenctaaressersosars 1. M. CUHIOBD.

Mpucyrersoanm: A. . T'pysunIes®, E. II. Axcors, I. A. I'pysus-
nesn, M. 1. CaxapoBs, C. T. Jenuenro, H. H. Esroxumoss, H. E. Tlog-
paraas, C. M. Cemurbrops, 1. B. Peunicgifi, M, IH. MapueBckii, JE
Bamopomens, B. H. Momenko, P. 1. Ionomapess, H. 1. Bhuaess.

1. Tperchbiareas KOIOKMID O IPEICTOAILEMDE ewbarb mperopaBareaeii

MATEMATHEH, IpH 4eMb TPeLIoKIID gambrurs s3apanbe HOKIAXBL, U3 enb-
TamEEXb yke Bb OOmecTsh, KOTOPGIE MOTIH 6% GEITH TOBTOPEHH! Ha CHB3Mb.
OTHOCHTEIFHO HOBGIXD JOKIATOBH IIpejchrarTeneMb BBHIPAKEHO moxeganie,
uroOEL OHIl OBLIN TOABEPTHYTH CHAUAJQ OOCYRACHIO H2 sachranisxs 00-
I[eCTBA, UEMY I MORHO IOCBATHTL 3achianid 10 Pompecrsa. IMocab obmbaa
vubHifi coOpanie IPUHAIO TpeLloKeHIe npenchraTend, mpH YeMb HPHSHAHD
exaTensHoll mepejaua OONIECTBY UPeABAPUTEILHON MEHSYPEL JORIAAOED uie-
mosp Obmecrsa. Kpowb Toro, MpHCYTCTBYIOIIHMA OBLIM BRICKA3AHLL TIOEe-
IAHIA, YTOOKL CO CTOPOHSL HAUAThCTBA OBLIN pagphiens #a sTOTH CHESAD
EKOMaHIIPOBEM.

2. Ipenchrareisn cOOOIIIIE O MOJOEeHIN nanaTeabckofl KbareapHOCTH
Oduzecrsa.

3. Tperchiarens MPELIOANNE yTBEPAUTs MPOTOROILI NPOTLIBIXD 3ach-
nauifl BB BUIY HE0OXOIMMOCTH TeYaTarh HXb. Cobpamie yTBepAHIO TTIPOTOROIEL.

4. Ilpegchraresp FOIOMILID O waspagenin Maremarnueckomy OOIiecTBy
Mumucrepersods Hapozaaro [Ipoceburenia emeroiuoi cyOcmiin BB pasmbph
900 py6., cb Thwp urolHr mOcedie M3H CHEIAIbHEXD CPefcIBh Y HHBED-
cuTeTa He YMEHBIIAIOCH. A ;

5. Iperchraressb JOIOEHIB O paspbmerin emy, mpod. CHEIOBY, I
npogp. ITmeboperony Tockuars yporK MaTeMATHEKH BD PeadbHHIXD YIHIH-
mMaxb Cb IBIBH 03HAKOMIEHIA Cb HOCTAHOBLOM TpemnoaBaia CUemialbHaro
Kypca MATeMATHRN BH 7-Mb K1acch HABBAHHBIXD YUHIAID. :

6. Ipexgchrareib JOI0ERULD O neuaranin Maremarnaeckums OOMECTBOME
crarsn Jobauesckaro: ,Hohd Hauwaia reoMmerpin, Ipn UeMs TPeIoELLD

- gasHauurh whay arofi mmurt 1 py0. Codpamie cOTIACHIOCH CB TpejLIoEe-

Hiems npegchiaTeld.
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7. Ilpeacbparenss coobmuns o upiodphrenin MarematuuecknMs 00-
INECTBOMD KHHUI'P JJAA MHegarormueckoii OmOxioTerH, HMeHHO: HBMEIKHXD H
BBROTOPHIX'®E JPYrux® yueOHnkoBbh. OT5H (PAaHIY3CKHXD RHATONPOJLABIEBT
noxyueno uspbmenie o cruirb, xotopyo omm Gyxyrs rbiars. Hbkoropnia
KHHTH OTH HHXD yike Bemmcansl. Ha owepemum mnpiobpbremie amraifickuxms,
HTAJiaHCKUXD I PYCCKHXD KHUTB. Kb PyCCKEMD aBTOpaMb M H31aTeldMD
MPETTON0KEHO 00paTHTheA ¢ TPOCKOOH O MOKEPTBOBAHIL MMH KHHUIG. Db
TBIAX's 3HAKOMCTBA ¢b HOBEIME KHHIAMH TOCTAHOBIEHO BEHIMHCATh , HmX-
Hy© abroumen®.

8. OOcymnaan TOPSI0KD MOIb30BaHia Gubmiorerow. IlocTaHOBHIY:

Jas moapsoBaHif KHETAME Ou0iioTera A0MEHA OBITH OTEPHTA 3 pasa
Bh Henbilo (BTOPHUKE, UeTBepPrs M ¢y6oory) 016 6-Tm w. 10 9-TH U. Beuepa.

Kenrn Moryrs GHTH BHIABaeMbl WIGHAMDE 00mECTBa, Ha JOMB Ha 2
megban. Bo cryuab memvbmia Ha mEmry moBaro Tpe0oBaHIA OHA MOEKETD
OBITH [aHQ Ha HOBHI CPOKD.

Jag 3anncu pasInuHbIXE HoEeIanii Tomsna OLITh 3areIena 0co0asd KHATA.

Ilxaty GubaioTexapio HasHauuin 25 p. B MBEAD, HCKIOUAL KAHUEY.IEL

Hocramosnin, Bb BUAY yBeImueHiZ pabOTH TPHOABUTL IIATY CIYHRH-
TEM0 10 5 p. BB Mbeans. (Bwbero mpemmuxtn 2 p.).

32 NPOU3BEIEHHYI0 TEPeMHCKY KAPTOUERH IOCTAHOBHIN VILIATATH 110
6 ROI. 3a KamIymo.

9. Ilperebgarenp J0I0ENIG 0 IPOHSBCIEHHEIXD IBTOMB pacxogaxs.
CoOpaHie yTBEpAHI0 HXb. : :

10. IIperchrarers coobmmrs o moayuedin usgamifi ors PABIHIHBIX
VUeHBIXs 00LIECTRD I 0 TOCHIES BB 5TH O0mecrsa usganiit XapbEOBCKATO
Maremarnuecraro O6mecTsa.

Loduwunoe sacwoanie 5 oxmatps 1911 1.

Ipucyrersopan: X. M. Cunmoss, A. II. Ipysumuess, H. H. Caars-
rosb, H. H. Esgoxmymoss, C. H. Bepumreiins, Y. B. Peunmckift, B. M.
®ecenro, E. Il. Arcors, B. W. Kyipesmun, P. J. Ilomomapess, M. I1.
Caxaposs, II. M. Epoxuss, I. A. Tpysunness, A. II. Ilme6opexii, H. II.
Bbagess, M. H. Jaryruucrift, . A. Pomancrift.

IIpexchrarerpersoBars A, M. CuHIOBE.

1. Joioxer®s H yTIBepEILHTD 0TueTs 0 mbareapmoctn (O0mecTsa 32
1910/ akaX. Tolb H JeHEERHBIE OTYETH 0 COCTOSIHIN cpenersh O0mecTBa.

2. Oo0cympaxes Bompoch 00h OpraHm3allil Iegarormueckofi Oubirioreni,
ITpH YeMh TPUHATO IOkeJaHie O IONOAHeHin OmOIiOTeRE yueOHHKAME MO
aleMEHTapHO MexaHukb, coraacHo mperaomeniio H. H. Caxrsikosa. Yto
Kacaercd yueOHMEOBD 10 (usurb, 1o moka pbmeno uxs me mpiodpbrars,
DPUHAMAA BO BHUMAHie, UTO OHH MOTYTH OHTH IIpioOpbraeMEl BB OudaioTery
(UBHYECRATO CEMIHAPA.
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3. B moueTHBE WIeHE exuHOriacHo (per acclamationem) n30paHEb
npod. Richard Dedekind.

4. Bp 4IGHH-KOPPECIIOHIEHTH eTHHOIIACHO (Per acclamationem) u30pads
npod. Moperoii Aragemin A. H. Rperaops. :

5. Best ms0Opamis COTIACHO yCTaBy BOWIEND IPHB.-TOL. XapbroBCKaro
Vansepeurera 1. A. Pomauckii. \ 3

6. Joxomemo upuriamenie Aranemin Haywh HpUHATH yaacTie BDH Ue-
crposamin  200-gbrig M. IL. Jlomomocosa. IlocTamoBaemo cOCTABUTH IpH-
pbreTRiE W IPOCHTH TOUCTHHXD WieHoBH OOmectsa A. M. Jamynosa n B.
A (Creriosa GeiTh mpegcrapurenaMu Obmecrsa.

7. IlpomsBereHE! BEOOPEL PaciopAIUTEIbHATO KOMATET Ha 1911/52 akag.
roxpt; usGpamsr mpenchiaresems mpod. L. M. CHEIOBS, TOBAPHILAMI TPE]-
cbaarens mpod. A. I Tpysurmess umpod. II. K. Pycchand 1 cexperapeMs
mpop. A. IL. ITmeGopexifi.

8. Hocramosieno mpocurs H. II. Dbzgesa oraspiBaTh U BH OTOMB
rOLy TOMOMB CEEDPETapIo OfmecTsa.

Oryetd 0 abaTennHocTH Xapbkosckaro Matematuyeckaro OouiecTsa
sa 1919/;; akaj. roab.

Banarig Maremarnueckaro (OOmecrsa Bh O0TYETHOMD TOXY OTRPHLIMCH
ofmuWh TOLHIHEINME coOpanieME 26 centalpa 1910 r.

Tocab saciymamia u yTBepijeHIA oTdeTa 8a MCTERIIH TOLDL ITPOMS-
BEIeHD BHOOPD WIEHOBD PACHOPATHTEIBHAT0 ROMUTETA Ha 1919/;; 1. VsOpa-
a1 npegebraresems mpod. L. M. CHHIOBE, ToBapHILaMit npexcbraTes mpog.
A. II. Tpysusmess n mpod. 1 K. PycchaE® u cerperapeMs npod. A. I
Tlme6opexkii. : :

Bb TeqeHin HETERMATO Tola EpoMb rogmunaro sachpamia ObLio yerpoe-
mo 8 sachiamifi, #3H KOTOPHIXD 6 HAYYHBIXD U 2 MeJArOrHYecRIXD,

Ha srnxs sachiamiaxs OHIH cibIanpl cabryomlie TOKIajbl:

1) H. II. Braaess. d1eMeRTapHAsS TEOPid Ipul RS HHBIX'D BEITHCICHIT.

9) I A. I'pysumuess. O0B OXHOI TeopeMB 13b TEOPiM HEmpephB-
HLIXB (YHEILI.

3) I A. I'pysumyess. ArcioMa 0 DAPALIEILHBIX'D H HEIBRINL0BA TCO-
MeTpiA (BO3MOAHOCTh BBENeHiA MOHATIN HEeaBLINTOBOI reoMeTpin BT Cpej-
meit moxb). ;

4y A. II. I'pysunyess, [1o mOBOXY npeodpasopanifi Jopenna u IpHH-
IATa OTHOCHTEILHOCTH.

5) II. M. Epoxuws. O mpuHUAITS OTHOCHTE.IBHOCTH.

6) M. IT. .Zimymwncmﬁ,; O IIpUIOREHIN TOMAPHBIXD ONepallil KD HHTe-
rpuposanino muddepennialbHHXs ypaBHenii.

1) M. H, Amymunckiii. Bropoit IORIaIb Ha Ty ke TeMy.

R) A. A. Mapwoss. 065 orsprriaxs II. A. Hexpacosa.
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9) H. K. Pycevans. O teopemaxs C. Jun n B. A, Crexaosa.

10) 1. K. Pyecvans. 1lo IOBOZY IoKasaTebcTBa 0000meninreopenst C. Jdu.

11) H. H. Caxmwiross. 0 npniomemin TEOPI XapakTepPUCTHED Kb
HHTETPUPOBAHI0 Au(. YPABHEHI BD YaCTHHXS IPOHSBOTHHIXE 1-10 THOPSAIRA.

12) H. H. Caxmwimoss. Kb Teopin XapakTepUCTHRS H HX'p NPHIOKeHil.

13) M. H. Caxaposs. JeMoHCTPAIIS OUHTORE Rapennnma.

14) . M. Cumyoss. Kb BOIPOCY 005 0COGHYD 9IeMEHTAXE KOHHEKCOBD.

15) 4. M. Cumyoss. Ocruosanig TEOPIH COUPAKEHANIXD KOHHEKCOBD.

16) A-ps @. Il. Heamoss. O0B 0IHOMB HOBOME esoiictet mpocroro
TapMOHHYECKATO IBIECHIA.

17) A. A. Dpudnans. 0 PasHCEAHIT YACTHHXE phiewift ypasmenia
Jamraca.

B merexmens roxy smmim Bh chre 2—5 Beimycrn XII T, , Coo6-
-enil* OOmecrsa n Gpommiopa, ITOCBSMEHHAS 0OHICH npod. A. II. T'py-
SHHIEBA; HAXOLUTCA BB Ievatd 6 Beuryckds XILT. n kpowb Toro mewaraercs
crarba H. I, Jo6avercraro ,, Hoesig Hava1a reoyerpin® u lurapa ,0Gosphrie
HOBBAMNXE yembxons amarmza®.

O0mecTBO MOHECIO BL HCTERITEME rogy noTepio Bb aunb csoero 1hii-
CTBATEIbHATO wWieHa Ipog). E. A. Poroscraro. »

Bt qneao wienoss Obmecrsa usopams: 1. M. Epoxuss, H. E. Ilo1-
TAruEs, C. M. Cemurbross uw B, A. Crynenuops. TaxuMb o6pasoms b
EOHITY HCTERITAaro roxa OOMECTBO COCTOLIO H3D 24 HOYETHEIXE, 83 nbiicTBi-
TEIBHLIXD U 35 YJeHOBH KOPPECIIOHICHTOBS.

IIo mpmwbpy npexEnuxs abre |, Coobmenis Odmecrsa“ + PA3CHLIATNCE
PA3INYHEIND YUOHBIMB OONGCTBAMD H HAYUHFINE I TIPOCEBTHTETEHEND Yupex-
ACHIAND BB O0IBIHHCTES CIVI4eBs BB 06MWBED HA UXE a3ranis. O0mecTBoMS
BD HCTEKIeMD To1y Osio cabramo HBCKOIBEO Tperiomenifi o6m ofMERE @3-
AAHIAME; [OKA HOIYTeHo coriacie ma oOMBEE u cOOTBBICTBYOIMIA nagania
,OTB CIBIYIOUNXE yueHxs 00mecTss: Jednota Ceskich mathematikt 8w Ipars,
Kralovske ceske spolecnosti nauk, Smithsonian Institution, Benreperoii
aRATEMIH HAYRD, AMCTepIaMcEoli araieMin Hay&bh, CTOKTOIBMCKOH akazemin
Hay&b, Societas Scientiarum Fennica m C.ILB. Texmoxormueckaro Jacri-
TyTa. Kpomb Toro momoimensr AMepuEaHCEIMD MaTeMaTHueckuMs Oome-
CTBOM> H yHHBEPCHTeTOMS [Ix. Toukmmca Bw Barrumoph AeeKTE BB
Bulletin's American Mathematical Society m BB mypmarb ,American
Journal of Mathematics* m npmexanm Ipemdia  usgaHia Smitshonian
Institution. Takums ofpasomMs EE KoHLIY roja ,,CooOuienig® BrichLIammcy 47
DYCCREMD OOIECTBAMD I VUPEHICHIAMD I 46 UHOCTPAHHEING. J0XEHO OBITH
OTMBYEHO TO 0OCTOATEIBCTBO, YTO TOJOKEHO OCHOBAHIE mexaroraueckoii 6uo-
diorern. IToka mpioGphrens: wbMemgie yueGHukm 1 Hawainch IIEPErOBOPEL Ch
(panmyscruNMH, HTAXAHCKUME U amTIifickmmu EHHTONPOTABIAME 0 IIpiodpb-
TeHIH OTH HUXB COOTBBICIBYONIUXD JUeOHHEOB HA IbIOTHLIXE VCIOBIAXE.
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Ha cpefctBa OOmecTBa BHIIECHBATHCH CrbIyomis msgamia Acta
Mathematica, Mathésis, I'Intermédiaire des Mathématiciens, Hoffmann’s
Zeitschrift fir math. u naturwiss. Unterricht. b

TlocramoBieno Brimucars L'Enseignement mathématique u Unterrichts-

! blitter fir d. mathem. u. naturwissenschaftlichen Unterricht.

Bexbzersie pacmmperis OndaioTers TOCTaBIEHO IPHTIACHTD Ha YIe0-

HOE BpeMd IOCTOAHHAro Oubiiorexapd ¢b IIATOR WO 25 P. BE mbeams. Bp

HACTOAIIEe BpeMa OuOrioTeka oOuecTBa OTKPHTA 0O 3 pasa BH HEIBIO

(BTOpHHES, UETBEPI® W cy000Ta) 01H 6 10 9 Yaconb. CocTaBieHD KapTol-

PHit KaTalorsk, Ha 9T0 accurHoBama OTIhIBHAA CYMMa Cb PACcueTOMS 110 6 K.

38 KAKIYI0 KAprouRy. I10700Hbis 3aTpaThl BOBMOKHO OBLIO BEIIOAHUTEH O1aro-

1apg tomy, uro Murucrepcrso Hapogmaro Ilpocsbuieris accuraOBalo 06~

IIECTBY emerofnyio cybeniiw B pasubph 900 p. ¢b Thub, 4T0OH BELA-

BaeMoe 10 cuxt moph Odmecrsy mocobie 0Th XaphEOBCKAro Y HUBEPCHTETH

He yMeHpmaioch. Heapss He oTMBTHT M TOr0 0DCTOATEIHCTBA, UTO BB . Ha~

crosimee BpeMa OOIecTBO TOTOBHTCA NPHHATH IBATEIbHOe yIacTie BB Upel-

; croament cHb3rh mpemozaparedeil MaTeMaTHRH BB C.-IerepOyprb.

: HakoHews, I0LKHE0 YIOMAHYTE, 4T0 Bh HCTeRmeMT rogy 00mecTso mpH-
HHMAI0 yuacTie BB uecTBOBaHiE 40-1brHATO I00MIEA IOYETHATO UYICHA 06-
mecrsa mpod. H. E. siyroBeraro, IIpH 4eMb 9T0 yuacTie BHpasmiach BB IO-
cELikb 0OLIZPY TpEBbTCTBIA, IPOUATANHATO MOUETHHIMG WieHoMD (0mecTsa
mpog. K. A. AHIpeeBHIME.

3 Kb HacroAmeMy OTuUeTy NpUIATAETCA KACCOBOM OTUETH CeRpeTapd 00-
IECTBA € OMPABIATEIBHHIMI JOEYMEHTAMH H IPHX0J0-PACXOXHON KHIERON
Il CIPaBEA, TaHHAas T. OYXTaaTepoMb YHHBEPCHTETa OTHOCHTEILHO PacXomo-
BaHig cYMMB, TpHHALIEERAMUXD OOMmecTBy H HaXOJAMHAXCA Bb racch Ymu-
BepCHTEeTA.

ﬂ,enemnuu oT4yeTH cekpetapa Xapokosckaro Martematuueckaro
O6uwectea 3a 199/;; akaj. rogb.

nPHnX0OJ1b.

1. OcTaToks OTH NPEEMATIIANG TOEA. + 0 i s le ale w 119 P 10 B
9 1looTYHHAD. CACHCBEX S BEHOCORE L o« s in e mat e OB G

3. Iloayueno 3a oTbIbHBIE OTTHCKI cTaTedl, HaleYaTaHHHIXb
Bk CCODDIIPEEXE" . g e i i Laiian
-4. 3a Tnpomamy 1 k3. HHccepranin A M. JHHVHOM R e s
HWroro B mpuxors . 196 p. 45 K.

A CK O 40D

1. Ymoratemo A. Hermann’y sa ®ypEAIH . . . . . . . . 41p. 94 &
4 He mernis 35 vetre G Darhaux il s i ot o DU e
o e penieTs BERDE: &' & wiln o ettt s s Maaia et oo b e R
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4. Yaii Ha sachpamiaxs . . . . SR e R e L T e
5. IlouToBHe, THIOTpAdCRie I KQHIeIdpckie pacxXofipl. . . . 32 , 94
6. CamoBaps, vafinas mocyja U 2 TREAHE YadHEIXE J0EeTeRD . 25 = b
el SR B e R o B EE R  E . —

Hroro 81 pacxorh . 162 p. 74 k.
Taxnws 00pasoNt Eh HAYALY HACTOSNIATO TOXA BH kaceh ,
Obmecrsa octaeTcds . . . . SR sl

(‘eRpPTapb Oﬁmecma . ﬂmeoopcmu.

Cnpaska o npuxoab pacxoab cymmb, accurHyembixb M3b cne-

Uia/bHbIXb CPEACTBL YHMBEPCHTETA, W NOCOGIA M3bL CyMMDb Mutu-
crepctBa Hapognaro MMpocebiuenis.

LX)

OcraBazoch Ha 1 ORTAGDE 1910 T oo.oovnnisnn. .. 186 py0. 54 ko
Ilepeuncieno u3%h X084HCTBEHHNIXD CYMMB BD BO3MBIIeHie
U3DAacX0L0BAHHIX'G HA pioOpLTenie 18yxs mraPoss. 100 » — »
Accurmopano ®msuro-MareM. dakyirsrerons BH mOCOGie
Ha newaraHie crateu M. H. Jaryrmeekaro ... ... 150 » — »
Tocobie mo cybrh cnemiarbHrxs cpereTss Ha 1911 I.. 700 » — »
Hocobie uan cymms Mumumcrepersa Haporm. Ilpocs..... 90C » — »

2036 py0. 54 wom.
ek D h,
Tumorpain M. 3uisbepoepra u C-ba 2a mewaramie «CooOmeniit Xapsr.
Maren. OGmecrsa:

e e AT SRl 145 p. 05 E.
R T G 139:p 80 5 iy
LA e S G 276 p. 80 &.
561 py6. 20 Eom.
Pacxofsr mo oOMBHY MBIARIAME. . ... .. ... o 0rsrnsin s gy
Pacxogsl mo oprammsalin merarormueckoit 6mnérioTern of-
ORI o L T i S e el 107 =798 2y
sRaroBarbe OuOIOTERADI 3a CEHTAODD. ... ........... 25. » — »
» CIYRETEAN ODMECTRE. . ool v i o D REC TN
737 py6. 71 gRom,
Qeraestd wa 1 osmsbpe. . /.o i 1298 pyd. 83 kom.

1) Npuguratoes 156 p. 45 E., H0 17 p. 10 ymraueso u3s cymMb, HAXOIHBIINXCH
¥ CexpeTapd, Kakb HOAyUeHHBIE 34 OTIBABHBIE OTTHCRI.

?) Bs a1y cymmy me Boma ymIaTa mo npexcraBieHAsMt BT Ilpasrenie cuerams
M. Bera ma 290 ». m A. Hermann’a ua 42 fr.
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[Ipniomenia Kb 1IPOTOKOJAMD.

KOHCIIERKTDL JORJIAA

,Pe3yIbTaTel HA0MI0JeHil HaAb TOPUSOHTANLHLIMM MAATHHHAMA HA
Xapbkosckoit Actponomuyeckoit O6cepeatopin Bb 1909 roay“.

Accucrenta Obcepsatopin 5. H. Rydpesuua.

(Mpounrans 27 mapra 1910 r.)

Ha Xapsroserofi Actpomomuueckoit OGcepsatopin mpod. I'. B. Je-
BUIENMD YCTAHOBJIGHHE BH 1893 T. 1Ba JI€TRUXE TOPUBOHTAIBHBIXD MaATHARA
cucremist Rebeur-Paschwitz'a. Ilpunumas wepiorh koieOamis 0ABHOTO H3B
HUX'H BD TOPHBOHTAIPHOMB IOJ0OKEHIH PaBHBIMG 145.00, & Bb BePTHRAJILHOMD
0s.41, hoiyuaews: 1) yroab ¢, COCTaBIfEMEIl ero 0asucoMb ¢h BEPTHEAILIO
PaBHBEIMG TPHOINBUTEIBHO 3'; 2) JIMHY IPOCTOTO BEPTHEAIBHATO MAATHURA,
OOTBBTCTBYHIIATO IAHHOMY TOPHSOHTAIBHOMY, paBHOfi 200 metr. u 3) pas-
CTOAMie IeHTpa KauaHiil 0TD Oasuca Iasd BEPTHRATBHATO MOM0KEHIT MaAT-
PHEA PaBHOM 168»%; Girarogapsd Ke B5epEAIBHON perucrpaiin, IOIyYaeMb
IIHHY WHIIRATODA, COOTBBTCTBYIOMATO OTHOMY H3% TOPH30HTAJIBHBIX'H MasfdT-
HUKOBD, paHofi 10000 metr., uYTO 03HAYaeTh, 4YTO OJUHD MHILIIMETDD
AMILIATYIH Bamuch cooTRbrersyers msMbuenilo orsbea ma 07.02. Beabicrsie
HEYIOBIETBOPUTEAbHOCTH TOoMBINeHId, usMbHEHIA TeMIepaTyphl OKa3BBAIOTH
cIIbHOE BAifHIe HA MasATHHESG: HarpbBaHie coaHIEMT CTBHB 31aHid BHIBHI-
BATH MHOTLA 3HAUATEIbHOE YKIOHEHIE MAsSTHUKOBD Cb ACHO BhIPAKEHHLIMD
nepiogons koiebamia BH OJURD JEHL; KB 3TOMY npubaBigerca H BpexHoe
piigHie ochiamia BuETOBD, Beabacrsie wero Ha XapbroBcKoMB ceficMorpadsb,
IpH ero TemepemHueil yeTaHOBED, 0KAa3aIHCh HEBOBMOKHBIME n3cabroBaHig
Haqh TMepiogmuecknMts usMbHeHiews Teorpaguueckofi muporst whera, mpn-
AMBAMH I OTINBAMI BeMHON KOPH u T. . ROHCTATHPOBAHO TAKE BIiAHe,
HA MAgTHHKD CAYYAfiHbIXD COTPACEHII IOYBH, o6yCJIOBJmBaéM51XT> HABHBI0
ropoja u Xomemiews # paboTaMu BH 3laHim 00cepBaTopin, BiigHie BbTpa,
npoMepsalis mmouBsl B T. I. ComocraBieHie OTCYCTOBD XaphROBCKUXD Balll-
cefi OTIBIBHEIXD BeMACTPACeHifl ¢ 3alICAME APYTHXH CellcMIUeCKUXD CTAHILE
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(CrpaccOyprs, I'amOypre, Barapig, Byma-1lemrs, 3arpe6s) mokasaio, 4To
KOPOTKad IJINHA vaca Ha ceiicMorpaMmMax® (1M== 2°0) oueHh UacTo IaeTh He-
BBPHBIE DPE3YIBTATHL J14 MOMEHTOBH HAUAID PAsIHUHBIXG (ast celcMuue-
CKaro BOSMYMIEHIA; OFHAKO HECMOTPSA HA 3TOTH HETOCTATOLS PErHcTpalin
MOKHO ObLI0 TPUMBHHTD OTCUETH samnceil HBKOTOPLIXD seMaeTpsceHiii K.
onperbienin cropocTell pacIpocTpaenis PasInUHEXD ceficMUueckuX's BOIHD:
IPOJOIBHEIX'E, HONEPEYHHIXs M IIOBePXHOCTHHIX'E. (paBHEHie IIOAYYCHHEIX'
ckopocreffl ¢b pesyapraraMi Habmolesifi Rizzo u Milne'a 1azo Bmoanh
YIOBIETBOPUTEJILHOE COTJAACIE.

0 npenopasaHiu TpUroHoMeTpin BL cpeiHed wWwHonb.
1. 4. Ipysunyesa.

(Toxosmeno B5 megarormaeckons sachianin Xap. Marew. O-3a 19 2Y/x109).

Temepp, Kakb KameTcd, yke MOKHO BHICKA3aTh YBBPEHHOCTDH, 4TO pye-
CEQA CPEeJHAM IMEOId HAKAHYHD pe(OpMEL TPOTPaMMT U IpenogaBanid Mare-
yarakn. O0umee HanpasieHie pedopMBL ACHO: BBeIeHIe BE KPYIS MOHATIR cpel-
Hell mro.Jsl wiell 7. H. Becmell mareMaTnri. Haspbemee mswbrenie xapan-
Tepa MpenoiaBaHiA HeoOX0IUMO Takme W IId IPOBELeHid BB RUBHD HTOMH
ToukH spbuigs. Mmoro BB 9T0MB OTHOWIEHIH HAMB JAcTh, KOHEUHO, ONEITS
3alaH0-eBPONMEHCKOll U aMepURAHCKOH IIKO.ILL.

[pu mpemogasanin TpuroHoMerpin Muh mpumriocs usMbHHTD 00BUHOe
usnomenie sroro mpexpvera. IlpaBia Tpuromomerpis He Takofi 0CHOBHOI
IpeIMeTs, Kakh airedpa WIN TeOMeTpis, HO OHa Jerue MoLIAeTCA HAMbHE-
Hil0 BB 1yXb HOBHIX® Hjell Jame WPH COXpAHEHIH cTapoil HTPOrPaMMEL
Nawbreris, 0 KOTOPHIX'D A XOUY TOBOPHUTH, OTHOCATCH TAABHLIMG 00DA30MB
Kb TEPBRIMG YJPOEAMB U Kb Talh HA3HB. «TOHIOMETpiu».

Haunmaomiii usysars TpuronoMerpin ObBaeTs cHauAId ONEIOMICHD
EOIMIECTBOMD HOBBIXD I COBEDIIEHHO HEIOXORHUXD HA 3HAKOMBIS €My pamblie
IOHATIN: CBA3bL MEKIY yriaMu 1 OTpbakaMm, CHHYCH, KOCHHYCH H T. IL,
usmbHenie ux® npu uswbHeHin yraa wim 1yru, MEOTOBHAUHOCTH Arcsinx um T. -
Bb ocobemmocty aymiofi eMy Ramercs mies o (DYHRINM, KOTOpasg IOMIHI-
pyeTs Halb STHMH IOHATIAMH, Karb OBl HH 3aMaseBain 310 JUeOHHKH W
Kakb O HH 3arOHAIN €e BB MeJkili wpn(Ts I BHHOCKIL

Xors Bb KOHITS KOHIOBD y9aulifics I0BOAbHO ORICTPO OCBAHBAETCA CB
STUMH TOHATIAMH, HO A TOJIOERUTEILHO YTBEpEIAKH, 4To 570 Ibiaetes sa
CYeTD ACHOCTH M TOYHOCTH TPENCTABACHIIL.

Rarp Ha npuwbps yramy Ha OTHY U3 CAMBIX'B PAacIpPOCTPAHEHHBIXD
OMHOOKD yuamuxcs—cMBMUBATS CHHYCH ©b T. H. Jumiefi cHEyca; Take
3% haaro orrbaa TpUrOHOMETPin—R3MbHEHIE TPHTOHOMETPIUECKUXT (YK

PSS
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y HHEXD OCTaeTcd JIulib TO, YT0 CHHYCD BL T u 11 ueTBepTH—IIOJORATEICHD,
sp 111 u IV orpunarerend, a ROCHHYCH X T. L.

IlosToMy mMah nameTcs TOIESHHIMD OCTAHOBUTLCA HBCKOJIBKRO JONBIIE
Ha OCHOBHHIXD IOHATIAXH TPHLOHOMETPIML.

Y7o HOBALO y3HAETH yuallifiicad B TPUTOHOMETPiN ChH CaMaro Hauaxa?

CrpeMieHie YCTAHOBUTH CBA3H MEHLY CTOPOHAME H YIIAMil TPeyroab-
HHEa ¢ IBIbI0 BBECTH MOCThIEIe B BRMUCICHIA—BOTEH HEPBOS cabpeTsie
TMOCTAHOBRE 8ajaum TpuromoMerpin. Dpesmenie TPUTOHOMETPHUCCRUXD dyHER-
uifi IOKHO Y HACh ABUTHCA phmeniens 270 IIpeIBAPUTEIBHON BaLaUl.

TlocTaBHMD ROUPOCH: Oa 803MOKCHO At YCTAHOBHTD TAKyI0 ¢BA3D?
Ecin HaMb yAacrcs, He BBOIL (OpPMAIBHO TMOHATIA 0 TPUTOHOMETPHIECRUXD
pyELIiAxs, yObiuTh BH 9TOME YUGHHROBD, TO OSTHMD MBI TIOJITOTOBUMD HXB
yMHE KB Hieh (QyHRIIH. ;

Vrasr u oTph3EH—CIHITEOMB paa.mtmma' Benly, Takdb YT0 CcHAYAJId Ka-
ReTCS  HEBO3MOEHBIMD 1 HEIOHATHHIMG, Kakh OHH MOTYTDH OJHOBPEMEHHO
BXOJUTH BH BHIUHCICHIA: OKA3bIBAETCA OXHAKO, YTO BB reoMeTpin y&e IpH-
X0THA0ch IMBTh 1ba0 ¢b BEITHCICHIAMH, r1b BXOZATH COBEPUIEHHO Pa3iuy-
HELS BEAN9IEG 1 TOBOPI 0 BHIUNCIEHIN ILIOMaIefl i 005eMOBD. Ho Bsegemie
miomajieli u 00BEMOBE BhH BHUHCIEHie Hapasab Cb oTpbsKaME MOTIO OHITH
cxbiamo IuImb nocxh TOTO, KAk KARLYIO IIOMAlb Mbl CBASANL CD whRo-
TOPHIME OMpPeTBIeHHEIMD 4ieA0MD, 3ARHCAMAME OTh BEJHUHHLL OTPhBEOBb,
onperhbIA0muYs 5Ty ILI0MALh. 910 000T0ATEIbCTBO YEABHBACTD HA HATpaB-
xemie, BB KOTOpOMH cabiyers McRarh phuenie focTaBleHHOfl HaMH 3aJavl.

Hym®no, BHAUNTD, CBA3ATh RAKIBIA YTOIbH Cb HBROTOPHIMB UHCIOMD,
HAXOIANIMCA BB B3aBHCHMOCTH OTH BEJMUMHE OTPB3ROBE, onperbIsomIXb
9TOTH YIOJb.

Eean v nmocrb aTuxs paseymienifi, mimoeTpupoBaHHRXb—CaMO coboit
pasymberca— uacTHRIMI mpuybpami, BBeIeMD TPUTOHOMETpHYECKIe (YHRIIH,
To, f IyMap, yuamifica He Oyiers cMbUIMBATD CHHYCH CB NOPICPIMEYIA-
pPOMB, ONYHIEHHBHIME H T. L. :

Tard Kakh ¢h caMaro Havada § MOCTABHAL BBEIEHI® TPHIOHOMETpI-
qecknxd (VHENIL BB cBA3h Ch Bajaueil TpHPOHOMéTpm-—p'kmeHieM"b Tpe-
YIOABHUKOBD, I OyLy TOBOPUTS, pasymbercs, o cuBych yua, ROCHHYCH yraa
W T. A, a He o cuEych ayrm, kocumych myrm. Xord TaKoe H3I0KeHIe Cb
teoperuueckofi Tourn spbHia mnmbers cBOM HETOCTATKH, HO TUTARTHYECKId
OpenMyIecTBa ero CIHMEOMD OUeBHIHH.

Brocabaersin, ROTIA yuamgiecs yike 0CBOATCA €D HOBBIMI TIOHATIAMH,
BBejJeHie 9TOro GOoabe MEPOKAro BaTiAga OYEETH HE0OXOIUMO; 0e3h Hero
T. H. 0G00menie momATig o0B yrab W MOHATIe 0 MEPIOAMYHOCTH TPHCOHOMET-
PHUYCCKUXD (PYHEILH He MOTYyTH OBITH YCBOEHB €D H0CTATOTHBIMD MOHAMAHIeMb.

Hraks, HYEHO KABIBHI YIO4H CBA3ATH ¢ WHCIOMD, 3ABHCAIIUMD OTH
onperbasoIuYs 8T0TH YTOIB O0TPB3KOBD,
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s mbxb me coofpamenifi, m0 KAKHME s T0IbIIE OCTAHABIHBAICH
Ha BOUPOCAX', OOFIUHO 3aTPATHBAGMBIXT BCKOIbSH, s BBOAY LePBOHAYAIBHO
odny mpuronomempureckyio dyweyio <inz. Aro g 1biaw ¢ TEWE Goabme
OX0TO0d, 4T0 BehBMTB X010MB NpeJbIAYIUXD PA3CYHICHIT YUalliecd IPHBeLeHEl
Kb yObijenio—cd tourn spbHig Teopin Buoamb NpaBUIBHOMY—BT Heo0Xo0-
AUMOCTH U docmamounocmu BBEIEHIA XOTh OJHOTO UHCNR, CBA3LIBAIIIATO
yroart ¢b orphsramm. :

- Ilovemy 4 BBOMY UMEHHO Sinz, a He cosx miu tga? IlpeuMmymecTBa
SN # 3aKTOUATCA BH TOMD, U4TO OCHOBHELL (OpMYIEL, H3B KOTOPHIX'D MOKHO
BHBECTH BCO HEOOXOIUMOE I PBIIeHiS KOCOYTOIBHEIXT TPEYIOIBHUEOBT,
MOTYTH OBITh BEIBeIEHFI U35 YpaBHeHil, B KOTOPLLI BXOTHTSH TONBKO GH-
HYCB, 4 TOBOPI 0 T. H. «(opMyrh CHHYCOBB».

Cumycs A onperbidln, Kakb OTHOMEHIE BE IPAMOYIOLLHOND TPEYTOIb-
HUIE UPOTHBOIGRAITATO Kareta Kb Tumorenysh. M mekain UACIO, CBABHI-
BalomMee yrorb ¢b 0TphbskaMu,—sT0 OTHOUIEHIe I €cTh wmckomoe umeio. Co
BCEBOSMOIRHOI YOBIUTEABHOCTBI) HEOGXOINMO, KOHEUHO, NOKA3ATh yUAIIHMCH,
4TO cHHYCH (0CTPAro yria) BIOIAE omperbrent Bemmumnofi nammaro yraia u
H, o0parHo, cHHYcH Bmoanb onperbasers COOTBBICTBYIOIIIE eMy yrous.

Y y4amuxcs ecTecTBEHHO SBIACTCA BONPOCD, KAKD Ke BOCIOIb3OBATHCH
9TON mueefl i «mparrTuku»? Jerkoe HaBeIeHie €O GTOPOHH MPEIOJABATEI
IPHBOJUTS HXD KB OIBBTY: HAJ0 COCTABATH TaGIHIy— «KAKOMY YIAY COOT-
BBICTBYeTs KaKOM CHHYCEH». ,

Oupexbaenie (mocpercTBoMb usBBCTHANO WOCTPOLHisA) CHHYyCA HO yriy
yaamumesa n3pberHo. AT cHCTEeMATHUECKATO TOCTPOEHIS TaGIuIBl CHEYCOBH
MBL TIOAB3YEMCA MILIHMETPOBOH Oymarofi m rpaHcmoprupoms. [Ipum akkypal-
HOH paGorh m ;ocrarouno Goxbmons paniyedh OKDYKHOCTH OHA TAETH TOU-
HOCTE 10 0,01. :

Taxumn 00pasoMD ¥ Kamiaro yuemmka uMbeTca cocTaBIGHHAS UMD
caMuMb TabJuIla CHHYCOBH IS YIAOBE 0T 00 10 900 smwiw mabauwyai
MbL MEPGOE GPEMA NONLIYEMCA NPU PIUEHIL UWUCTEHHOLD SU0AUD.

Roneqno [0 T0ro, Kak® HMH HOIb30BATHCH, MBL MOCBSIIAEMD HBKoTOpOE
BpeMs Ha UXD HCIDaBIeHie U uayuewie.

PascMarpuBasg mamm Tabauinpl, Mo savmbuaeMs, wro, kaks u cabiosaio
OEUIATE II0 TeOMETPHYECKHME CO0DpamKeHIAMDB, b BO3pAcTaHieME yria CH-
HYCh Takie BO3PACTACTDH; KPOMD TOTO MEI BHTHME, 4T0 CHHYCH BO3DACTAETDH
HE NPONOPULOHATLHO YTIY.

Ha mocabanee o6cTosTe T80, MHD KaKeTCA, 10.13H0 YEA3ATH OTIBIBHO,
xord Ot Gesdb pokasarerscrsa. Bbib Kb wmedy J0BOABHO PACIPOCTPAHEH-
HBIX'D OMHMOOKD HAYMHAOIUXE OTHOCHTCA yBBDPEHHOCTH, YTO

SHI 2 o~ Bsilip el i
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T ecau oHM BUOCIBICTBIM He MUIDYTE JTOr0, TO Yalle OHBAETE  5TO
He TIOTOMY, uTO OHE JOBEIeHh BH MPOTHBHOMB, @ TOTOMY, ITO OHH TPOCTO
BEIYUILIE HOBYIO (QOPMYIY :
sin2z= 28inz.cos%-

910 mayuenie GBLI0-OB HEe 3aKOHUEHO, eCaH-OB MBI JIPOLLIL MIIMO TOTO
(akTa, UTO UPH medobuirs NAMBHEHIAXD yria CHHYCH usynbEgeTesA  IPo-
TMOPIiOHAIBHO; * yUAIIHMCSL IIPH STOMD TOIE3HO yKasaThb, 4T0 8TO unbers
CBSI3D CH TBMDB 0GCTOATEIBCTBOMB, UYTO CHHYCDL H3MBHAETCT NOCMENEHHO.
JTa MBICAb, Kakb A 3aMBTIID, BOCHPHHEMACTCI HMHA 6e3T TPYLa.

Beh oTH ykasami® NOITOTOBIAITE HOUBY JAA HACH - HENPEPOIGHOCTL
W LIS YACHEHIA CYNHOCTH #MIepRoIUPOSAHLA MADIUD.

Tloie3H0 HCOOAB30BATH T. H. TAOIHNBL «HATYPAIBHBIXH CHHYCOBDH»
(mamp. y IlpmeBaabckaro); TaMb 570 CBOHCTBO CHHYCOBD, KOHETHO, sambrube.

Kpomb Bcero aroro Msr sanbuaeMs—ecin He 3aMbrmin paxbile,—4To
gin z < 1%

Temepnp, Koria y Hach cOCTABIeHA TA0INIA CHHYCOBH M ACHO CO3HAHA
BO3MOKHOCTB, 3Had BEIHUHHY 0CTPAro yria, HafiTH ero cHHyCH, MOKHO nepeiTn
Kb MOHATIIO 0 (fymryi. :

Omupasch Ha TAOIUIY CHHYCOBB, MBIl JaeMb onpejbienie (QyHRIin:
eCII KAELOMY SHAUEHID OIHOM mepeMBHHOM, HAIp. , coOTBBTCTBYETH BIOTHD
onpelbieHHOe 3HAUYEHie Apyroii, HAmp. y, TO ML HA3LIBAEMD Y ¢ymrmiel ©’a.

1o ompexbienie, Karb BHIHO, BroxEt HAYUYHOE.

Vuanmxes He 3aTpylEgerds n ofosHauemie y =f (). _

Ha momatin o yHEIiN, KOHEYHO, HEOOX0AUMO OCTAHOBATHCA. TIpumbpnr
13D TEOMETPil JaIyTh BOSMOKHOCTH €b O0IBMIEH ACHOCTHIO npefcTaBuTh ce0b
(YHEIIOHAIPHYE 3ABHCHMOCTb, KAKD sasucuiocnic MEELY ABYME nepeMbH-
HEIMH BeJIHUMHAMH. :

T10a53y5Ch OTHUND CHHYCOMD, MOKHO Y#e PIIATh TPEyTOIBHIRL. Tlpexze
BCETO IPAMOYTOIbHEIE. XOTA TEOPeTHYECKH MPU IOMOMK O[HOTO CHHYCA
MOKHO phmars sajaunm BCbX'B THIOBS Ha IPAMOYTOIBHEE TPEYTOAbHUEN, HO
cabryers o0paTHTh BHHMAHie, 4TO TDARTHYECKH noxpaoBanie IluearopoBoil
TeopeMofi CIUMEOMD CIOEHO. JTO YRasaHie BCELN? BeTpbuaers cOUyBCTBIE Y
yUaIuxes.

IepexoTuMs Kb KOCOYTOABHBME TPEYrOAIbHEKOMD.

«DopMylIa CHHYCOBL», KOTOPYIO MEL BHBOLUMB, J1aeTh BO3MOKHOCTH
Jerko pbmarh TPeYTOABHHEE 10 ABYMbH yTaaMb I 0nEOfl cTOpOHB, & TaKKe
0 IBYMDH CTOPOHAMB I IPOTHBOJICKAIEMY YIAy. Sajaun 0CTAIRHBID THTOBD
TEOPETHYECKI PAspBIIMMEL, Takh Kakb UHCIO ypaBHeHiii 10CTATOYHO, HO
[IPAKTHUECKN MBL [IOKA €mle He MOEeMb HXD phIETE OTHOCHTEJbHO HE-
H3BBCTHHXD.
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Jiss pbuieHia aTuX® ypaBHeHIi BBOZATH eIe TPUIOHOMETPHUECKid
¢yHRIIH, ROTOPHIA yuamlifics BOCTPHHUMAETH, Kakb HBKOTODHA Ipeobpaso-
BaHid cuHyca.

BriBest COOTHOMEHIA Me&KIY PA3IMYHBIMU TPUTOHOMETDHUECKHMH (JYRE-
IiAME OJHOTO M TOTO-KE yria, ITOBHAKOMHBG ydYamMuXca cb 0000meHieMb
IOHATIA yria W Iy, ©b TeopeMoli ciromenmis sinz, cosz u tgr m IpH-
BegeHieMD GOpPMyID Kb JOTAPUOMHUECKOMY BHIY, MBI MOKEMDB JXaTh TOYHOE
omperbaenie HempepsBHON (YHENIH U A0KA3aTh Takke BUOIHDB TOuHO, UTO
Sinz u cosz HEIPEePHBHH IPH BCARNX'D SHAUEHIAXE x, a tg2 IIA BCARATO
2, HepaBHATLO :

(2k+ 15

Wsyuenie pasmocTH

f@+h)—f (@)

mpu 0e3KOHEUHO-MAXOMD R JaeTcd YIeHHKAMD Jerko.
Mpneda nepiofmuHoCcTH TPUTOHOMETPHUECKUXD (DYHRUiHA, (opMyInpoBaH-

Had BB Takoid (opmb
[+ a)=[(2),

Tarme BIOIED HMD JAOCTYIHA.

Vsyuenie usMbHeHiA TPHIOHOMETPHYECEHXD (DYHENiH BB 3aBHCHMOCTH
0T aprymenta Onino OB, KOHEYHO, He TOXIHO Oe3t rpafuueckaro H3o0pa-
#eHiA sinz, cosx u tgw.

Be pampabiimens mpemojaBaHim TPHIOHOMETpin, Kakb MHb EKamercd,
HBTH HeoOXouMocTH H3MBHATH OOHUHEL IIOPANOKD H3I0KEHIA IpejMera.

PesoMupy®o ckazagHOe: A THTAICA TPU TMPEMoJaBaHin MocIbIoBaTeIbHO
NPOBECTH JTHAAKTHYECKIl mpieMb—He BBOIUTh HOBBIXEL IOHATIH, He mOIro-
TOBABH Kb HOMB YMBI YUQIIHAXCA,

9710, IPHBEIO MeHA Kb H3MBHEHI I[0CThI0BaTEIbHOCTH U3I0MKEHIA
MaTepbara; 6oxbe TOTO BB 5TOMB HeGOIBIIOME Eypeh MomHO Hame 3aMBTUTDL
ROHIIEHTPHYHOCTb.

Bsejenie BB KPyrosops yUalIUXcsS CHAUAIA 00M0d TPUTOHOMETPUYECKOR
GyHRIin moxckasaHo THMB me crpemieHieMb. (b ApYyrofi CTOPOHBI, TaKb
ckKa3aTh, BH BO3HATDAMKIEHIe 33 TOTEPAHHYID CHCTEMATHYHOCTH, MBI HOXY-
qaeMb BOBMOMHOCTh BBeCTH OOIBIIYI0 @TPOTOCTh M JOCTHTHYTH IOJIHATO
ycBoeHiA yuamumucsa ujeff, ROTOpHA MHOTO JagyTh UMD H JIg o0maro
pasBuTid. k
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