Sur les expressions asymptotiques de certaines fonc-

tions, définies par les équations différentielles linéaires

du second ordre, et leurs applications au probléme du

développement d’une fonction arbitraire en séries pro-
cedant suivant les-dites fonctions.

par W. Stekloff.

1. Soit
(1) i dr e

une suite infinie, formée suivant une loj quelconque bien déterminée, de
nombres positifs indéfiniment croissants, lorsque Iindice » tend vers ’infini.
Supposons qu’a chaque nombre 23 n=0,1,2,...) corresponde une
fonction u, (x) de la variable réelle «, continue et bien déterminée dans
un certain intervalle (a, b) (6> a).
On obtient ainsi une suite de fonctions

uy (), u, (), R R RO e

contenant Aj =01, 2.5, .) comme parametre, définies dans chaque
cas particulier suivant une loi déterminée., 3
Le cas le plus intéressant est celui, ou les fonctions w, (n=0, 1, 2,.. .)
se déterminent par une équation différentielle linéaire jointe & certaines con-
ditions initiales ou & certaines conditions aux limites de l'intervalle (a, b).
Signalons, pour exemple, les fonctions trigonométriques, fonctions de
Bessel et de Lamé, les polynomes de Hermite-Tchébicheff, satisfaisant 3
I’équation :
Uy, — axu, + o, =0, n=0,1,2,..)
ol les entiers
O A 50 B viii Bya

jouissent le role des nombres 23 (=019 %
Signalons aussi les polynomes de Jacobi verifiant Péquation

(A=), (a— B—(@+-B) 5w, +n(n—1 -+ at Bu, —0,
7




ot Pon peut prendre pour les nombres l‘i la suite de nombres
a8, 2@+84+1D, 8@@+8+2),..., nlet+B+n—1),....
Rappelons encore les polynomes de Tehébicheff satisfaisant a I'équation
xu% + (8 — ax)u, + anu, =0,

les fonctions ¥, de Sturm-Liouville qui se rencontrent dans le probleme
de refroidissement d’une barre hétérogene, définies par les équations

2) V.4 (Bp—a) V,=0, a<z<b,
jointes aux conditions aux limites
V.(@)—~hV,(@)=0, V,0)-+HV,®=0,

ot p et g sont les fonctions positives de z, h et H deux constantes po-
sitives. :

Les fonctions u, de Pespéce considérée jouissent un role important
dans diverses questions de ’Analyse et, en particulier, dans le probleme
du développement d’une fonction arbitraire f (x) en séries infinies procé-
dant suivant les fonctions u, (n=20, 1, 2,...).

L’étude de ce dernier probléeme conduit tout d’abord & certaines
expressions des fonctions u,, qu’on appelle souvent ,expressions asympto-
tiques“, de la forme suivante

u, = A, (cos§,t+w, (), [ou A, (sing, ¢+ w, (?)]

ot ¢ est une fonction déterminée de la variable primitive z, §, désigne
une constante dépendant du nombre 2, 4, une autre constante dépendant
de l'entier n, w, (f) une fonction dont le module tend vers zéro, lorsque
n croit indéfiniment. \

Il existe beaucoup de méthodes particulieres conduisant dans divers cas
particuliers aux expressions approchées de la forme tout & I'heure indiquée.

Rappelons, par exemple, un procédé de Laplace, appliqué par cet
illustre géométre aux polynomes de Legendre et, puis (en 1864), ') par
Hermite aux polynomes qui portent le mom de polynomes de Hermite-
Tchébicheff.

Une autre méthode a 6té donnée par Bonnet en 1852 2) pour les
polynomes de Legendre et appliquée ensuite par M. Darboux au cas plus
général de polynomes de Jacobi 3).

1) Comptes Rendus, 1864. p. 266.
2) Journal de Liouville, T. XVII, p. 265, 1852.
8) Journal de Liouville, T. IV, 1878, p. 46.




Rappelons encore la méthode de M. Dini 1), différente de celles de
Laplace et de Bonnet et analogue i une méthode de Hanckel, A I'aide de
laquelle M. Dini a établi les formules asymptotiques pour les fonctions de
Bessel o (4,2), ot 2, est une racine réelle et positive de I’équation

ZJ“*H(Z) —(h+ ) Ja(,e) —= 10

I désignant une constante réelle, différente de zéro.

Signalons enfin les récentes recherches de M. Adamoff 2), oit Pauteur
obtient les expressions asymptotiques pour les polynomes de Hermite-
Tchébicheff ainsi que pour un cas particulier des polynomes de Jacobi,
analogues a celles de Hermite et de Darboux, en prenant pour le point
de départ certaines expressions de ces polynomes & l’aide des intégrales
définies. :

Eu égard a Pimportance de Vapproximation des fonctions de trés-
grands nombres pour divers problemes de I’ Analyse, je me permets d’indiquer,
dans ce qui va suivre, une méthode générale et fort simple pour déduire
les expressions asymptotiques pour toute suite de fonctions, définies par
certaines équations différentielles linéaires du second ordre contenant comme
des cas particuliers toutes les fonctions, mentionnées plus haut.

I’idée principale de cette méthode, représentant une généralisation
de celle de Bonnet, découle des recherches de Liouville sur le probléme
du développement d’une fonction arbitraire en série de fonctions de Sturm-
Liouville [I’équation (2)], publiées en 1837 dans le tome II du Journal
de Liouville et perfectionnées récemment par M. Kneser dans ses Mémoires,
msérés aux T. 58 et 60 des ,Mathematische Annalen“.

Apres avoir exposé les fondements de la méthode, dont il s'agit, je
Papplique aux divers cas particuliers: aux polynomes de Hermite, & une
certaine classe des polynomes de Tchébicheff, aux polynomes de Jacobi et
aux fonctions de Bessel.

L’emploi des expressions asymptotiques ainsi obtenues m’a conduit &
une transformation des séries connues, qui servent de développement & une
fonction arbitraire, en somme de deux autres, que nous appellerons série («)
et série (8), dont 'une (série (8)) converge absolument et uniformément,
si la fonction développable satisfait aux certaines conditions trés générales.

Donc la recherche des conditions de convergence de la série primi-
tive se raméne, conformément aux idées de Laplace et de Hermite, &
celle de convergence de l'autre série (c).

L’étude de ee dernier probléme m’a permis non seulement de trouver
les conditions générales de convergence utiforme de la série primitive,

1) Serie di Fourier ete. Pisa, 1880,
*) Bulletin de I"Ecole polythechnique de St-Petersbourg, 1906.
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mais encore de déterminer la somme de cette série toutes les fois que Ia
série (a) converge uniformément.

J’ai obtenu ee résultat en appliquant convenablement mon théoréme
général, établi en 1904 dans le Mémoire: ,Sur certaines égalités généra-
les, communes aux plusieurs suites de fonctions ete.“, inséré dans les Bul-
Jetins de PAcadémie des Sciences de St-Pétersbourg.

Jé suis arrivé ainsi i une méthode nouvelle pour résoudre le pro-
bleme du développement d'une  fonction arbitraire en séries procédant
suivant les fonctions, mentionnées plus haut.

Apres avoir examiné divers cas particuliers, dont I’étude m'a conduit
au résultat que je viens d’énoncer, j'expose les principes de la méthode
sous la forme générale et je termine mes recherches en appliquant la
méthode, dont il s'agit, an probleme du développement d’une fonction
donnée en série de fonctions de Sturm-Liouville, qui présentent une classe
de fonctions trés étendue contenant comme des cas particuliers les fonctions
trigonométriques, les fonctions de Bessel, celles de Lamé et beaucoup d’autres.

2. La suite de nombres

(3) P e e

lim 2.2 = oo

Nn—aoO
étant donnée, supposons que les fonetions correspondantes u, (n=0, 1, 2,. . g
satisfassent a 1'équation

(4) pu, + qu, 423 ru, =0 pouwr a<z=b.

Supposons que les fonctions p et » de la variable réelle z restent
continues, positives et ne s’annulent pas a Dintérieur de Vintervalle (a, b).

Supposons encore que p et r admettent les dérivées de deux pre-
miers ordres et que la fonetion ¢, restant continue, admette la dérivée
du premier ordre dans l'intervalle (a0}

Soit -
r=a, a<a<b

un point quelconque, pris arbitrairement a l’intérieur de l'intervalle (a, ).
Ce sera un point ordinaire pour la fonetion u, vérifiant 1’équation
Jinéaire (4), en vertu des hypotheses faites sur les fonctions p, ¢ et 7.
L’équation (4) admet au yoisinage du point 2= a deux solutions
particulieres indépendantes, continues A Vintérieur de l'intervalle (a, b);
on peut les définir par les conditions initiales suivantes

(5) , (OC) e A'n ’ ’Mln (OC) == Bn 2

A, et B, étant des constantes.
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Cela posé, indiquons une méthode particuliere de Iintégration de
Péquation (4) qui nous conduira tout de suite aux expressions asymptotiques
dont nous avons parlé plus haut (n® 1).

Introduisons au lieu de z une nouvelle variable ¢

Bt %

t= o (z),

@ €tant une fonction quelconque donnée.
L’équation (4) devient

B dt SR dn
(6) p(—~) +[p“+q—]%+lzm = 0.

Posons

dt \* ; l/?
7 r—— i o= 1 —.
(7) P (a'(x) ¥yt jdaz ;

r
| On obtient
l

)

®) dun+20dun (g2 .
¢ u, =0,
dt* P
olt 'on a posé
(9) | nggﬂj‘_@_
¥ 9% 1/7'}9

Remplagant dans @ la variable z par son expression en # & Vaide
de (7), on peut écrire
2

() I% e i, oy
- AT T u — .
1 : dt’ Bt

‘ Introduisons maintenant au lien de u, une nouvelle inconnue v en
‘ posant
(10) u, =2z (), (t).

On obtient cette équation en v _(f)

d2v'n: ' dvﬂ. "
(1 I) 3“%;2‘ -I— [QZI“}' 26 (f) 3’] ’Tt + [Z “f— 26 (t) Z’+ Ziz] v, = B
(2 (1

i oll

2
e e
7= — =

2

o’ dt
Choisissons #(#) de facon que l'on ajt

Z+06@).2=0.
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On peut poser
(12) Z:e—je(tw.

L’équation (11) se réduira & la suivante

2

d v

(13) v 2o, =,
i #()
ou l'on a posé
dO ¢
(14) “+0 @.

Désignons par 7,, = et ¢, les valeurs de ¢ correspondant respective-
ment 44 —a, x—0, £=0-

En se rappelant Uhypotheése, faite sur les fonctions p, ¢ et », on
peut affirmer, en vertu de (9) et (14), que la fonction p(7) reste continue
A Vintérieur de l'intervalle (z,, 7,).

Transformons les conditions initiales (5).

L’équation (10) donne

=u, (Ot) =z (T) s (T) 3
du,, dz I/P («) o

(T) v, (¥) 1+ 2(7) v, (%),

de db| ., ]/?"(Ct
d’olt
4 A
(15) v, () = ( :
(16) F VRO g

v e

3. Cherchons une solution de P’équation différentielle (13) satisfai-
sant aux conditions (15) et (16).
Soit
=, cos t 1 C,sin it

Pintéorale oénérale de 1’équation
g g

dv_‘_l o
at’

Moyennant la méthode de Cauchy nous obtiendrons I'intégrale géné-
rale de I’équation (13) sous la forme suivante

v, =I) cos 4 ¢t + D,sind,t,



ot )=
olt D, et D, sont les fonetions de ¢, définies par les équations

dD, 5 aD, s
5 o8 nt+7t31n JL=10,

dD, dD, @ (t)
——Simad ft——"cosl f==—
7 SIn 4, ap Cos 7

Uy s

"

qui donnent
i

; 5 s ;
Di=tie Yﬂ(s) v, (§)sin 2,§ dg,
v

t

1 g e
D,=C,+ Y.“@) v, (§) cos 4§ d¢,

T

C; et G, étant des constantes arbitraires,
On a done

t
B n—=0 it + C,sin A t — %fﬂ (&) v, (§)sin (& —1) d&

et

! d'U”

¢
PuiFlr e 4, (O sin 2, t— G, cos A, 1) Jrj]‘“ (), (§)cos i, (§—1¢)dg.

T

Il ne nous reste qu’a vérifier les équations (15) et (16).
On trouve aisément :

n

2

n

{3 .
Ci=4d,000d ¢ —"sind v,

’

, B
Cy=4,sinl,t+ —-eos 2,7,

"

et, en vertu de (17),
!

7

’ _B 1 =
(17)) vn=Ancosln(t_r)+,—"sinl,, (t——r)-l—jﬂ@)vn@)sin 4,(E—0)dg.

45

4. Noas allons distinguer, pour plus de simplicité, deux cas différents

1) B,=0, 4,Z0 ¢t 2) 4,—0, B.Zo.
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Dans le premier cas on trouve

i

(18) v, = A; cos 2, t—17) _%S w(@ o, () sind, (§— £) d§.

"
T

Substituant cette expression de v, dans I'intégrale du second membre
de cette 6quation on obtient ~

t

r

: Al
vn:Ancosl”(t—T)-——fj,u(g) sin 2, (§ —1) cos 4, (§—r7)dé -+

%

£ :
1 ; : s
5 —lgj.u(é) sin 4, (§ —?) (S u(E)w, (&) sind, (§—5) dgl) ds.
n T <

Remplacant dans cette derniére intégrale o, (§,) par son expression

qui résulte de (18), on trouve ensuite

t

; 1| : : :
,L:AM[COSAH“—T)"_;T_St“(g)s”‘)‘n(é —t)eosd (§—=)d§ +
”T

¢ £
i S w(§)sin 2, (§—1)ds (S w(g)sin 4, (§ —§)cosa, (§—7) dé‘l) del-—

SP;':VN P

T

¢ £ £
o SH (&)sin, (s, —1) d§S u(§)sin2, (§,—8§) d§15 w(€)v, (§,)sin 2, (§,—§,)dS,-

T

S w

En continuant ainsi de suite nous obtiendrons une expression de
v, sous la forme d‘une série, disposée suivant les puissances croissantes de

1

"
A

Remplagant, pour plus de symétrie, ¢ par &,, & par &, § par §_,
et posant
p(&sind, (& —& ) =9 & &)
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on aura évidemment

£,
?Jn (50) o A:z { cos Z'n (§O o T) S En ‘ng (gl 3 go) C0S l,n (§1 T T) d§1 “l—‘
| 3 g
+ & 5 {5 . 5 )de, j P (&, §)cosd, (§—r7)dE, |-
(18,) £ ¥
E_D . EI ‘?k»«]

r T+ LG )rcg’;pr(g1 =2 dglfso (&, £)d5,. . .Jq)(gk, &_)eosd, (&, —7)ds,) |-

% . & : o : £

+( ‘”"+‘ei+lj‘” 6 &) dgljgu(s“z, £)d5, . .fw (& §k_1)dgkf¢ CREATH G

{ & T T T

9. Revenons & I'équation (18).

Supposons, pour fixer les idées, que ¢> 7 et désignons par M,n le
maximum de |v, | dans Pintervalle (z, b)), olt b, est un nombre quelcon-
que, pris arbitrairement dans lintervalle (v, 1)

L’équation (18) donne pour tous les points de Pintervalle 1200,
intérieur a (z, ¢,),

M

9) i<l A+ (le@iae

Posons
%

by
ffﬂ(§)|d§=K<J{u(§)fd§=N.

T

On obtient, en tenant compte de (19),

(1 —F) <14
”

En se rappelant que 2, croit indéfiniment avec I’indice 7, o0 en
conclut qu’il existe un entier » tel qu’on ait, pour toutes les valeurs de #,
plus grandes que », :

.K K =2
1—Z>1—7:—Q1 pour n>7,
@, étant, pour toute valeur donnée de ¢, un nombre positif fixe, ne dé-
pendant pas de #.
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On aura done, pour n =7 et pour toute intervalle (z, b,). intérieur
aidr, ),

/

(20) o, | < M;E@
Q

1

=Q|A;| pour n=>"7.

~ Nous avons supposé que ¢> 7, mais il est évident que linégalité,
analogue a celle de (20), aura aussi lieu pour tout intervalle (a,, 7). @,
étant un nombre quelconque, pris arbitrairement entre les nombres 7, et 7,
c’est-a-dire
(201) o, | <M, <@l 4, pour u>0
et pour toutes les valeurs de ¢(=§,) appartenant a lintervalle (a,, 7).
M, désignant le maximum de |v,| dans cet intervalle.

Les inégalités (20) et (20,) conduisent & la suivante

(21) lo | <M, <Ql4,] powrnz?
et pour

g, =t=h,

ot M, désigne le maximum de [v, | dans Iintervalle (a;, b,).
6. Désignons maintenant par 7 le reste de la série (18,)

ED El Ek -1 E]C
w,,———(~1>“+‘sig+‘§go(§1, go)d§l§¢(§2, &1 .Sco@k, g,f_l)dgkscp(gk_w £, G.) sy

En remarquant que

Es Es t
(22) S(ﬁ@s, S, )5, gS!w@s, §s_1)fd§ésI#(§s)\d§5=K<N

ba

et en tenant compte de (21), on trouve

2 : kH1
Ir ] < QiA,J(%K)Hl:QlAnI(g) :

k7%

On en conclut qu’il existe un entier k, tel quon ait, pour k=£F,,
(23) | <4,

¢ désignant un nombre positif, donné a lavance, pourvu que

i
B X0

n
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Il s'ensuit que l'inégalité (23) a lieu pour toutes les valeurs de % 4
plus grandes que » (voir no précédent), et pour toutes les valeurs de tH(=§,)
de Pintervalle (z, b,).

Les inégalités (22) supposent que s, > T, or il est évident que I'iné-
galité (23) reste vraie pour toutes les valeurs de #(=§,) appartenant
Pintervallé fet. b,), intérieur A Pintervalle donné ot

LI’inégalité (23) montre que la série

B £ &
-4;'ft'Si,‘(§o—T)~€,,sfP(§p §§)Cbsln(§1~ T)(?§1+8i§¢(§], §0)d§1§¢ (€ §)C0SA,(§,—T)dE,+ . . .
T < T :
%0 El E’l—]
.. .Jr(—-l)kefbj(/J@l, §0)d§1g§0(§2, S de -Sfﬁ(s*k, §_e0sd (5, —)ds, 1. . )
; T T %

converge uniformément & Uintériewr de Uintervalle (ty, t), powrvu que
n>v, et sa somme est igale @ v, (&) [=v, ()] V.

Cette série donne une moyenne fort simple de calcul des valeurs de
la fonction v (&), pour les valeurs assez grandes de I'indice n, avec une
: approximation donnée & ’avance.

7. L'inégalité (21) peut &tre remplacée par 1’égalité suivante

vn:AnﬂnQ’

ol
(24) [ bl

L’équation (18) devient

; o, (§
(25) v, =4 (cos A lgy =) = SO)),
ot 'on a posé
£
‘ s = A S (&) 9, (5)sin 2 (§—§&,) ds.
De cette égalité on tiré, eu égard 3 (24),
£, |

(26) ol <elle®ia,  sg>e

1

') 11 est aisé de voir que cette série converge non seulement uniformément, mais
¢ocore absolument.
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et

e}

(26,) |0, @) <@l le@®]ds, sig<z.

T

0

On a done, quelle que soit la valeur de §,, comprise entre les limi-
tes ¢, et ¢,

(27) l-wn_(éo)l S PE— N peur n>9,
ol
By
K
(28) N e K<S|H(§)1d§-
- v
l i

Vv

La formule (25) donne une expression asymptotique de la fonction v,
pour les valeurs de n assez grandes.

Nous obtiendrons ’expression correspondante de w, (x) & T'aide de
I’6quation (10) en y remplagant ¢ par son expression en z, A:, par son
expression en A A laide de (13).

On trouve ainsi

it | (@)
@)  u@=_5#0@) [cos oo (f o ] :

n

A cette éoalité il faut ajouter encore linégalité suivante
(30) |9, @) =|o,(@@)| <N pour n>v.

8. Considérons maintenant le second cas, ol

(301) 4 =6 B 0

€n (1]

1,

4 Bn :
Il suffit de remplacer dans (18,) 4, par ——, €08 A (§, — ©) par

n

sin 2 (§,— v) pour obtenir immédiatement la formule suivante

J; E0 Eo &J
‘Bn . . 2 : ~ . = -
vn(go)———l—{smlu(érr)—anSw(gl, §sina (&, 7)ds €, §0)d§1390(§2, §,)sind (§,—7)ds,+

(31) Eo Ei g’f*‘“l
e ])kr‘?:’§¢<§1, §O)d§18§0(§2, ST sq)(glm gk—l)Sin}"n(gk—_T)dgk} +7

T T




: £ ?1 Er 1 f,
,,—_—(_1)"+18"+1§¢(g1, go)d§1§¢(§2. gl)dgg...g E.5 l)dgs 9§y 1 SIS, (& —7)dG,, .

En répétant presque textuellement les raisonnements du n® 6, on
s'assure aisément que lu série (31) converge absolument et wniformément
a Vintériewr de Uintervalle (t,, ¢) et que sa somme est égale & v, (§,).

Formons maintenant D'expression asymptotique de v, dans le cas
considére. g8

En répétant les raisonnements du n® 5 on trouve, en tenant compte
de (30,),

(32) |o, l“ pour >

et pour

L’inégalité précédente donne

&

Bﬂ
=, 0, b b= i

n .

Substituant cette expression de v, dans (1V;) on obtient

g

B o (
(33) v, (&)= "(Sml e SO))

n

oll, comme au n° 7,

&
®, (§)=—¢ S ©w(§) &, (§)sin 2 (§—§,) d§,
ef 7
(34) o, ()| < Q. E=N  pour n=v.

Moyennant enfin I’équation (10) on trouve la formule eorrespondante
pour u, (x)

o

@, (9 (fc)))

'n

B,
(34) un(x)=l—z'(¢ (z)) (Slnl (@) —7)+ "

oit il faut remplacer B; par son expression en B qui résulte de 1’équa-
tion (16).
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s

e = e

9. Faisons enfin quelques remarques sur le cas général, oi A_et B_
sont différents de zéro.
L’équation (17,) montre que

i B” : =
oo e LA cosd (T oosinZ, (t—1)| Q pour n=>7.

i

On peut donc poser

;

; : ! Bn
(342) Uy — Q (An 19‘171 _l_ Z_— 19‘211) 1
oit

Pl o e

Substituant (34,) dans (17,) on obtient cette formule asymptotique
pour v,

; o\ B C )
(85) cv — A leosi (E—17) L sind (t—7) -+ - ;
n 2 " | I 3 T ]

A 2

w n

ot ©() et ©'(f) sont les fonctions de ¢ satisfaisant aux inégalités

suivantes
[l e ¢ a=7,

: our n>7.
oP0)|<@Q.K=N
Si nous employons le méme procédé quau n® 4 (ou au n° 8), nous
obtiendrons 1'expression de v, sous la forme de la serie, disposée suivant
: = 1 . ;
les puissances entieres de &, =--, absolument et uniformément conver-
n
gente & lintérieur de Dlintervalle (¢, ¢,)-
10. Indiquons un autre procédé pour déduire les expressions asympto-
tiques, préférable dans plusieurs eas particuliers.
Considérons, par exemple, le cas qui se rencontre le plus souvent
dans les applications: supposons qu’il existe une fonction f(z), positive
dans lintervalle (z, b) et telle qu'on ait, pour toutes les valeurs de »

- plus grandes qu'un entier fixe n,

b &
() S f.ni dr = S n/; & vi dt < A: A s
a %

ot K désigne une constante fixe, ne dépendant pas de n, & désigne un
nombre satisfaisant & la condition

fiplasile




e 1 e

On trouve

4

: TR (9@

(4G
OV )

\

(Yoo, @sinz, c—nas) +(§—(§’—s GOV @29, ©8) <

AR sin’2, (E—¢)dg.

Supposons qu’bn ait, pour toutes les valeurs de ¢, comprises dans
Uintervalle (z, ¢)

. St @@ iaE ('s“-t)d‘f<§ ‘ug@'_) d,.h_MQ(t)<V2
Hewaer e - 1 T kevpede T YT

N désignant un nombre fixe.
o, . - & 3 S
Ces conditiong étant remplies, on peut éerire, dans le cas de B =0,

(37) 0 = A, (coslﬂ (t—z)Jr%*%)),

ol la fonction ‘ ;

(38) ©, () =— Al, S «(§)v, (§)sinl, (§ —1)d§
satisfait & l'inégalité ‘

(38) lo,(t)| < K| M@®)| < KN

pour toutes les valeurs de ¢, comprises entre 7 et #,.
Nous avons supposé, dans ce qui précede, que ¢ > .
Si ¢ <z, il suffit de supposer que
e 2
S u (8 2
e O
JTEVPEZ @)

LE—AE=MH <N

pour obtenir pour v, la méme formule asymptotique (38) jointe & I’iné-
galité (38,). _

Supposons maintenant que A;=0 et que, pour toutes les valeurs
de n, plus grandes qu'un entier fixe #,,



] 1=

b 4 =

= B 9 .on
(&) Sfui dx:jfl/b z%idg < Tg‘Kh 2 s
G

a n

ot K est un nombre fixe, @ est un nombre dont le module est plus petit
que ’unité.
Dans ce cas on trouve, eu égard a (36) et (36,), la formule suivante

el s

Bn m”(t)
(39) v =—(sinu“L (t——r)+—x:a),
n ln [ l% £
olt la fonetion
i
ln
(40; @, (1)=— 5T @ (§) v, (§)sin 2, (§—1)d§
i
satisfait a l’inégalité
(o)~ - jo, ()| <K|M@)| < EN.

11. Les formules (37) et (38;) ainsi que celles de (39) et (40,)
peuvent étre transformées de la maniere suivante:

Substituant (37) dans (17,), en y posant B;=O., on trouve

ﬂz(t)) :

(41) Un:A;(COS L li—Th
"
ou Pon a posé
¢ e t

(42) & @)= -—Sﬂ(g)sinln(gm t)cosln(t;r)ﬁ— gy(s*)sinlw(gw—t)mn(g)dg.

T T

1
7,7F

De cette égalité on tire, en tenant compte de-(881) et de ce que
}.i croit en méme temps que l'indice »,

t i
(43) !%(t)!<S|#(§)Id§+lllfgs\H(g)f\M(é)ld§=?p(t)<

1

ot % (f) désigne une fonction positive ne dépendant pas de =, O désigne
un nombre positif fixe.

La méme inégalité a lieu pour ¢ <z, il suffit seulement de rem-
placer dans (43) ¢ par T et inversement.
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De la méme maniere, en tenant compte de (39), (40,) et (17,), on
obtient cette formule asymptotique pour v,, dans le cas de 4 =0,

(44) v % (sin A (t— 1)+ 93@) ,

" v n

oi1 la fonetion

. i
45) 9 ()= ——j,u (&)sin 2, (§—)sin 2 (t—1) dg—irl_—sjy (§)sin2, (§—1t) o, (§)ds

satisfait, comme dans le cas précédent, & ’inégalité
p 77 2

2,01 <) lw@ e+ £ w1 we =0 <
2

KN

<N+EI_—@

=],

Bt 1. .
I’inégalité analogue aura lieu dans le cas, olt ¢ < 7; il suffit seule-
ment de remplacer dans les limites des intégrales ¢ par = et inversement,.

Les formules (41) et (44) conduisent, en vertu de (10), aux expres-
sions asymptotiques suivantes pour u,

(90 (2))

: B, o.@@]
1) = 2 z(go(x)) sin 4 (cp(x}—-—r)J—»l— , 8id4, =0,

» ”

46) u, = ft)z(go(x))[cosl (@ (x)—7)+——"— J, si B;=O

oit il faut remplacer B par son expression en B, qui résulte de 1'équa-
tion (16). :

Les formules asymptotiques (46) et (47), jointes aux inégalités cor-
respondantes (43) et (45), sont précisément celles que nous voulions établir.

Il y a une diftérence essentielle entre les formules (29) et (34,) et
celles de (46) et (47).

En effet, les inégalités (43) et (45) omt lieu pour toutes les wvaleurs
de n. plus grandes qu'un nombre fize n, qui ne dépend pas de la valewr
donnée de t, tandis que les inégalités correspondantes (27) et (84) exigent
que Uon ait w>w», ol » représenle un entier, défini par l'une des con-

ditions
8







On a donc:

; 7 _ at
(33) . @ (—2—

Lequatlon (51) donne
u, 0 =1,(0), u,(0)="1,().
On trouve donc, pour # pair, en supposant que =0,
(54) A, =(—10d1.3.5...0—1), B.=0
et, pour g impair,
, ' sl
(55) SR e E S

13. Considérons d’abord le premler cas (n pair).
En se rappelant que

m!z

on trouve, en vertu de (54),

1 R 50 18
has e S (n-—2).nl/2_:;
A s e AT ) :

12

Bk |/g =2k

1.3.5... 2k —1

Par conséquent

' e btor s et
dnlcgy/atl zo /i gL V0,
ot a a n a
pour foutes les valeurs de n, plus grandes que l’ur_iité..

Cette inégalité coincide avec celle de (¢) du n° 9, si I'on pose

(56) o e e
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On peut done écrire, en tenant compte de (36) (n® 10); (51), (83)
et (54),
t

5 a a£2 - tat | ot
M‘(t)=zj( e 1) dg <T\1+Z§)‘

0

En remarquant que dans le cas considéré
i(=20)=1, @@ =z=t

on obtient, eu ézard & (46), cette expression asymptotique pour

= 'u,n

: T e S 9
(57) u, =(—1)a’1 Satp—i)e (cosx]/cm—l— "(ic)),
: ‘ Vn

ol, en vertu de (43), &,(x) est une fonction satisfaisant & linégalité

lﬁ(x)l<a{g(“§+1)d§+‘/““3( +1)1/§l/1+ }

En désignant par ¢ zéro ou Punité, selon que <1 ou z>1

peut écrire e ey
a(a—i—2) L/f—ﬂ 1_6&: w(a—{—?)( l/ﬂm a
(58) el (1+ g% ‘/1 l»4.5) 11 9’ l/ i

2
<e(1 "]"'9'7:51/;) ’

_a+)(; Ve, i)
— 5 (1, o l—'|—4.5.

14. Supposons maintenant que n Soit impair.
On a, en vertu de (53),

olt 'on a posé

S S
I 199 e 2Yie e 28 1)
2T wrl = 2 Mvgx
B, At (Va3 he o) al/a &
Or,
94,52k ]/_

; =2+ 1.
5... 2k—1)(2k+1) 1/21/27»—}—1, s=

Par conséquent,

1 T T
= _-;'n =i ) lu'
e a]/a]/n a ak,
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Cette inégalité coincide avec celle de (z), si 1'on pose

__ati
S R B il
f(t)'_e 3 K“—a, ﬂ—ga

La formule (47) devient

_ o =
(G9) u,=(—1) al..3‘5..,(n—2)1/ne (smml/an—{— ),

g2 Vau /
ou la fonction & (z) satisfait & I'inégalité (58). : :
Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que z> 0.

Or, les formules (57) et (59) restent vraies aussi pour z < 0.

Pour obtenir la limite supérieure de |$ (x)| dans ce dernier cas,
il suffit de remplacer dans I'inégalité (58) z par son module.

15. Considérons maintenant les polynomes #», (n=0, 1, 2,...) de
Jacobi, définies par I’équation

(60) (1 —2)u,— Qe+ Daw, +n -+ 2004, —0, w=o 1,2..)

ou « désigne une constante positive.
Supposant que :

v D=3 ==
on trouve, pour x pair,

. gr(za)r(nJrl)P(nga) |
(61) u”(O):(——l)2

Pmﬂ{§+QPm+am

u; (0)=0
et, pour » impair, -

tzmmwm+nrﬁi”+d
(62) w,=(—1)" 2

n-+1 '

P(a)F( - )F(n—l—Qa)
ce qui résulte immédiatement du développement connu
(0]

1 n
> b
—0

(1 —2ha + )" o

I'(n-+2a) T
') Dlin+ 1 *

U




ll

e

L’équation (60) n’est qu'un cas particulier de I'équation (4), ol

pzl--w2, g=—2z2c+1), r=1.

Appliquons & I'équation (60) la transformation du n° 2 en lIlthdUI-

sant la variable

{=— gdx‘/ﬁzawc cosx,
= e ] P

ou

= C0S¢.
Les valeurs de #, correspondant a
g=—1, =0 x=—f—l .
sont
-JT
Ifozﬂ, 725, t1:0
Remarquant que dans le cas considéré
1 «’cos’t—a
@(t)=0£00tgt, i et (t)———*——,
(63) sin ¢ sin” ¢
v, (9)
L :
iiein ¢

on obtient I’équation suivante (1’équation (13) du n°® 2)

2

d & cos t—a
e =i
sin” ¢
ou
" —1
o2y = %__) 2,
: sin” ¢
olt 'on a posé
(64) A, =n-tec.
On peut donc prendre pour x(¢) la fonction suivante
i) = g(_a.___) 3
sin’ ¢

16." Appliquons au cas considéré la méthode du n® 10.

Supposons d’abord que % soit pair.
On a, en vertu de (61), (62) et (63)

v, (g) —u,0), v, (%’) =u, (0)=0.




e P O =
11 faut donc- poser

: » I (2¢) P’(ngi I)P(g—l—a)
(65) A4, =(—1)

r(a)r(qu 1) I'(n-+2¢)
Posons ensuite
: fla)=(1 — "7 2.
On a A
e 7 2
Sy I (2e) I'(n + 1)
i3 _1(1‘ x) 2w, de g2a—1 7? (‘1)1"(%—{—20() (n—l—(x)

Par conséquent,

o xrz(g+ 1)F(n-|—2a)

72
4,

't &) Pn—+1) 1“’2(%+ a)
Or, =
(66) Kﬂ%ﬂ:z"p(ﬁ+a)r(ﬁ+a+1).
-8 2 9 0
On peut donc écrire

A

" 2% B dal g
Ivs VEZ i (2+1)P(2+a 2)7’6—'-2‘1—“1 St
Ai2=-2_ <

" F(n+1)p(g+a) gi

n 2 (N
<I/En—l—2a—12 > (§+1)_
2 n+ta I'in—+1)

Cette inégalité a lieu pour toutes les valeurs de », plus grandes
que 2, quel que soit le noimbre positif .
D’autre part, en posant »= 2%, on trouve

n 20 ;
. P(§+1)_ 2.4...2%
TCinF1)- 1:3...2k—1.

Il s’ensuit que

L me-0a 1V PT = e
0 , 7 i
A"2<,2 n—tea ]/n—]—al/"<n'/n+al/"




car on a toujours

et ;
n -+ 1 :
5 281 I

l/n+a< 1a>
on trouve

1;1 2 2 _

P< ,u]/).——Kl
ol 2

1
ﬂ:Z’ K2=JI‘M2,
1 3 3 *
lug=——_, sig<letyw =1.58 a—1.
(29

L’inégalité précédente montre que la fonction #, satisfait & la con-
~ dition (a) du n° 10.
En se rappelant que dans le cas considéré

r=3 (@=sin ¢ L pO=sins, #@=—1, we=""71)
sin § 1n§
on frouve
L :
©(§) g o d§ cost(1-+2sin’f) o -
T o s = =17,
S e ) sin' " e
2 7

ol le signe (4-) correspond au cas de ¢ <§’ le signe (—)au cas de > g
On peut done poser (voir n® 10)
2 2
22 ) = M
sin’ ¢
quelle que soit la valeur de ¢, prise & Dintérieur de l'intervalle (0, x).

La formule générale (41) se réduit, en vertu de (64) et (65) a la
suivante




S e

L

(%) [’(Z—;—[— I)F(n+2a)

oll, en vertu de (43),

67) v, (=

cla—1| , waVa d’la—1]
| tang 7 | i (¢ - 2)" sin™

pour toutes les valeurs de #, comprises ‘entre 0 et x.
17. Supposons maintenant que # soit impair.
Dans ce cas, en vertu de (62) et (63),

(68) |v9()l<

w1 r(ga)r(n+1)p( ng ) |

B’ A,=0,

n

() I’("_;— 1) I (n+ 2@

ce qui nous donne [voir 1'égalité (66)]

. s

o n+1

S {n-—f—a)P(n+’1)F2( -

el ety
4(n+a)P(n+1 ( )

On en tire, en remarquant que

o

+a)

et en posant n=2% 41,
2(n—+1

£<l/7? 2P( 2 ) el E 2.4...%5
B d(n—t+a) M(n-1) 2(n+a)13 2k —1) (2k-1)

T
<4(%—J—-a)]/n ‘/l—I—C{l/lﬂ-




e

Done la fonction w, pour » impair satisfait & la condition (a,) du
n® 10, ou il faut poser

Kzr—:}n]/l—{—a, e

et, comme au n° précédent,
p

La formule (44) couduit a I'équation suivante

P(Qa)r(qz+1)r(ﬁf§l+a))

cos ((n—|— a)tw— 5 )—1— ”(U]

0

(69) v, (®)=2 e

5 )F(n+ 2a)(n—+a)

P(a)F(

ot la fonction &, (¢) satisfait & I’inégalité

(70) a|oc——1’_l_ytl/g(1+a)?a2|a—1]2‘
l&n(i)\ = \tangtl I 9 ((X + 2)3/4 sinwt

18. On peut simplifier les expressions asymptotiques (67) et (69) de
la maniére suivante:
Les relations connues

F(’“; 1) P(g+ 1) Vi Dw-—1D),

I’(k_gl—}—a\) P(%—]—a):‘/52—n‘2a+l f(n+2aj
donnent , ‘ '
- (2+a) Tyl 2 '2a+1 p(n—; 1)
) n—1 .
(§+I)P(n+9a) P( 2 —l—oc)
L ared o G
r(”"“ I'(n - 20) p(§+a) P(g—l-a)
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Substituant (71) dans (67) on trouve

n—+1
I(2) P( 2 )

9% =1 1) 1’(”’——12‘-1—1— a)

g, (t)]

(73) v ()= [cos ((n —+ a) t——) o

pour #» pair.-
On obtient ensuite, en tenant compte de (72) et (69),

S r n
= L 2a) (2) n [ ( (t)]
(74) ‘Un(t)_22a—lr,(a)r(n 1 a) e cos | (n+a)t — 2)+n+0‘

5T
Or,
an £)
n_?_a[cos ((n @)t — )—f—nia]—cos((n.—!—a)t-—%r)_

am n  T.0 am O (¢)
n+ - (OH_Q) = _)+n Ten e & ((n+a) i _2_)+n—§—oc’

ot 'on a posé

O () =«acos ((n+a)t——g)+

2,00,

L'équation (74) peut done s’écrire comme il suit

7_@
(78) v, ()= 225 (121‘%) F(I;( j_)a) [cos ((n + )t — ) + _{fz()x]
il :

Substituant (73) et (75) dans (63) on trouve finalement, pour » pair,

TOIT] i 0

(76) u, (cost) =
- 2%~ () I’(g-{— a)sin“t
et, pour » impair,

I'(20) r(’—;)

(77) w,(cos t) = [co‘s ((n—{— «)t— ) 4+ %.0 ]

D F(g—l— a) sin“s s

1) Compar. Darboux: ,,Sur Papproximation des fonctions de trés grands nombres
etc“. Journ. de Liouville, 1878, p. 49.

A. A, Adamoff: ,00% acmmnToTHYeCKOMD BHDaKeRiM moxmEOMOBB J (x) H T. L.“
Hasberia C.-Herepbypr. Honntexn. Hucraryra, 1906,




===

16,@®)] <e+[9,0)],

&, (¢) étant une fonction satisfaisant i Iinégalité (70).

Ces formules étant établies, il suffit de répéter, avec une modifica-
tion légére, les raisonnements de M. Darboux (loe. ecit.), qu’il a appliqués
aux polynomes

Z=F@+n,—n,r, 2,

£ désignant la série hypergéométrique, pour s’assurer que foute fonction
donnée f(x) se développe en série de polynomes u, avec les mémes par-
ticularités que dans le cas des séries tmgonometmques

18. Désignons maintenant par u,(®) n=0,1, 2,...) les poly-
nomes qui satisfont a 1’équation

(78) - 2zu,+ (1 —az)u, +anu, =0 m=0,1,2,...)

Nous avons ici un cas particulier de polynomes fo), défines par
les équations :
(79) 2 (V) 4 (8 — az) (V) +eanVf =0,

: ; 4 ! s
car il suffit de remplacer dans eette équation « par %, 8 par 5 pour en

déduire 1'équation (78).
Vf (=0, 1, 2,...) sont les polynomes de Tchébicheff correspon-
dant a la fonction caractéristique

pla)y=2"¢"", B3>0, 2>0)

Rappelons quelques-unes de leurs propriétés.
Remplagant dans (74) # par #--1, n par n— 1, on trouve

(@+1)

sV b=y (7Y Lat = —o.

D’autre part, différentiant (74) une fois par rapport & z, on tire

e R i
dx dz

: ; g1 dVE
Ces derniéres équations montrent que les polynomes V.o et v
ne peuvent différer I'un de 'autre que par un facteul constant C.

On a donc
av’

dz

4+
=0V, _,.
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Supposant, pour plus de simplicité, que le coefficient & 2" de poly-
nome Vﬁ soit égal & l'unité, on trouve

B +1
(80) an == up—l .
dz
Posons
Vf =2 a; i
j=0
On s'assure aisément que
nei g @—1). . .(n—j +1) 2 :
4, =(—1)" o = BB +j+1). . .(8-+n—1).
(=101 25i000)
On a done
VPO =a,=(—1'a"8(8+1)...(84n—1).
L’équation (79), mise sous la forme
angl o V”B'z—ifxﬁ ¢ E (PO
o *
donne :
e 2 : ¢ : A2
awzfmﬁ S (Vf)i’ dr = —j V?‘Zl% [xﬁ B (Vf)'] == jxg e_‘a”((Vf)) dw,
i 0 : : 0 s

d’ol, en vertu de (80),

« Yx*“'“’ e py g nf e e e
0 0

On peut done écrire
(81) Feus e

o n—l

€n posant, en général,
If=fx6—1 o (-Vf)z dz.
0

En remplacant dans (81) n succesivement parm—~—1,n-—2.,.%0
et S par 81, 849, 8—mn, on trouve, par la multiplication des
€quations ainsi obtenues,



5 m! _gtn
=" I
Or, '
I§+l Ig prn=1 —ae (Vn+g)2 . =§x§+w-—l Tl P(i;}—nm
(U 0
car
V:H (z)=1.
On a donc
P T@E+n) _ Tat)T (B+n)
n aB+2" o ft2n
Posons maintenant
ok o)
2! 0
On aura ;
(82) 2( )-(—1) Gt E, L (2rn—1),

_;_z +11’(n—§—1)‘1“(n—}’—§)_ T

V2a g V 2
2211,—1. I'(n —l»-%) o Kﬁl%ﬁl :

19. Remarquons qu’on peut poser ¢=1, sans restreindre la géné-
ralité, car il suffit de remplacer dans (78) la variable z par”% ‘pour

reduire cette équation & la suivante
(84) : 2z, (1—a) u,+ nu,=0.
Appliquons & cette équation la transformation: du n° 2 en y posant

p=2, ¢=1—g, r=1

On trouve
t—SdJcl/ 0 m———is
2l—ax)—2

(85) a2 ¥a i
2]/2:0 V2 2

t2

— (@@ =z

e

(8?3; ; » | un(g) e et’;vn(t) =



L’équation (84) devient
d’v, e :
e Van v,=uv

dt 23

TR

=
Food
w(t)= T

L’équation (86) montre que
v, (0)=u, (0), ¢,(0)=0.

Considérons le rapport

o0

=
§ eﬁ u’ () da
e

2
An

A= (0 —(—D L3 bt e 1).

On trouve, en vertu de (83),

S !
filame 2%.7 e
[1.8.5...(2n—1)]

De cette égalité on tire i l'aide de formule de Wallis

R=2aVn(1+6)<4aVu=dzi’,

. X
2," = /n 2 B8 =
Les 'polyﬁomes u, satisfont a la condition (a) du n° 10.
Posons en effet, dans les formules générales du n® 10,

g4
16

a=0, b=+co, =20, C o A D=

(26,) c |
p@=a, s@=e5 M=n, f=L K'=is,
On trouve i

T

b ;
2 4 5
f f(@)u: () de—= l"/T u (z) de < A,) K 22F
: xX
a

n. ?

0
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et
HOR
JF(©) £E) Vo)

i t
d§'=j#2(§) d§<é5( g <’5“_ l“?l.
i) 0

On peut donc poser

4.
(87) Mz(t):__t(t -~ 80) /

5.16"
L’équation (4])'dh n® 11 conduit & cette expression de v,

ﬂn(t))
Val

(88) v,= A (cos tVn-+

o, en vertu de (43) et (87),
t

2 2
. Sl e
| %, @) <Sl§ - ds 2 Vﬂjl : ]62|V§(§2-}—80)d§
J ;
pour toutes les valeurs de g, plus grandes que lunité.
Substituant (88) dans (86) on trouve cette expression asymptotique
pour wu,,

2
(80) o (M)—(—'l) 1.3.5. (212-—1)3 (costl/n—[— V(t))

19. Nous allons maintenant appliquer les résultats obtenus au prob-
leme du développement d'une fonction arbitraire en séries des polynomes,
considérés aux n° précédents (12—18). SRS e

Faisons d’abord quelques remarques préliminaires sur ce sujet.

M. Du-Bois-Raymond fat le premier qui a généralisé la méthode de
Dirichlet, appliquée par cet illustre géometre aux développements trigo-
nométriques.

D’aprés Dirichlet, le probleme se ramene, comme on sait, a la
recherche de la limite, vers laguelle tend D’intégrale

b
5- ¥ () sinn (¢—2) i ,

a—x
@

lorsque % tend vers l'infini, ¢ («) désignant une fonction donnée.
M. Du-Bois-Raymond a étudié l'intégrale plus générale de la forme
suivante
b
Sn=5<ﬁ(a)?/)(x, a, n)de,

o
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contenant comme un cas particulier celle de Dirichlet, et il a ‘indiqué
certaines hypothéses générales sur la fonction @ (z), sous lesquelles on
peut trouver la limite de I'intéorale S, pour n=co.’

Les recherches de Du-Bois-Raymond, dont le bt principal consis-
tait & résoudre le probléme de Ia représentation d'une fonction arbitrajre
a laide des intégrales définies, ont été généralisées ensuite par ‘M. Dini
en 1880, qui a appliqué ses recherches au probléeme du développement
des fonctions en séries infinies.

Nous pouvons maintenant, en suivant une voie indiquée par M. Jordan
dans son Cours d’Analyse, exposer les résultats principaux de ces recher-
ches sous Ja forme suivante:

Bolt w n=0,1,2,.. -) une suite bien détermiinée de fonctions
de « et du paramdtre .

Posons :
Lo u..y(x)( : N\,
5= ) L 09 @@ e — L@,
oll -
2 b
4 =@ @ @, ?1k=jf(a)-uf'€a) e
On peut éerire ) |

Sn g 90(11)?0 (md @, in)de. 3

si l'on pose :

- res et e

0

——

La somme de la série infinie
8 'ZOO:A"
—~ —I;uk (j")
0
est égale A la limite, vers laquelle tend l’intégrale S, , lorsque l'indice n»
croit indéfiniment. :
Le probléme se ramene & I'étude des intégrales
E‘ b

; w($s (Z, 'n)da7 S‘w(xg ag n)da,
i

s désignant un nombre, compris entre g et Z, 7 un nombre, compris
entre z et b. 9




(91) 8,=

i)

Si le module de chacune de ces intégrales ne surpasse pas ut nombre
fixe I, indépendant de §, n et de », et si ces intégrales tendent wais
formément vers une limite fixe G, lorsque » tend vers Pinfini, on aurs

b

lim S, = lim ggo (@) p(x, a, n) da—HimSgo (@) w(z, a, n)da=

Nn=co N =00, Nn=—0co

=G o+ 0+ 9@—0)]

toutes les fois que la fonction @ (z) sera une fonction a variation bornée
entre a et b. '

Ce théoréme conduit immédiatement a une méthode générale pour
résoudve plusieurs problemes du développement d'une fonction arbitraire
en séries des fonctions u, (n=0, 1, 2,).

Dans sa These, présentée a la Faculté des Sciences de I'Universite
de St.-Petersbourg, M. A. Adamoff applique cette méthode de Du-Bois-
Raymond et de Dini aux polynomes de Hermite et aux polynomes du
n® 15 qui présentent un cas particulier de ceux de Jacobi.

Or, je me permets de rappeler, en profitant de I'occasion, que les
développements en séries des polynomes de Jacobi ont &té éludiés deéja
par M. Darboux en 1878, indépendemment des recherches de M= Du-
Bois-Raymond et Dini, dans son Mémoire: ,Sur Papproximation des fon-
ctions de trés-grands nombres ete.”, cité plusieurs fois.

I est aisé de comprendre ensuite que la méthode de Darboux s’étend
& tous les polynomes, considérés aux n° précédents (12—18). On pourra
done résoudre le probleme du développement dans les cas, tout & I’heure
mentionnés, en suivant une voie, indiquée par M. Darboux, sans se rap-
porter & la théorie généﬁﬂeﬁe Mz Du-Bois-Raymond et Dini.

1l nest pas inutile de faire quelques remarques sommaires sur ce
sujet sans entrer en détails.

20. En éutendant par w«, (x)(w=0,1, 2,.. .} une suite quelconque
de polynomes de Tchébicheff, on a toujours ;

b
w@ [0 o
; : 0 5 £ )ty @) w, () = Uy () 0, (2)
ik AL

GM§

a

C’est une formule, établie, si je ne me trompe pas, pour la premiére
fois par M. Darboux dans son Mémoire, cité plus haut (p. 411 ete.)V

1) Voir aussi Tchébicheff: ,0 pasiomenia Bh HENPEPHBHYW JPOOB PANOBE, pacio-
JOREHHHXD 0 HACXOLANAMD CTENeRAMH nepeMbHHOA®. Baunckn Mymnepatoperoil Axazenis
Hayxe, X 3, 1892. -
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Appliquons cette formule aux polynomes w_(z) de nos 12—18.
Les recherches précédentes montrent . que chacun de ces polynomes
peut étre présenté sous la forme suivante ;

n?

9
(92) u, =h, (an 5 ”),

olt g est égal & é— pour les polynomes de Hermite ainsi que pour ceux

du n® 18, et g—1 pour les polynomes de Jacobi.
Substituant (92) dans (91) on peut écrire -

b
e e
s j oG en@uW—e@a, 6, |
A z—y

(98). .8 —

En suivant la méthode de Darboux (loc. cit. p.p. 885 etc.) on peut
s’assurer que
lim £ =0,

n—co

On aura -done
b

b, . ( b
lim S — fim "t j Fge wn@WO—a@ a0,
H=0C0 : n=Co In x——y
a f

L’étude de cette derniére intégrale se rameéne, dans tous les cas
qui nous intéressent, & celui de I'intégrale de Dirichlet; il suffit pour cela,
de remplacer @, par leurs expressions qui résultent des formules asympto-
tiques. =

Considérons, pour exemple, les polynomes du n° 18,

En se rappelant que dans ce cas

x
e 5

a=0, =0, f(m)=T’

o
(<}

x
N ey =
&, =e CoS Van= e custl/n ;
on trouve

@ z—y

. hnhn T . s*_ A = AL
= +1j e % () cos V' oz (n-+1).cos VZ_Lm coS 1/2y (n—+ 1) cos Vo dy.

L, 4 Vy

Or, il est aisé de s’assurer qu’on peut poser, pour les valeurs de
n plus grandes que Punité,.

Sl

et i @ RO (o)
oS VQgD (m-t1)=cos ¥ 2pn — ]‘//23) sin 1/2gon -+ nn(qp )
L

Z
!
i
:
I
|
i
!
I
|
]
i
i




T

g b e

d, (¢) -désignant une fonction dont le module me surpasse pas un nombre
fixe 'ne dépendant pas de n.
On a done
cos V2z(n -+ 1). -cml/Qyn-— Voy (0 + 1) ecs Vogn =
Vysm V2yncos Voun—V zsinV2zmcosVayn | 9u(% y)
i
Von %

ot 1'on a posé
@, (z, y) =90, (x)cos Vagn —, (i) cosV 2an .

Remarquant ensuite que, en vertu de (83) ét (90),

By e 1)2,,+1[‘1 3.5, u—1TEnt+1) _
e Ver 2n!
I ) 2
D™ (2n ——Vant1(1+s,),
— (= 1" +>ﬂ( =5 Va4
e, désignant une quantité qui s'annule pour %= co, on trouve
'V2n—l-l T T w, (#, /) 1/27@#—1]9 T (I, y)
lim S, = = dy —lim s
n=—0oo n_OO .7[1/21@ 1/ ( ) + n=—=co V— G

ot ’on a iposé oA
e ey,

p, (@, 9= Vg/_sin]/% cos V2zn — Vz sin V2 .cos Y 2un .

On peut sassurer que le second terme de cette égalité se réduit

a zéro.
On en conclut gue

dy.-

lim S, = —lim —

n=0o nz=co T

\8 ;4 w (1 y)
My e

Or
w, (2, y)=— VasinVen (Va— Vy)--Vy — V z)sinV2yn . cosV 2zn .

L’intégrale du second membre de I’égalité précédente se decompose

en deux dont l'une est égale &

: sin V' 2yn cosV 2am q
i/

; 1(e
S S g = e
= ”g 4 i Ve+Vy




Cette intégrale tend vers zéro, lorsque n tend vers Vinfini, si ¢ (z)
est une fonction & variation bornée entre O of —+ o0,
On a done

u
1—wu 2 [

(oo : R t
lim Sn=‘7gr lim (0 G sinV 2nz (1—w) q |

0
ol 'on a posé
z(1—un?)
4

% l_/x, @,y 1+“_¢(u’v,u)-

" L’intégrale du second membre de I’égalité précédente est précise-
ment I'intégrale de Dirichlet. ‘
On en conclut immédiatement que @

(o9}

oa - () ge_g %@ u, (x) dx
. 0 z 1
(93,) 11111S"=Z S =59 @+0)+9@—0)].
0=00 - _g u’; (.7})
o

Done, la série (95,) converge uniformément pour toute valewr positive ,
de z, sila fonction domnée ¢ (x) est une fonction & variation bornée |

S

entre O et —-o0, et la somme de celte série est égale o

39 @0+ @—0)].

=

//7
~ Le théoréme analogue a lieu pour les polynomes du n® 15 ainsi que \
pour les polynomes de Hermite.
La réduction de Dintégrale (93,) a celle de Dirichlet, ce qui suffit
pour achever la démonstration, s’effectue par un precédé tout i fait ana-
logue & ce que nous venons d’indiquer.

21. Revenons & la série

n

= f
(949 Y 40, |
en désignant maintenant par 4, le rapport
b
S‘f (%) 9 (@), (z) dx
I ’
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ot @ () est une fonction donnée, w, () (n=0; 1, 2,...) lune de suites
de polynomes, étudiés plus haut. :

Indiquons une transformation de la série (94) moyennant les formules
asymptotiques que nous avons établies aux nes précédents.

Posons

W, = 4,1,()

et désignons par w, ce qui devient W, lorsque on 7y remplace u, par
son expression approchée 7,a, qui résulte de la formule générale (92)
[voir n® précédent]

On trouve
h": wn
(941) W,—w,= 5 — =%
ol ‘
; ER
h, ¢,
(95) w, == (@) 9 (@) e, do,

b

: . |
(80) =i j f(x) fp(cv)(%—k %—’;) da -, gf (z) 9 () 9, do.

a

Nous allons établir, dans ce qui va suivre, que les conditions de con-
vergence de la série (94) sont les mémes que celles de la série approchée

b

e <o h2 3
(97) ) "I“"S F@) 0 (@) e, ds,
Q 0

n

a

si la fonction ¢ (z) satisfait @ certaines conditions tres générales que
nous énoncerons plus loin.

Remarquons tout d’abord qu’il est aisé de s'assurer que d, tend vers
zéro, lorsque n croit indéfiniment, pourvu que les intégrales qui figurent
dans lexpression de @, aient un sens bien déterminé; il s'ensuit que
les termes du développement (94) tendent de plus en plus a se confondre
avec ceux de la série (97). -

Or, pour démontrer rigoureusement que les conditions de convergence
de ces deux séries sont les mémes, il faut encore établir que la série




=15

=18
S

converge absolument et uniformément, ce que nous ferons dans les articles
prochains.

R2. Bornons nous, pour fixer les idées, au cas des polynomes du n° 18;
lanalyse, que nous allons exposer, s’appliquera, avec une modification
légére, aux polynomes de Hermite ainsi qu’ 4 ceux de Jacobi,

L’égalité (42) du n® 11 donne

t

(98) 9,(t)=sin4, tj“u (8) cos?ﬂ.ﬂ §ds—cus i, tj,u (§)sinZ, scosd §ds— ;1

0 0 "
ou
(99) & =J w(@sind, (E—t) o, (§)ds.
0

On trouve, en tenant compte de (86,),

~ 9 . . 5
. D T B T tcos24, ¢ sin22 ¢
= 1 Ede— CEDERE it
t(t —— 1 )

AL +6,0), A="Va.

Il est aisé de s’assurer que

284249 _F£Lt+9
e =
2.64Vn 64Vn

6, <
D’autre part,
tsin22 ¢

1

9;(t)I:IJy(g)sinzﬂgcoszngda:_m_l
0 n

2((,0821 == ] t+t+9

Ql 641/??,

On peut done écrire =

2
(100) 9, (@) =sina, i fis )+w"(t)— o

6.16 Vi l‘*/;

¥

3

[~—4—(t2—4) G5k




S e
ou Von a posé
w, () =Vn[sin2,t0, () —cos,t6,(t)].
La: fonction %, (t)l satisfait. évidemment & la: condition

£4+t4+9

(ro1y e

Considérons maintenant I’expression (99) de 2.
On trouve, comme au n° 11, en tenant compte de (86;),

Va

. 16%'8

t
(102) g Sié‘L 4| V(& +80) ds.

Or,

.
e
0

ol e=0 ou 1, selon que ¢ soit<<lou >1.
On peut donc écrire

18,1 < £ [5.9-!,-a.5.9§§%§]i 9V”[1+11 ]
1

5.16.8 | 8.16

4| Ve@E+80) a8 =f+— 85,

quelle que soit la valeur de #, prise entre 0 et —+ oo,
Il est évident que l’expressmn &, (¢) (100) peut étre présentée sous
la forme suivante

(¢ —12 g, (8)
L
Van

(103) 5 (f)=sintVw

si 'on pose .

i
a0 o
Vn

La fonction g, (¢) satisfait a T’inégalité

g, ()=

(104) la, ()] <ot 468tz +n,

olt 'on peut poser, pour n>1,

___9_112/_855 6—1 h———(l—I—Vﬂ)

ce qui résulte immédiatement des inégalités (101) et (102).
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23. Cherchons maintenant une limite supérieure de @), défini par
I'équation (96).

Considérons d’abord I'intéerale

H=f @9 ()9, do

qui prend, dans le cas considérs, la forme suivante

o

S b s T =
3V§.16§e ()t(t 12)51ntl/ndt7—l/ﬂj ()qn(t)dt

ZJgp () smtVndt—{—~ﬁ—H’ '
7 Vn

n

£ 2
e Tg (t)t(t~12)

t:——Hﬁ_*.
L 3V2.16

(105)

ikl

n

‘p

ot 'on' a pesé’

Supposons que @ (z) soif une fonction & variation bornée entre 0
el o,

Il en sera de méme de la fonction w (1).
La fonction @ (¥) peut se représenter sous la forme suivante:

ol w, (#) et »,(f) sont des fonctions non croissantes, lorsque ¢ croit de
zéro a linfini 1),

On a donc
T =J w, (O)sin ¢ Vo dt— Jw, (t)sin ¢ Vndz.
0 (1]

Le théoreme de la moyenne donne

H = J P, (® sintVn dt = P, (O)fsmt]/n dt,
"I

(U]
H,= J W, (1) sin¢ Vn dt = , (0) Jsmtl/n dt ,

0

o

s et 7 étant des nombres, compris entre 0 et —+ oo,

1) Yoir C. Jord;m: »Cours d’Analyse“ Paris 1893, T. I, p.p. 54, 55.
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11 s’ensuit que

Bl<-L, |B|<2
V” =7Z
« et B étant des nombres fixes, et enfin,
: A
(106) \Hl<ﬁ, A=a|p, (0)|+ 8]y, (0],

A désignant un nombre assignable.
Considérons l'integrale

(o9
o :
0
11 suffit de supposer que ¢ (z) soit une fonction bornée dans Uinter-
valle (0, co) pour s’assurer, en tenant compte de (104), que Vintégrale

¢ a un sens bien déterminé.
On en conclut, eu égard & (105) et (106), que

it | o w
(107) iHl=ij(x)¢(m)ﬂndwl<ﬁ+%’

B désignant un nembre fixe.
Considérons enfin I'intégrale

6= Sf(x) ¢ (v) @, de= V2_S ¢ 8o (x)costVn dt.

" On trouve, en se rappelant que ¢ (x) est une fonction & variation

bornée,

C
108 s - =t
(108) | G| 7

G désignant un nombre fixe.
Cela posé, écrivons @ (f) sous la forme

Vn
De cette égalité on tire, en vertu de (107) et (108),

9
o (=10, 6GF (an—l— 4) i

0 6
(109 e s e
) |, ()] g

T
n

T ')

Vn

t,, désignant une quantité positive, finie pour toute valeur positive de la
variable 2.
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En remarquant enfin que, en vertu de (83) et (90),

2

@_- 2[1.3-5“.(272—1)12——91/._‘2_2”! _i
4 i n(2n—1)! < T 9% )y’ =

4 désignant un nombre fixe, on trouve, en tenant compte de (94,) et (109),

‘/.LT’H n
(110) 0] < —-=—2,
nl/n n)y n

6, étant une quantité qui ne surpasse pas un certain nombre fixe ¢ pour
toutes les valeurs de #, prises a Dintérieur d’un intervalle (0, 7), T dé-
signant un nombre quelconque positif. :

On en conclut que 7o série

@e)

20,

0

converge absolument et uniformément dans tout intervalle 0, 7). quel que
soit le nombre positif T.

Done, la série primitive (94) converge sous les mémes conditions par
rapport ala fonction donmée ¢ (z) que la série approchée (97) (voir ne 21),
powrvu que @ (x) soit une fonction & variation bornée entre O et —oo.

- Le méme théoréme a liew pour les polynomes de Jacobi ainsi que
pour les polynomes de Hermite.

Je me permets de ne pas reproduire la démonstration qui est tout
a fait analogue & celle que nous venons d’exposer pour les polynomes du n° 18.

Remarquons qu’un cas particulier du théoréme général, que nous
avons établi, a été énoncé, sans démonstration rigoureuse, par Laplace
pour les polynomes de Legendre et puis, en 1864, par Hermite pour les
polynomes qui portent son nom.

Nous voyons, de ce qui préeede, que ce théoréme s’applique, en effet,
a tous les polynomes considérés aux nes 11—18.

Nous verrons plus tard qu’il reste vrai dans beaucoup d’autres cas
et nous montrerons, outre cela, qu’il peut wnous servir non seulement a
simplifier les recherches sur la convergence des séries de la forme (94),
mais encore a résoudre complétement le probléme du développement, ¢’est-
a-dire & déterminer la somme des séries dont il s’agit.

24. Les considérations précédentes montrent que ‘le terme général
A, u, (z) de la série (94) peut 8tre présenté sous la forme suivante

5 b
52
Awun(x)=7“ anj‘f(x)¢(m)andx+ﬂn0n :
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La recherche de la convergence de la série (94) se ramene, en
vertu du théoreme, établi au n précédent, & celle de convergence de la
série

e B2 b
(110,) 27 , j f(x) o (x)a, dx,

ou il faut poser:
1) Pour les polynomes de Hermite

gx2

s 9w
(111) f(x):—;g 2! a=—m5 b:’+w: In-"—‘n!a” (3 ?
et

Y "
(112) an=84 COS.’E]/OL'I@ 3 hﬂ-—_—(—_— 1)" G ('ﬂ—l),

si » est un nombre pair,

ox? n—1 n-fl

(113) a,—e* singVan, h,=(—1)% «  1.3.5.. O [

si » est un nombre impair.
2) Pour les polynomes de Jacobi

1

(114) f(x)=(1——w2)a—§, a=—1, b=-+1, »=cost

b4 I'’e) I'(n--1)

(115) In: 22&—1 1—12(&) F(?Z—%—QC{) (w,—{—a) 3
(116) co:‘(t (n+a) _%’>
S it s
% sin ¢
et .
ol (’D;)
(117). b =

9Pl (o) P (’f; - a)

pour % pair,

2 [ )
(a)P(Q)

2 ()T (g—.u a)

(118) b, =

pour x impair.
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3) Pour les polynomes du n° 18

o .
(119) T s e S e
m 2
v
(120) I =47—=a 92F(2n),
.V
o £
(121) ; an=escostVn, h,=(—1)"a"1.8:5...(2n—1),

quélr que soit -le nombre 4.
25. Appliquons le théoreme du n® 23 aux polynomes de Jacobi.
On trouve, en vertu de (115) et (117), pour % pair,

) 32 : g (n s I)P(n—{—‘)a)(‘n—}—
(122 Lo

I -.71:2 a1 (n—f— 1-{—0:) Pl 1)
et, en vertu de (115) et (118), pour » impair,
i ol (g)f’(n—{—%&) (0 + a)
T":IQM_] 2(’2+a)l’(n—!—l
Il ‘est aisé de s'assurer que le rapport
¥
I

2

tend vers , lorsque » tend vers Pinfini.

Supposons, par exemple, que » reste pair [Iégalité (122)].
On trouve,-en tenant compte de:(72),

n—1 7
k. (21@—{—&)F( é )P(T‘{“a)

T el

d’olt, moyennant la formule de Stirling, on tire

e o e et

n
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ol 'on a posé
s
_._.1, yﬂ—_._i_a_.

00| —

ﬂn—z

poli=
)

e étant une quantité qui s’annule pour n=co
I’équation précédente montre que

? I,
1m )
-R=00 7,

n

2

car

2y

n=co 5 e n=co W ==les]

On démontrera de la méme maniére que

2

o VU
lm — ——
o) T

n

lorsque » reste impair.

g Y
n % 1 n 1 2 o
hm(l+ )=Ve, lim(l—A) :—j,-]im7+ =] liml/

On en conclut que la série (110;) peut dtre 1emplacee par la sui-

vante
+1

Ean Sin“fjgo(cc) e @, dz =
1 LI -

-1

O | -

:Zcos (t(n—}—a)——%q) S.sinag.(p(cos_g) cos (§ L sk 0_¢)~£;) ds

La série (94) converge sous les mémes conditions par rapport & la
fonction @ (z) que cette derniere série trigonométrique qui est égale & la

différence de deux séries suivantes

= ZS sin” & ¢ (cos §) cos (¢ —§) (n + @) d§,

= fsin“ £ (088) cos (¢ +§) (0 + ) — ma] d&.

En appliquant la méthode connue de Dirichlet on s’assure Immedla—

temenut que chacune des sommes

Z gsm Eq(cos$)cos(t—&) (k-Fa)ds,
0

k=1



eyl G =

B, Zysm §@(cos§)eos[(t+ &)k + o) —ma]ds
k=1 %
tend uniformément vers une limite bien déterminée, si la fonction donnée
@ () est une fonction & variation bornée entre — 1 ef 1.

Donc la série (94), disposée suivant les polynomes de Jacobi, con-
verge wuniformément, pourvu que la fonction @ (x) satisfasse ¢ la condition
tout a Uheure énoncée.

On voit, & cet exemple, que I'emploi du théoréme du n° 23 conduit
& une démonstration nouvelle d’une proposition, établie par M. Darboux
par une méthode tout & fait ditférente.

%6. Faisons encore quelques remarques concelnant les polynomes de
Hermite ainsi que les polynomes du n® 18.

Nous avons déja indiqué, en termes générales, une voie, due &
M. Darboux, qui peut nous servir & trouver les conditions de la con-
vergence uniforme des séries de la forme (94) pour les polynomes dont
il s’agit.

En suivant cette voie on g’assure que les-dites séries comvergent
uniformément, st la fonetion o (2), intégrable entre les limites 0 et oo
(le cas des polynomes du n° 18), ou entre les limites —oo et ——co (le
cas des polynomes de Hermite), est une fonction & variation bornée.

Une autre démonstration, un peu diffévente et détaillée, du théoreme
analogue pour les polynomes de Hermite paraitra prochainement dans une
thése, déja mentionnée plus haut, de M. Adamoff; cette démonstration
s’étend sans difficulté au cas des polynomes du n°® 18.

Le méme théoreme peut &tre établi aussi par la méthode, indiquée
au n® 23, qui ramene le probleme a la démonstration de convergence de
la série approchée (110,).

Cette série, pour les polynomes du n° 18, se remplace par Ja suivante

I =00 5

: costVn [ - = =

(123) ——"\e Sp(a)cosaVn.deg,
; Vi .

car, dans le cas considéré,

e It BTy U o
n S - 1+ l/ = 1 En) 5
1, 4.71’3( 2n—2) 20 —2 " l/n( T

n

ce qui montre, qu'on peut poser, pour m assez grand,
Ad
I 2 V_ n

n

d, étant une quantité qui s’annule pour %= co.
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Dans le cas des polynomes de Hermite la série (110,) se réduit 2
la suivante

: T
(124) Z (cos:cl/n S 2 gp(a) cos eV . de + Qi“l‘;l/” j e_E'qJ;(.a)._sin‘a'VE.dai),
s N i .

indiquée déja par Hermite en 1864.

L’étude de ces séries [(123) et (124)] peut se ramener a celui des
intégrales .analogues & lintégrale (93).

27. En me bornant par cette remarque, sans entrer en détails, je
m'arréterai au cas, ot les séries (123) et (124) convergent non seulement
uniformément, mais encore absolument.

Considérons, pour fixer les idées, la série (128).

Posons

a:gVﬁ.

On trouve

- tl/ny e °(a)cos aVn.de=-costVn S\
Vn 0

d’ou Yon tire, en supposant que ¢ (x) reste ,positif pour toutes les valeurs
positives de x, 2

o &
8 @ (gVn)cosgn.d§,

oo|ﬁg

e e e
it

Considérons la série & terines:pos‘itifs
(125) o, —}—su_g &+ e,
Cette série sera convergente, si la quantité

. s
Futn = Uppr T Ynpa T o T Uy

tend vers zéro pour n» =—oo, quel que soit l’entier p.
Or,

W‘ZJ ("ﬂ)go(@l/ + )4 Si

J=liq 1=k

n+? )

m[ﬂ\‘

@ EVn ) ds.

Supposons maintenant que la fonction positive ¢ («) satisfasse encore
aux conditions suivantes: ‘
elle est égale & zéro pour les valeurs de §, comprises entre O et &, ol
e est un nombre positif assez petit, mais fixe; elle est égale & C pour
z=¢, et décroit ensuite de C & zéro, lorsque z croit de & & —-co.
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On peut tou;ours choisir le nombre n=mn, de fagon que I'on ait,
pour n 2> n

SRR ;
—5 () 4
6" S

A désignant un nombre fixe, quelle que soit la valeur de §, comprise
entre & et —--co,

Cette condition étant remplie, on aura

e
ze (ﬂ)go(s'"]/r—i—j)(k ’ YQL S

: (n, +3)
et
BT e =,
i ©EVats
T"+P:JZ€ e gl/ﬂhj YdE < J\Z O\ds:
g /=1 e J=I1 (no + ) ;
J\“ P (8 l/n =
) ]A:-.Jl (no_l_ ) no+p

Or, quel que soit &,

i $EVr 1)) _9EVn)
o= (730+f)2 L
On a done

@ o

— 4
0, <—— PEVn)dé=—"—— | o) ds.
o+p 0 %]/17,

00 0 0¢

Il s’ensuit que g, otp 60> DAL sUite, 7 , tendent vers zéro, lorsque
croit indéfiniment, car llnteomle

j o (t)dt
(5}

ne surpasse pas une certaine limite fixe.
Done, la série (125) converge. Il en résulte que la série

£2

foe)
o (es} —ty £l
(126) wazzcosﬂ/nje : ¢(§Vn)cos§nd§,
n—=1 %=1

c’est-a-dire la série (123 » converge absolwment et uniformément.
g
10




B

e

Supposons maintenant que la fonction @ (z), étant égale & zéro pour
les valeurs de #, comprises entre 0 et &, soit une fonction & variatios
bornée entre & et —-co.

On a, pour toutes les valeurs de #, plus grandes que &,

@ (x) =1 (J&‘) — %, (:l?) y

@, et p, étant des fonctions positives, bornées et non croissantes.
La série (126) se réduit & la différence de deux séries suivantes

9

-3
co o __E_j” v
ZCOHV"SE S w (EVn)cosEn. dg,
- :

=

: S b
Ecost]/nje 5 ¢2(§|/n)cos§n.d§.
1 g

=

Chacune de ces séries converge absolument et wuniformément.

Il en sera de méme de la série (126) ou, ce qui revient au méme,
de la série (123).

On en conclut, en tenant compte du théoréme du n® 23, que la
série de la forme (94), s e 0 ) désignant les polynomes
du n° 18, comverge absolument et wniformément, si la fonction @ (x), qui
reste égale @ 2éro pour les valewrs de z, comprises entre O ef &, & iant
wn nombre positif quoique assez petit, mais fize, est ume fonction @
variation bornée entre & ef +ocl).

Le méme théoréme a liew pour les polynomes de Hermite et se dé-
montre par les raisonnements tout & fait analogues.

J'indiquerai encore un cas général, ol les séries de la forme (94)
convergent absolument et uniformément.

Je me bornerai, pour fixer les idées, au cas des polynomes du
n° 18; les raisonnements, qui vont suivre, s'appliquent presque sans chan-
gement aux polynomes de Jacobi et & ceux de Hermite.

Supposons que la fonction @ (x) soit continue et admette la dérivée
o' () qui est une fonction intégrable et & variation bornée entre 0 et + oo,

On a

o <7 o] O/?d o =
{e Sw(a)cosal/n.dazt\—(e 2 ga(a))sinal/n.dcc.
J Vn. de

0

') On suppose certainement que Pintégrale
0
§ o) de
&
ait un sens bien déterminé.
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Or, en vertu de I'hypothese faite sur @ (#), la fonction

p(@) =2 (e*%zw(a))

de

est une fonction & variation bornée entre 0 et - oo,
11 s'ensuit que

@0

s ia e [ A
‘ | (YCZ (e‘? @ (a)) sina V. da; = ]75 5
-0

A désignant un nombre assignable.

On a donc :
: ’cost V[ o iR e
| e jc sepla)cosa)n. daJ == =

0

ce qui montre que la série (123) converge absolument et wniformément.

On obtient ainsi, en tenant compte du théoréme du n® 23, la pro-
position suivante:

La série infinie de lg forme (94), u,(z) (n=0, 1, 2 yo ) désignant
les polynomes de Hermite, ou ceur de Jacobi, ou, enfin, les polynomes
du n° 18, converge absolument et uniformément, quelle que soit la valeur
donnée de la variable z, si la dérivée du premier ordve de la fonction
continue ¢ (x) est une fonction mitégrable et & variation bornée.

Nous ferons plus loin I'usage des résultats, obtenus aux nos précédents.

*8. La méthode, indiquée sux nes 2—10, peut étre appliquée aussi
a la recherche de certaines expressions asymptotiques des fonctions J, (z)
de Bessel pour trés-grandes valeurs de la variable z, ce que nous allons
montrer dans ce qui va suivre.

Les fonections J, (x) satisfont, comme on sait, & D’équation

(127)

da’ : TR

A

&’ J,(») 1 dr ) +( a'z)
: &

Ja(x) ,=70 =
Posons ,
xr=nt,

n désignant un paramétre arbitraire, ¢ une variable nouvelle,
L’équation (127) devient
d*7, (nt)

de ,(nt) aEee
5 ( = e (n“——%) J, (nt) = 0.

|
i

]
dt” ¢ dt

Considérons la fonction J, (nt) comme une fonction de deux argu-
ments ¢ et » et appliquons au cas considéré ]a transformation du n° 2.
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Posént

(128) J, (nt) = %)

42

on obtient cette équation pour v, (¢)

i 5 Yot
(129) oo () - n'v, (8) + T‘X v, () =0
qui a la forme de I'équation (13) du n° 2, si 'on y pose
2
o da —1
B=n', wp)="7—
4¢

Supposons que ¢ se varie entre O et 1 et posons, dans la formule
(17;) du n° 3,
A4,=v(1), B=uv,(1), t=1.

On trouve, eu égard & (128),
47

v (1) 1—4¢* S J,(n$)

sinp(—1) 4+ — sinn (&
” 4n J &V

la formule qui a lieu pour toutes les valeurs du parametre .

29. Désignons maintenant par A2 une constante quelconque réelle et
différente de zéro, par §, la w’ieme racine de I’équation transcendente
de Dini

(131) §

(130) V?Ja ()= v, (1) cosn(t—1) -1

1

dJa(g - - - 1
de —(?/T!X) a(g)—O, a>——§

On sait que cette équation admet une infinité des racines réelles et
positives qui croissent indéfiniment, lorsque I'indice n tend vers linfini.
Posons dans (130)
n=§".

On trouve, en vertu de (128),
vn(l) w5 Ja (gn)‘
En remarquant ensuite que

w b el dE(E)

— = — = : =nt, n=3;5,
Wt 2wVt ds
et en tenant compte de (131), on obtient
v, (1) 1-+2(h—+a)
T ] Ja(gn)‘

L an
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L'équation (130) devient

s
(182) Vid, (5,0 =d.(E) lcos g, (t—1) -+ s sin &, (t—1 )J —

Sn

= ]
]/ “H

Or,

1

(0 s ey p
j sing, (§6— t)d§ sJ (5. 8) ds. ﬁ-—d§<5;§ §J (5, 6)ds:
0

D’autre part, on a toujours, quel que soit le nombre 2,

1

ng 6 d [J ()=, DT, 1(ﬂ>]

(€]

En remplacant 4 par § et en tenant compte de (181), on trouve

1

S EJ2(5,8)ds =

0

1( h(h 4 2a)
l—{—‘——

1 Jreo<are),

-

4 désignant un nombre fixe 1).
On peut done écrire

(5%5) J,(§,)
A S]n§ (b—t) dt = & o -A-— oty
J §Vs V3 V't
ou &, désigne une fonction de # satisfaisant & la condition
‘311 L<1

L’équation (132) devient alors

11
(183) 1/tJ (s,t)= Ja(gﬂ)[cosgn(t—1)+w’j()],
olt I'on a posé
h+ - 2(h @) 4= 4a°)
1) — t— 1 $ —
@, () =————"5sin§ ¢t—1)+ T o

!) Rappelons que les nombres &, (n=1, 2,...) restent positifs et croissent en
méme temps que Iindice n.
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La fonction o, (f) satisfait a l'inégalité suivante

12 ta)], |1 —4e’]4
2 43¢Vt
pour toutes les valeurs de ¢, comprises entre 0 et 1, et pour toutes les
valeurs de », plus grandes que I'unité.
Cette inégalité peut étre remplacée par la suivante, plus simple,
A
F1E
2 désignant un nombre fixe, car ¢ reste toujours inférieur & l'unité.

30. Substituons maintenant (183) dans (132).
On obtient

CHUIRS

(134) o, ()] <

4

t
“cos§, (§—1)sing, (§—17) 1 (@,(&)sing,
( )2 ng,( 7 +"§_"

(5—8

9

1
(08,9
(135) 5—“ b
Jeve
Considérons l'intégrale

i
o Scos §,(6—1
1

Le théoréme de la moyenne donne

sing, (§—¢) dg=d. a(§n){5

1

S Sy

(5}

: i
Jsing, 6—0) 1 stingn(gg—t—l A ) 5 PE

2 ~2
S 2 S 2

&
>
¥

t

i
sing (26 —¢t—1 1 :
Il=5 Sl = )d§=—jsins (26—t—1)ds,
ik .

2 N

==
[

olt
=
L’intégrale I, satisfait donc & Dinégalité
1
i f e s
g, t

On peut donc écrire

] B R
:ﬂg:)——é}—singn(t— 1y

olt «, (¢) est une fonction de ¢ satisfaisant & la condition

(136) I

1 1
= da e
o T oVt

pour les valeurs de ¢, plus petites que Punité.

(137) 4, (@) | <




——

=101~

Remarquant maintenant que

t

1
‘o (S)sing E—8 | .
H e ds <\
1

©,18)]
S 2 (Z:,

s

o

S 7

d’ol1, en vertu de (134),

£

o (§)sin§, (§—1) ‘
9 l )
Y £ e Yt

¢ désignant un nombre fixe, on obtient, en tenant compte de (135) et (136),

7

(138)

e SfJa(* 9

1

e t—1 %, ()
S tlds—d] (6 )———sing (1)1 ——=|
E 2t .

ou, en vertu de (137) et (138),
i 4
.'ﬂn (t) | < 2

cVt
A désignant un nombre fixe.
Substituant maintenant (139) dans (132) on trouve cette expression
asymptotique pour oJ, (§ 7):

sing, (t—1 9, (1)
140) ]/tJ =J, (§ )l:COSbn(Zf—l)—l—‘—ct )( ‘l_t)’TL 2 ]:
Sy 3 i ‘a’:% i
olt
- g L,
£Vt

7 désignant un nombre fixe.

31. Montrons que la méthode du n° 23, étant appliquée A certaines
séries procédant suivant les fonctions de Bessel, permet de déterminer les
conditions générales de leur convergence.

Nous allons considérer le développement de Dini de la forme

:
o T &0\ af @, 6 0)dx o T 1 !
(142) Z - . =Z Sxf(x)tfa(énm)d.z‘,
© Nerie 0 ° (hh+20)4-&2) a2 )
0

§,, désignant les racines de 1’équation (131).
Substituant Pexpression (140) de J,(§ x) dans le terme général de
cette série, on trouve
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Vitas t)jxﬂ ) (€,2)do=c03§,( ’f"”g e e

(S
(143) +Sm3bq(t;1) (ﬁ+ )Sl/wf(z)cosg (x—1)dx -+
—l—sﬁcossn(t—l)j]/xf x)smgu(x——l)der A Os%t_—l)jé(/_)sm§ (x— 1 dx—+ Is

ol 'on a posé

flx)
Ve

v

K- =—a

" n

sing (z-—1Ydé—1h, ijf(x YoasE (=1} dE |-

(== ——D’-'

(144) ;
+ cnSVa—:f(x) sing (z—1)dz—h, SV;f(x) & (z)dz

a,, b,, ¢, et h, désignant les fonctions de ¢ dont les modules ne surpas-
sent pas une certaine limite fixe, quelle que soit la valeur de ¢, prise
gnitre "0 et 1,

Supposons que f(z) est une fonction & variation bornée entre O et 1.
On aura, d’apres le théoréme connu,

jvgf(x) gosé (r—1}de| < é—,
(145) -

gl/xf(x) sin§ (z—1)da| <

0

A désignant une counstante positive.
Considérons lintégrale

(146) V j:]/—:;f () 9, (@) dz.

Supposons que la fonction f(x) satisfasse encore & la condition sui-
vante: il existe un nombre assez petit, mais fixe, ¢, tel qu'on ait

lflz)| < B,
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pour toutes les valeurs de z, comprises entre 0 et ¢, B et ¢ < 1 étant
des nombres fixes. _
Cette condition étant remplie, on trouve, eu égard & (141),

&

<B/j%‘"d <B’( Aty

e’ i

Ul/xf(xw (z) dz

¢ et ¢ étant deux nombres positifs, plus petits que &,.

Il s’ensuit que I'intégrale (146) a un sens bien déterminé.

En remarquant ensuite qu’en vertu de I’hypothese, faite sur f(z),
la fonction

w(w)=il%

est une fonction & variation bornée dans I’intervalle (0, 1), on trouve

(147) l f()bln’”(x—l)dx~<§.

JV

~ Les inégalités (145) et (147) montrent que, pour toute valeur donnée
de la vaviable ¢, comprise entre 0 et 1,

(148) | K | <0,
Q étant un nombre fixe, ne dépendant pas de #.
Les mémes inégalités et Vinégalité (148) conduisent & I’équation
suivante [voir I’équation (143)]
1

(148)) Vziz(gnt))fmf(x) 5, 2)de—cosE, (t—l)Jfo(z)noss,L(xﬂl)d (t)

a('no bﬂ

ot @(¢) est une fonction dont le module ne surpasse pas un certain
nombre fixe,
On en conclut que la série (142) converge en méme temps que la série

o)
-
S

(149)‘ Zéi'l‘k e )COS§,., (t—l)ogl/gf(m)wsgn(x—l)fix,

2
n

si la fonction f(z) satisfait aux conditions énoncées plus haut, car la série

@)

e
1 § n

converge.
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Cela résulte de ce que les racines positives de I’équation (131) de
Dini se rapprochent, & partir d’une valeur de n assez grande, de plas

en plus a
(27@—1—1 + a+1)2

Tl est évident que la série (149) peut 8tre remplacée par la suivante

o i

(150) | Zcosg t——l)j]/aﬂf(x Yeos§, (@—1) da;

1

car on a, pour » assez grand,

2

gﬂ- 1 _l_ Oc-n
TR e

ol e, est une quantité dont le module ne surpasse pas un certain nombre
fixe, ne dépendant pas de mn.

Il est aisé de sassurer enfin que les conditions de convergence de
la série (150) sont les mémes que celles de la série trigonométrique

a .

(151) Zcos (nm 4 0) (t — l)j]/xf(x) cos (nx + ) (z— 1) du.

1

Considérons, pour fixer les idées, le cas le plus simple, ol la cons-
tante  est égale a —«.
L’équation (131) devient
dJ,

s

On sait que, pour les valeurs de n assez grandes, les racines §, de
cette équation peuvent se présenter sous la forme suivante

¢ __mr_!_Qa—}—l

+e =na--d+¢,
e, désignant une quantité telle que

|sinen\<§i<,5i

B désignant un nombre fixe.
Cela résulte de la formule asymptotique, etablie par M* Hankel et
Dini, pour la fonction /().




T

_

Sl e

Moyennant la méthode connue de Dirichlet on s’assure sans peine
que la série (151) converge uniformément, si la fonction f(x) est une
fonction a variation bornée entre 0 et 1.

Les mémes raisonnements sappliquent au cas général, lorsque la
constante } dans D’équation (131) a une valeur queleonque, diftérente
de zéro.

L‘analyse précédente conduit & la proposition suivante:

La série (142) converge uniformément, pourvu que la fonction f(z)
a variation bornée entre 0 et 1 satisfasse encore a la condition Swivante:
i existe un nombre positif &,, quoique assez petit mais fize, tel qu’on ait

Vil e

pour les waleurs de z, comprises enire 0 et &, B et u < 1 étant des
nombres fizes.

32. Avant d’aller plus loin faisons une digression a la théorie gé-
nérale des fonctions que j’ai appellées fonctions fondamentales dans mon
Mémoire: ,Théorie générale des fonctions fondamentales® (Annales de
Toulouse, 1905).

En nous bornant au cas d’une seule variable réelle #, désignons par

(152) Volahel fa) Wl s litnl &

une suite de fonctions fondamentales (, Eigenfunctionen® de M. D. Hilbert) 1),
correspondant & la fonction génératrice G(z, &) (,Kern® de M. Hilbert),
symétrique en z et §. ‘

Les fonetions ¥, (x) (=0, 1, 2,...) satisfont aux conditions

b

Vk (x) = ZkSP (g) G (.ﬁi‘, g) Vk<§) ds,

a

o 2, (k=0, 1, 2,...) sont les nombres, caractéristiques pour les fone-
tions V, (z) (,Eigenwerthe“ de M. Hilbert), p(§) est une fonction donnée,
continue et posilive dans lintervalle (a, b).

Considérons le cas le plus simple, ol les nombres 4, restent positifs
et croissent indéfiniment, lorsque 1’indice % tend vers Pinfini,

Supposons que les fonctions (152) forment un groupe, auquel s’ap-
plique le théoreme général du n® 13 du Chap. II de mon Mémoire, cité
au début de ce no.

J’énoncerai ce théoréme, en l’appliquant au eas d’une seule variable,
comme il suit:

1) Voir D. Hilbert: ,Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen®. Gottingen Nachrichten, 1904, 1905.
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Quelle que soit la fonction f(z), bornée et intégrable dams Uinter-
valle (a, b), quelle que soit ume auire fonction @ (), pouvant devenir
wnfinie aux environs de certains points isolés de Uintervalle (a,, b,), inté-
rieur @ Uintervalle donné (a, b), mais telle que les integrales

by b b

prsvdx, jpwndm, ypwgdx

a4y ty a4

aient un Sens bien déterminé, on a toujours le développement susvant:

b
by (a'o) . Sprkdm b
(153) J‘pfgodx= 4,B,, A=t—, Bk—--—-fpgo V,ds.
a 0 Sp Vzdx ay

Toutes les fonctions, étudiées plus haut: polynomes de Hermite et
de Jacobi, ceux du n° 18, fonctions de Bessel appartiennent & la c¢lasse
des fonetions fondamentales, auxquelles s’applique le théoréme que je viens
d’énoncer, comme je I'ai déja montré au n® 8 de mon Mémoire: ,Sur cer-
taines égalités générales ete”, publié dans les Mémoires de I’Académie des
Sciences de St-Pétersbourg en 1904 (p. 16).

33. De ce théoreme nous déduirons un autre qui aura une applica-
tion importante au probleme du développement d’une fonction arbitraire
en séries infinies.

Posons dans (153)

P=—," = Ty—1, b=x0+7]s
b
z, désignant une valeur quelconque de 2, prise arbitrairement dans I'inter-
valle (a, b), 7 désignant un nombre positif qu’on peut prendre si petit
que l'on veut, » une fonction continue dans l'intervalle (@, b).

On trouve
o+ co+-1] :
i d ZA"'j' Visa 1)
(154) a7 vi(e) de = % vV, (2)dx?).
To—T] i —1

Supposons que la fonction f(z) soit choisie de fagon que la série

(155) ZAka(x)

converge uniformément dans Dintervalle (a, b); la série (154) le sera aussi.

1) Nous ommettons, pour simplifier 'écriture, les limites O et 4-co de la somme X,
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En remplagant dans (154) @z, par x, x par § et en intégrant de
nouveau entre x,—7 et z,-7, on obtient

Tn-l-fl ©3-1] o
(156) dz ;Df(s) das —Z Jdl j V() d§,
T oy (e

la série du second membre étant uniformément convergente.
Supposons maintenant que chaque terme A, V,(x) de la série (155)
puisse se présenter sous la forme suivante

4, V(@) = W, (2) +a, 1, (),
olt W et w, sont des fonctions continues dont la derniére satisfait &
I’inégalité
’wk(x), < Qr

@, désignant une quantité positive ne dépendant pas de %, @, sont des
-
constantes telles que la série
Z‘ak’
converge.

Ces conditions étant remplies, on trouve, pour % assez petit,

@p—+-1] Zo+7]
e e, ,
P Yy (%) do — &, w, (@) () | == n gl R g
xo—1 To—T1)
¢ étant un nombre positif qui s’annule pour »=0.
On en conclut que
.Tn—t—.l]
1 .
lim — e y ¢, jwwk (x) dz ==Z o, 1w, (20) @ (z,)
=0
x5 -1

quelle que soit la valeur de z,, prise dans I’intervalle (@, b).
On aura de méme
:ro-l— t—l—"
]im—l— y dz \pw, (5)ds —Z & wy (z,) w(z,) -
=0 47]2—4 £ k0 (]
CEQ—'i £L— 7}
Supposons enfin que les fonctions W, (2) soient choisies de facon
que l'on ait

: @1 @41
lim i— jdac 5@0 W, (&) ds Z W, (xy) v (x;).
1=0 4] e
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Ces conditions étant remplies, on trouve, eu égard & (156),

o I |
(157) w(x, )[ZWL (z )TZa ’%(xo)] ZA V(%W(xo)—‘lqm(‘)g Sﬁi&bf §)d§.

Or, pour chaque point z = =, de 'intervalle (a, b), ol les expressions
f(2,+ 0) et flz,— 0)

de la fonction intégrable f(z) ont des valeurs déterminées, la limite
(pour #=0) du second membre de I’égalité précédente est égale a

f(xo+0)‘|‘f(%_0)
2

P (%),

comme je ’ai déja montré dans mon Mémoire: ,Sur la théorie des séries
trigonométriques®, publié dans le Bulletin de I’Académie de Cracovie en
1908 (Novembre). =

On trouve done, sous les hypotheses faites sur la série (155) ainsi
que sur la fonction f(z),

il

Faisons encore la remarque suivante.
Si les constantes a, et les fonctions w, («) satisfont aux conditions,
indiquées plus haut, on a toujours, quel que soit l'entier s,

= O)

!
e
2

Sl g Y

1
lim a, (dml 5(1069. i .S%k (z,) () dz, —Za w, (@) 0 (2,)
N=0 (27])3 e 3
To= o = ags_l_'ﬂ

On en conclut, comme dans le cas précédent, que la somme de la série

Z A, V, ()
sera égale a :
%-l-’l Byl ] y
(5, + )+ £(5,—0)
11 dxl dz, Sw (z,) f(x)dx —f 0 —l_f . v (z,)
2R e : i

toutes les fois que la série

YW@
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soit telle que
' 2b0 @A et

; 1
n:o(gmsz del u{dm, & E(I) W, (z,)dz, =Z W, (z,) v (z,)-

lim
mo—T 2= 9]

Nous ferons I'usage de cette remarque plus loin.

34. Les recherches précédentes nous inspirent une méthode nouvelle
pour résoudre le probleme du développement d’une fonction donnée en
séries procédant suivant les fonctions fondamentales. Cette méthode sap-
plique, comme nous verrons, 4 plusieurs suites de fonctions souvent
employées dans I’Analyse.

Jexposerai d’abord les principes de cette méthode sous la forme
générale en me réservant d’indiquer plus tard ses applications & certains
cas particuliers les plus intéressants.

Désignons, comme précédemment, par

Vola) s Vola) B 0 ey

une suite de fonctions fondamentales gui satisfont, comme on sait, aux con-
ditions ;
. 1

Sp @V, @)V, (@)de=0, si nZm,

a

a et b étant les limites de Dintervalle, ol l'on définie les fonctions
Vi) k=0, 1, 2,...), p(z) est une fonction positive ne s’annulant
pas dans lintervalle (@, b).

Faisons les hypotheses suivantes:

1) Le théoréme général, énoncé au début du n® 32, s’applique aux
fonetions V. {z) (k=0 1,2, ...).

2) Chacune de ces fonctions ¥V, (z) peut se représenter, au moins
pour les valeurs de %, plus grandes qu'un nombre fixe », sous la forme
suivante

(158) Vlz)=9@®)[8,cos(1,t+7) 919,

olt ¢ est une fonction de x, continue et bien déterminée dans I'intervalle
(@, b), @(t) est une fonctxon de ¢ jouissant les mémes propriétés, g, et
sont des constantes, @, est une fonction de ¢ qui S’annule pour g =oo,

A dw=0,1,9-..) sont les nombres ‘positifs indéfiniment ecroissants
avee n. ;

1) On dit souvent que les fonctions V, (@) foxmeut un sgsteme orthogonal.
%) Ou, plus généralement, : v

V@) =0 (t)[a,cosk ¢+ 8, cosk t 49 Al




e

Toutes les fonctions, étudiées plus haut [les polynomes de Hermite
et de Jacobi, ceux du n® 18, les fonctions de Bessel], satisfont, comme
nous P’avons vu, aux conditions tout & I’heure énoucées.

Envisageons la série
b

z {p@) ) V(@) do
(159) ZA]L ];r]c(x): Ak=a 5 v
9 p7 @ e

a

f(z) désignant une fouction arbitraire,
Le terme général A, V, de cette série se représentera, en vertu
de (158), sous la forme suivante

(160) AV, (y=9 @y B,cos(h t+o)+a, w2,

ol
5]

=

B2\ w(0) (0, 0) cos (4, ¢ + ) dt
Bk == % 3

b

{7ty do

a

a et & désignant les valeurs de ¢ correspondant aux valeurs limites a et b
de x, w(t) et O, (1)== étant des fonctions de ¢, continues dans Uinter-
valle (¢, 3), «, étant des constantes. :

Faisons maintenant les suppositions suivantes:

3) Les fonctions w, (#) satisfont aux inégulités

L, (@) | < @,

@ désignant un nombre fixe ne dépendant pas de n.

4) La série
o
Dl
: 0
converge:

Ces conditions étant rémplies, la série (159) sera convergente sous
les mémes conditions par rapport & la fonetion donnée f(z) que la série

Z B, cos (4, 1+ 7).
(0}

Supposons enfin que 5) la fonction f(z) satisfasse aux certaines con-
ditions, que nous appellerons, en général, conditions (4), telles que la série
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(161) ZBkcos(lktT’r)
0

converge dans lintervalle (a«, #) [correspondant & Dintervalle (@, b) de
la variable z].
Les hypotheses énoncées étant remplies, on s’assure tout @ abord que
la série (159) comverge dans Uintervalle (a, b), powrvu que la fonction f(x)
satisfasse aux conditions (A). et que les propriétés de convergence de la
série primitive (159) sont les mémes que celles de la série approchée (161 ).
35. Posons maintenant

n

(162) @)=Y 4,V, @)+ R, ().
0

L’hypothése 1) du n° précédent étant remplie, on peut toujours trou-
ver un nombre 7 = n, tel qu'on ait, pour 7>y,

b

(163) jRidx i

a

¢ désignant un nombre positif donné a Pavance; cela nous conduit, comme
au n® précédent, & ’équation suivante

"”0‘{"7\{ w© @D—}_q
1 . 'Ak =
o %(x)f(ﬁ)dszW P (2) V, (x)ds.
2= b a

Introduisons une nouvelle variable ¢ en posant
t=0(x), z2=6 ),

6 (z) et O, () étant des fonctions continues avee leurs dérivées du pre-
mier ordre dans les intervalles (a, b) et («, B).
L’équation (162) devient, en vertu de (160),

16, 01=), By B cos(2,t+1)+ Y. o, [6, ()] - B, [6, ()]
0 0

!) Remarquons, pour éviter tout malentendu, que nous introduisons ici, pour
simplifier I’écriture, une notation symbolique en écrivant simplement

i n
2l . :
ZU; Bo(t)cos(h,t+7)+ ; a, 1w, [0 (1)]
au lieu de
1
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d’ot 'on tire, en divisant par ¢ (¢) et en intégrant le résultat entre les

limites «, et #,, @ “et 8, >, 6tant des nombres quelconques, pris a
Pintérieur de l'intervalle (a, &), '

C]
(163,) (f[ 1()] _Zkacos A t—}—r[)dt_l_E i:S A[O tﬂ & R g[p(t)(t]dt

111

Or,

| =

- ) [ of o]

a, et b, étant les valeurs de x correspondantes & ¢= «, et t=48,.

{69

dt

\ j Rn[@ (£)]
9 (%)

Supposant que l'intégrale

b

7]

u

ait une valeur bien déterminée M, on en conclut, eu égard a (163), que

(163,) ”P [0, (t)]

‘<Ml/

“ ce qui nous conduit & 1’égalité suivante

16,80 %
j'rp(t) dﬁEB"

oy 0

1

o0 lrjl
w, [0, (@]
cos (Lt o) dt+ ), @ S‘——»*dt
Z - ?(t)

'_9_2 o

231

Prenons un point quelconque z =z, a Pintérieur de Dintervalle
(@, b) et soit #, la valeur correspondante de t.

Posons
o, =1t,—1, ﬂl=t0+7],

7 désignant un nombre positif assez petit, donné & l’avance.

; ¥ n n
EAk V= ZB,co(t)cosO\ t-1) +Z a, w0, [0, (6],
v désignant l’eutler introduit dans Phypothése 2) du n0 précédent.

Nous allons employer cette notation dans toutes les recherches qui vont suivre,
car cela ne peut présenter aucun inconvénient.
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En remarquant que

L+
sin 4, 4
cos (4,14 1)di = 7~~ cos(4,t, + ),
fo—-"] i
on trouve
o] o
f[ ()] Z sin itA[O t)]
o PR 2
(164) 2775 o0 ——dt . B~ cos( ol T)+Z T
to—" tg—-"1

Il est aisé de s’assurer que la série

sin 4, 7
(165) ZBk T cos (A, ¢+ 7)

0

converge uniformément dans Pintervalle (¢, b), quel que soit le nombre
donné 7.
Remplagons dans I'équation (163;) n par m—+p, p désignant un
entier quelconque, et retranchons le résultat ainsi obtenu de cette équation.
On obtient

T L e

VU, w o |
B e G .1, st AJ dt J—‘” Tt
; S ,;1277 ot oy O

La série @, w, (z) étant absolument convergente dans I’intervalle
0

(a, b), on trouve, pour les valeurs de 2, plus grandes qu’un entier s,
convenablement choisi,

n-p

a, (w, [0, )]
Z 2775 e) (tl<8’

n--1

)*Yi
¢ désignant un nombre positif, donné & 1’avance.
D’autre part, en vertu de (163,),

Brat MVe
y &
j R dtw Sl

277 o)

=1
Il s’ensuit que

I, <ep 2 Ve=0d,

d désignant un nombre positif arbitraire, ne dépendant pas de ¢,.

I o
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Done, la série (165) comverge uniformément dans Vintervalle (&, ).
Cette proposition nous permet d’écrire

U o e | el i

0,(, - S0,
(—2%)‘.; Sdtl jdt fl (t() J({ts ZBRSEI; 7COS(/L ty1 L)

o ~" ti—=1 o —

(1641)
fo+’] f+1 s 0

w,[0, )]
*2@ \ S S o)

L1 Il

Or, il est aisé de s’assurer, comme nous Pavons déja indiqué au
n° 33, que, dans les hypotheses faites plus haut,

to1 b1 fet

w [O (t )] a, 0, (%)
. hm 2(2 )g jc?t S S : 2 o)
=)

PR

f1e,@)] f(z,—+0). 4 flz,—0)
li f R e e R ee AR
| s S‘” f 4 S P 20,
1‘ to= 1] tl_v) t,s'-]"P
On a done

sin 4

I o)
)Los(l te-T) +Za wy(x,) = f(xo Olrﬂ..fc__ ).

(166) llm Z 5 (p(to)(

36. Cherchons maintenant la limite, vers laquelle tend la série

= sin 4, 77\° \ ‘sin 2, 7\°

k 0

lorsque 7 tend vers zéro.
Nous nous bornerons au cas le plus simple, ol les nombres 4,
& représentent sous la forme suivante

i : - (168) , 2, = ak?,

a et B étant des nombres fixes.
En se rappelant que, d’aprés la supposition, la série (161) converge,
désignons sa somme par S, et posons, en suivant une voie, indiquée par

Lmid
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Riemann dans son Mémoire connu: ,Ueber die Darstellbarkeit einer Func-
tion durch eine trigonometrische Reihe®,

Z =S#Eu’
: 0
d’olt

On :En—{—l T

Substituaut ces expressions de C, dans (167), on obtient

< sin 4,7 sind, 7V fsin2, ;7)}
(toh Z L (~2k7] ) —S+Z "{( oen ﬁlz;’i :

0

Désignons par # un nombre positif, donné & Pavance.
On peut toujours choisir, le nombre % étant assez petit un entier m
assez grand, satisfaisant & 1'inégalité
(170) L n—agmip<a
et tel qu'on ait, pour tm,
(171) & o

Désignons enfin par p un entier, plus grand que m, défini par les

conditions 1

P ( ) <yl
qui donnent
1
(172) nk,=apbn<m, 2p>(p-|—1)>( )J
d’ott
(173 anpd > Ej

t
4

Cela posé, décomposons la série du second membre de V’équation (169)

en trois sommes suivantes
m P 0
|
24+
1

m—-1 p+1

1 est évident que la premiere somme, composée d’un nombre fini de
termes, tend vers zéro en méme temps que 5. On trouve done, en choisis-
sant convenablement le nombre 7,

i

(174) Z’<8.
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En remarquant ensuite que le rapport

sin z
1

représente une fonction décroissante, pourvu que xz<<m, on en conclut
que la différence
(sin oy 7{)3‘— (s_m 2 7])3
Aot =

reste positive pour les valeurs de %, comprises entre m-—-1 et p, car,
en vertu de (170) et (172),

lnl?]<)"m+1 7](1 A <lp77<ﬂ"
On trouve done, eu égard a (171),

{1 sind_#n\° sin 2_7\°
: (‘"m o D
’LJ~<S{\ V| ) ( 2}77] )}<E'

m--1

Considérons enfin la troisieme somme
0 s s . l 8
i g
- S ).];_177 i an

Eerivons avec Riemann le terme général sous la forme

1 1 &
in A )8 = gy i ) — (sin 4, )¢ .
bl {<l,f_1vz)s (?M)*} Gy {(S‘“ et “7)}

{ Il est évident que [voir les inégalités (171) et (173)]
| \ 1 | 1 & 9
(175) I; g (sin 2, ;%) {(lk_l b 77)5} = %—7])5< = e M.
: D’autre part,
l | (sin 2, ) — (sin 4, %)° | <s|sin 2,_, 77— sin 2,77 | < 2s| sin 51—2_—1 7l<<
.; salh il e
' Or, en vertu de (168),

b= =0 (B — (ks — DY) <af gbt1 781

R PO R L T R




BT

On peut donc écrire

e, | gftt |
| ——(lk 7])8{ (sin 4, %) —(sin 2, 7/)3} ‘ <esp (n) gl D—TF2 o
1 !
= Q ey
(a?/) )‘J i

pour toutes les valeurs de %, plus grandes que p.
Cela nous conduit & 1'inégalité suivante

By | , V' Q
J (77]) {(Sm/ 1’) (Sm/ 7])J <& s—1 Qﬂs 1—‘27 oy

C j 2 Ty
pH1h (@)™ 1 P (ap™ )"

ou, en vertu de (178)

ﬁ{ o Q~1J()
(176) > <e“ =N

p+1

On suppose, sans doute, que entier s, qui restait arbitraire jusqu’a
présent, soit assujeti & la condition

(176,) Bls—1)—1=0;
ce qui nous perinet de poser
- E(l % %) o

Le nombre s étant ainsi choisi. on trouve, en vertu de (174), (175)

et (176),
< sin 4, - 17; 'sin 4, 77} e e -
2%{( e il S R RS
: :

Cette inégalité montre que

(o]

L sitA, Ak e 7/
lim Zek ) =10,
=04 ‘ lk_lyi e -

sin 4, 9

hm Z B, (“‘) cos(d, ¢ -r) ——Z B cos(4,.¢,+ 7)
0

¢’est-a-dire
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et, enfin, en vertu de (166),

ZAA* Vk(xo')zf(xo_}_o);f(xo——o)-

37. L'analyse précédente conduit & un théoreme général que j'énon-
cerai comme il Suit:

(A). Soit {(x) une fonction, bornée et intégrable dans un certain inter-
valle donné (a, b). <

Soit V,(x) (k=0, 1, 2,...) une suite de fonctions, définies dans
Pintervalle (a, b) et formant un systeme orthogonal, auzquelles s applique
le théoreme du n® 32.

Supposons que les fonctions V (z) admettent la représentation asyn-
ptotique. de la forme (hypothése 2) du n® 34)

(177) 7V, (xy= o () [, cos (4t +2) + ] 1),
qui permet de réduire le terme général 4, V,(z) de la série
b
o b\p (2) f (z) V, (2) dz
(178) Y 4,V @), 4,="
A \p(@) V! () dw

& la forme suivante (voir n° 34)
(1785) AV, (2)=@(t) B,cos (4, t—+—1) + a,w, (@),

o w, () est une fonction admettant la dérivée du premicr ordre dont le
module ne surpasse pas wne certaine limite fize @, &, sont des constantes
telles que la sévie

S

0
converge.

Quant auz nombres A, nous supposons qu’ils soient positifs et se
représentent sous la forme suivante

a et B étant dewx mombres fixes.

1) Ou, plus généralement,
(177;) o V(@) =g () [2pcosh b4 Bysinhy £ 49, ]
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Ces conditions étant remplies la somme de la série (177) est égale
a Pexpression

(180) f(xo%'m—i"f(xo_o)

2

pour tout point x, de Uintervalle (@, b), ot la série approchée

(181) 90 Bes(ytto),
7 0

ou, ce qui revient aw méme, la série primitive (178) converge, bien que
cette convergence me soit pas uniforme.
De ce théoréme résulte encore le suivant: :
(B). Si la série approchée (181) converge uniformément dans Uinter-
valle (&, B), correspondant & Uintervalle domné (a, b) de la variable x,
la série primitive (178) est une série uniformément convergenie et Sa somme
est égale a

0)

[+ 0} flz
2

en tout point x de Uintervalle (a, b).

38. Nous avons considéré jusqu’a présent le cas, olt les expressions
asymptotiques des fonctions ¥, (z) se représentent sous la forme (177)
ou (177,).

Il est aisé de comprendre, en se rappelant I’analyse qui nous a con-
duit aux expressions correspondantes pour les polynomes de Hermite, de
Jacobi ete., que ces expressions ne représentent autre chose que la série (18;)
[ou celle de (31)]!), arrétée & second terme.

Elles nous donnent donc les valeurs approchées des fonctions V, ()
[pour les valeurs de % assez grandes] dans la premidre approximation.

Cette premiére approximation est suffisante, comme nous l'avons
déja vu, pour en déduire certaines propriétés de plusieurs développements
des fonctions arbitraires en séries.

Or, parmi les diverses questions de cette espeee se rencontrent telles qui
exigent Pemploi des approximations de I'erdre plus élevé.

Revenant aux notations des articles 2—8, nous pouvons dire que la
valeur approchée de la fonction u, (x), ou, ce qui revient au méme, de
la fonction v, (), correspondant & l'approximation de I'ordre donné g, est
égale a la somme de ¢ premiers termes de la série (18,) [ou celle de (31)].

Quant aux expressions asymptotiques de ¢, (¢) correspondant & 'appro-
gimation de ordre donné, on en déduit de la maniére suivante:

1) Noir nos 7 et 8.
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Soit

.9(9’—1)
(182) @;n(t)=h"[a<5—1u n J

F i lq_[
n

expression asymptotique correspondant a 'approximation de 'ordre (g—1),
2! désignant une certaine fonction de #, 9" une autre fonction de ¢,
satisfaisant & l’inégalité

(183) |98 LT (),

27V (#) étant une fonction positive et continue pour toutes les valeurs
de ¢ de Vintervalle («,, #,), intérieur de intervalle donné («, g).

Pour déduire la formule asymptotique correspondant & l'aproxima-
tion de Pordre ¢, il suffit de substituer (182) dans la formule géncrale (17,)
du n° 3 1), ce qui nous donne, en vertu de (10),

19'(4)
189 o
oit Ton a posé
)

1 Yot . -
aff) — ) tosk ) I—X (&) aff V(&) sin & e — ok

n

E:

4

(185) D — (t)j @ ()9 (©sind, (E—0)dE.

n

-

L

En prenant pour le point de départ la formule asymptotique correspon-
dant & g=1, nous obtiendrons successivement, en répétant le procédé que
nous venons d'indiquer, les formules asymptotiques correspondant aux
approximations de Tordre 2, 3,..., ¢.

Quant & la limite sepérieure de la fonction 19‘53), on trouve, en vertu
de (183) et (185),

[ 9| <2(@ U @190 dti =y,

»'?(#) tant une fonction positive.
Substituant (184) dans le terme général A u, de la série > u
(ou 24, V, conformément aux notations précédentes), on trouve

722 . 2 (9
L _(q) (4) kR
dywy=—c \ pfe, do+——-,
I T ol
k E Tk

a

1) Nous nous bornons, pour plus de simplicité au cas, ou dans la formule (17,)
Al B =)




T
oll, comme au n° 21,
C] 79'(9)\ Ii
) ' k
(185,) 0 = 5@ 5 pf (a;?) - T) dz -+ a? j pf 92 4z 1),
2
a i a

Supposons que le module de

9
T,

k
e

L' k

ne surpasse pas une certaine limite fixe @, ne dépendant pas de %, et
que le nombre g soit choisi de facon que la série

2

converge.
Dans ce cas la série
)
hi: CO;:Z)
LT 1
Ik 2k

converge absolument. :
On en conclut que les conditions de comvergence de la série

Zﬂkuk :Z 4, VY, (z)

sont les mémes que celles de la série approchée

b

0 :
(186) Z%aﬁq)j pfe? da.
k

a

Nous avons ici une analogic compléte avec le cas, étudié plus haut
(nes 21 et 22), ot nous n’avons considéré que lapproximation du pre-
mier ordre.

Quant aux conditions de convergence de la série approchée (186)
correspondant & Uapproxzimation d’ordre g, nOUS remarquerons que dans
beaucoup de cas elles sont les mémes que celles de la série approchée de la
premicre approximation.

L’emploi des séries approchées, correspondant aux approximations de
lordre plus élevé, permet quelquefois de résoudre certaines questions
dont la solution présente quelques difficultés dans la premidre approxi-
mation.

. 1) Voir ’équation (96) du nd 21. On remplace ici f par p, ¢ par f, » par k,
i, par '%)g?), o, par agfn.
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Telle est, par exemple, la démonstration du théoreme (4) dans plu-
sieurs cas particuliers, comme nous le verrons plus loin.

39. Expliquons ces remarques générales par quelques exemples par-
ticuliers.

Considérons les polynomes de Jacobi du n® 15.

Supposons, pour fixer les idées, que » soit pair et que t>—

La formule (75) peut §’écrire

ATl s
v, &) =h, |cos i, t—,‘j +T , L —nta.
Substituant cette expression dans (17,), on trouve

= 2
v, ) =h, [cos Ay (t — g) s cotg £.sin Zn(t - E) S
t

oA 2

“

= 4
ale o o, (2§ —t“i) ¢ (a—l) smz (E—1)9,(8)
By D dé , 2 d§ »
21, v sin” g n g
9
Or, le théoreme de la moyenne donne

t T

i sin 4, g-—t——E) ’sml (t‘—z) sin 2 (t’—t)%
| 1 T Dk S

| 9 sin & & 7 1

el |

e . 7
¢’ désignant un nombre, compris entre - et /.
-

D’autre part, en vertu de (70) (n® 17),

it
“ sin 2 t) &
SmlAs ) @)<

e : dg
= T B S g e e
J sin” § J 8N § J sin” o ng§
2 & 7
1§ ; @ et y étant des nombres positifs.
I On a done
I q
I 23 cost 646 cost coat e Lo g :
;5 K<‘_—‘4—-— ’JF?, < / 5/2: . b
I 5sin™t 5 Vsing  2sin’ bt B
S [ 1y Cela résulte de la formule :
B ¢
i elb 2 eost: B cost
‘ ——— — ————— —— | |/sin@x dx.
i ; : P Bein’ 5]/811115 f‘/
|| :
‘,
i |
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On peut donc écrire

A afa—1) i T ﬁf)
v, (t)=h, |cosi, (t = ) — ———~cotgt.sin4, (t ——4) L ] >

9 92

= n

i3 Q) 2 . . N LI 2 oz
ot la fonction 1‘};) satisfait & 1'inégalité

(187) \795:) = ‘(:, pour g < i 5,

sin

u designant un nombre fixe.

La méme inégalité veste vraie ausst pour les valewrs de t, comprises

o :

enlre 0 e —.
2
Supposons maintenant que s soit impair.
En se rappelant que dans le cas considéré

b v etap &,
-sm i (t & = 5

n

= h:b

et en répétant les raisonnements précédents, on trouve

99

ot m | a(a—1) my o, 1
U';L(t)::hn Slnln t‘“‘g)—r‘TCOtgt.GOSln t——-a— —{——2'—2— . |

n "
2 . - Pl A P .
oll 193;) satisfait, comme précédemment, & linégalité (187).
Substituant ses expressions de v, (£) dans I’équation

v, ()

i
1

T

u, (cost) =

on obtient enfin, pour n pair,

1

| (-4)57%[‘ i amy  a(e—1) an &S)(t)]
(189 == cosl(p—a)t——)—— cotet.sinl(n—t+a)t—— :
) = |eon{(nt @)t ) eotgrsin{(n @) (R

sin ¢

et, pour n impair,

i
it h;[ aty a(a—1) am 19")(35) ]
80 u ()= |tinreli— )~ —cotet.sinl(n + )t ——)+—"—]1,
) () sin”¢ ( ) 2’ 2(n-+a) § (( ) 2) (n+a)

les expressions asymptotiques pour les polynomes de Jacobi correspondant
a Uapproximation du second ordre.

La série approchée (186) correspondant aux formules (189) et (190)
prend la forme suivante

—
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1 h,k o ale—1) o
= ZI cos((?k+a)t——)—— cotgt.sin((QkJra‘)t—j) D
2% \ A

(191) sin f 2/ 22k + ) 2
: h‘;'*‘{ (21+1+ )t M) el '((>7+1+ )t m)}B
———C05 v o)f—— | —————cotgt.sin| (24 Ol o ok
sin” ¢ Z o 2 9(7]c—|—1 + ) 2 : 2 .

ol

an) af{o=—-1)

B, S (cosz)sin f{COb(("k—La) e o )cot £ 51n((9k+ct)t-—a~)}dt

8 sl | (=1 |
B :Uj‘f(cost)sm t{cosk(2k+l—l—‘a)t“%t)——gv(gkil_g )cotgtSIH((2A+l+ )t——4)|,it

En se rappelant les recherches du n® 23, on s'assure aisément que
les conditions de convergence de la série (191) sont les mémes que celles
de la série approchée correspondant & Uapproximation du premier ordre.

Ferivons le terme général de la série X A, u, sous la forme suivante

2
b o[ .
A, u, :fa" sin tf(cost) g

koD

2
k

(R

2
Jﬁ
I, (o)
En tenant compte de ce que le rapport

2
]
“x

L

tend vers une limite fixe, lorsque # croit indéfiniment (voir n° 25), on
peut affirmer que la série

(199) 24 7+_f;

converge, pourvu que les fonctions cogc‘

satisfassent a la condition

(193) o < @,
Q) désignant un nombre fixe.
'  L'égalité (185;) montre que cette derniere condition sera remplie,

si les intégrales
>y 31

Spfaf)dx et ff)fﬁgz)dx

Al —1

‘ : restent finies, quel que soit l'indice %.
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11 est évident que la premiére de ces intégrales a toujours un seus
bien déterminé, quelle que soit la fonction f(x) bornée et intégrable dans
Pintervalie (— 1,4+ 1) 1).

Quant & la seconde, elle se représente sous la forme

(194) Isin“tf(cos t) 9;5) dat,

0

d’ott Pon tire, en tenant compte de (187),

’ 5 sin® ¢ f(cost) 9 dt | < w j sin* "7 ¢.f (cos £) dt.
5 {

0

11 s’ensuit que le module de l'intégrale (194) ne surpasse pas une
limite fixe, pourva que

5 3
et St e
2> >2

quelle que soit la fonction f(z), bornée et intésrable dans Pintervalle
(—1,+1).

On en conclut que I’inégalité (193) aura lieu toujours, quelle que
soit la fonetion f(z) bornée et intégrable, au moins si la constante o est

plus grande que ?’z—

P e Ay i )

Done la série (192) converge et la série primitive ZAk u, (x) con-
verge sous les mémes conditions que la sévie (191), quelle que soit la fonc-
tion f(z) bornée et intégrable dans Uintervalle (— 1, 1).

40. Appliquons maintenant le théoréme du n° 32 aux cas considéré,
ce qui est possible, comme je I’ai montré dans mon Mémeoire: ,Sur cer-
taines égalités communes ete®, cité plus haut.

Posons, en général,

2
b,
J—B%:Oﬂ n=0,1,2,..)

w

On peut écrire

Z A u, = Z C, cxf) -= Z a,w, (f),

1y Il est aisé de s’assurer que cette intégrale tend vers zéro, lorsque % tend
vers linfini.




e YT B

ot ’on a posé

2 1 CC(OL ___EU_Z
& == o t{cos((m—l—a)t 2) 2( e )LOt 9. sm((n—i—a)t 2)},

STevs a5y 1) =
“ e w, (2) I

En répétant les raisonnements du n 35, nous obtiendrons I'égalité
suivante

?:1 '3’1
Ssino""l t.f(cost)dt:z GnJ sing. eos((n——oc)t—%% df—
(o2} 25 !
: ?’_1 o1 ;
a{e—1 O : o :
) & )Z A j'cost.sm ((m+a)t——ﬂ) dH—Z%S snn““t.wﬂ(t)dt,
2 04 a 2
oy 0ty
a, et 8, ayant la méme signification qu’au n® 35, ou
£1 1
. 041 . | U (0014
sin"" ¢.f(cost)di= ) P, | sin (TlTa_i_l)t_‘.é“ di—
Q1 %1,

By
5

1
-—2 & § sin((n g l)t—-w dt —I—Za e, (1) dt,
o

Sk a(a - 1)) 550y a(e— 1))

Posant ensuite

O:l:__t()——??’ B]:t0+ﬂs

on obtient, comme au n® 35,

to "

LE e f[cost]dth—ZP cos((n—rct—~1)t——)%lm7
2 ) 2
- fo1-1]
G bln776 an o1
JrZQ Sln((nJ_a—l)t——.‘) = Lo j gin™" £, (0 di-

tp=-1]

Supposons que f(z) soit une fonction & variation bornée entre — 1
et 1.




e

Il est aisé de s’assurer, que dans ce cas
aEstid, 3
le, ] <—, |w,®)|<B,

A et B étant des nombres fixes.
On a done :
f-7)

a
-],]i'f}) Z 2—; jsin“’l tow, (¢)de :Z o, sin®* P ¢ Lw (1).
to—"1

Cette égalité étant établie, on trouve ensuite, en répétant les raison-
nements du n° 35,

= 9
f(xo + 0) —12— f (mo ) :Z Cn a(r:) +Z a‘n W, (t()) ZZ Ak Y (xo) :

En se rappelant que, sous la supposilion faite sur f(x), la série

approchée
Z C o

converge uniformément dans lintervalle (— 1, -+ 1), on obtient le théo-
reme suivant:

La série iy 2
(00— () u, () do

—1

(dn. N e ,

i 1 9
Ja—a 74 ) de
i

uy () ctant les polynomes de Jacobi, correspondant au paramétre & plus
grand que 3/2, converge wniformément dans intervalle (— 1, + 1) et la
somme de cette série est égale @

[z 0)+flz—0)
g

en tout pomt » de Uintervalle considéré, si la fonction (%) est une fone-
tion & variation bornée entre — 1 ef - 1.
La restriction

o
. g

introduite par I’analyse précédente, n’a rien d’essentiel et le théoréme

reste vrai pour toutes les valeurs positives du paramétre ¢.
12
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Laissant de coté les recherches générales sur ce sujet, je me borneral
seulement par la remarque suivante:

Quel que soit le nombre positif &, la série (194;) converge unifor-
mément, pourvu que f(z) satisfasse aux conditions du théoreme tout a
I’heure enoncé, ce qui résulte des recherches du n® 25.

Supposons encore que f(x) reste continue au voisinage d’un point
quelconque z, de Dintervalle (—1, —+1).

Cette condition étant remplie; le théoréme du n® 11 de mon Mé-
moire: ,Sur cerlaines égalités générales ete.“ s'applique & la série (194;)
et conduit au théoréme suivant:

La série (194y), w, () étant les polynomes de Jacobi (n® 15), a f(z)
pour somme en tout point x de lintervalle (—1, —+1) aux environs duquel

by

la fonction & wariation bornée [ (x) reste continue.

41. Envisageons maintenant les polynomes de Hermite et ceux
du n° 18.

11 suffit de considérer l'un de ces cas, car Dlanalyse s'étend sans
aucune difticulté & Dautre.

Etudions, pour fixer les idées, les polynomes du n° 18.

Reprenons I'expression asymptotique, établie plus haut et correspon-
dant & D'approximation du premier ordre.

On peut écrire (la formule (88) du n° 18)

i =7 . .
v, —h, |costVu-t+-=), h,=(—1"1.8.5... (2n—1),
n V% n

oll, comme nous ’avons démontré,

11

18| <ot +apf + ot ta g

«; étant des constantes positives.
Appliquant au cas considéré la méthode, indiquée au n® 38, on

obtient cette expression asymptotique, correspondant & I'approximation du
second ordre, de la fonction w,:

b it
(195) u, (*) 0 Lx(g) Do ] es,

2 el "W -
ol
(196) —costl/n+ & mlg)SI tVu,

96 V'n

9 : e 5 L
92 est une fonetion satisfaisant & la condition




Y

b T G

17 13
(A9T) |9, < 88" +-8,° 18,8 +-8,84-8,84-8,84-8,81- 6.t
B; étant des nombres positifs,
Substituant (195) dans la série ZAkuk (x), on trouve

e
(198) ZA U ()—e Zwaz)
;; A
g

cok étant une fonctlon définie par la formule générale (185,), on il
faut poser

8

g=2, lszﬁ, a=0, b=+ oo, p-——e—j, z=—,

z 3

=
o

et remplacer a par son expression (196).
En se rappelant que, pour les valeurs de % assez grandes (voir n0 23),

2
., &
=< —,
b “VE
on s’assure, que la série
o i
by, @ K
Lk
converge absolument, pourvu que
(2)
lo," | < Q,

@ désignant un nombre fixe.
Cette condition sera remplie [voir la formule (185,)], si les intégrales

T Bf( )oc(’)dt et Ofe Sf( )ﬂ(z)dt

restent finies, ce qui aura lieu, en particulier, si lu fonction f(x) est une
fonction bornée pour toutes les valewrs positives de la variable z.
Pour s’en assurer, il suffit de rappeler les formules (196) et (197).
Done les conditions de convergence de la série (198) sont les mémes
que celles de la série approchée

o g

Exih ol £y
(199) 6821 <2)j sf( )agj)dt,
k
0

quelle que soit la fonction f(x), bornée dans Uintervalle (0, —-oo).
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: 42, Supposons maintenant que la série (198) converge au voisinage
d’un point queleconque ¢, de lintervalle (0, -~o0). Il en sera de meme
de la série approchée (199) qui peut se représenter sous la forme

tVh stVL tVE
(200) S=¢ {ZB costh—}-qp(t)Lme_ BkJFZCOW e ()ZS‘“ _C’l
olt
i i 3 ok o 0 s
(200,) B, _T e Sf( )costl/kdt, Ck————'g ( ) (t)smtl/lc.dt,
(201) st =12

Posant

2 2 n 1)

1 t o Zki ;4“
valle) =8+ 275 +A

et en tenant compte de ce que le théoreme du n® 39 Sapplique & tous
les polynomes de Tchébicheff, auxquels appartiennent les polynomes con-
sidérés, on trouve, en répétant les raisonnements du n® 35,

1] 5 to -1 ot
L ﬁf(t)dt Z(B" j stV dt -+ 5 HsintVk. dt)
e —ldt= 2 |— }|ecos = sin
ZVM] 2 29] = 7]V i

lo—"

to+1] to11

: 5 Lot
e j c, S o In® o,

<L costVE.dt-——- tsintl/k.dt) 5 iSm(ﬁ)dt.
2(2771/15 ' J]kt _f() +2nzlhkt_n'"

De cette égalité nous tirerons, en intégrant encore s—1 fois par
rapport A ¢, I’égalité de la forme (164,).
En remarquant que dans le cas considéré

2t

B=Vi=1, f—c,

on s’assure qu’on peut prendre pour s le nombre 3, car cette supposition
satisfait & la condition (176).

1) 8, désigne la somme de n premiers termes de la série S.
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= 18—

On obtient ainsi

i L0 R 7 t2
202 =i e ¥ ( )
oo (27])31/2 5 j j f ¢
=1 =N 41
LN 1 H49 fﬁﬁ =1 ﬂﬁﬂ
N_Z(() I f jcostl/iu dzf+ SV_j ( Jcp(t)sintl/ls_.dt)+
(77) fo -7 =1 =1 77) t—1) 5 =S k=]
RN B lob1 t4N 44
Ck 7. | 0/5 - o |
T\ w4t \db \eostVE.at-+—5 \at \dt, \g(@singVE. de) -
(277) ka et 2n)°k et ;
o= N i) =" =71 H—%

e

vkl
+(27])32m i dt dtl COL_ dt.

b= £-1 47

Supposons, pour plus de simplicits, que f(xz) soit une fonction & va-
riation bornée.

Considérons d’abord la série

R TR

(7
(203) Z@) thj Jm(t)smtVﬁ dt.

o e

En se rappelant que pour les valeurs de % assez grandes

hk y
V“‘ ?

on trouve, eu égard a l’expression (200,) de C,

£ étant un nombre fixe.
Cherchons la limite, vers laquelle tend la série

o 4+
k < e
S, ~Z 27]70; j(p (#)sint VE.dt :
1
lorsque # tend vers zéro.
On &, pour toutes les valeurs de ¢, comprises entre {,— et L7

@ (@)sintVi=¢g (t)sint, Vk+9VEko,




il

ot @ est une fonction, dont le module ne surpasse pas une certaine limite
fixe 4.

I1 s’ensuit que
4+

c e e
SIIZ‘f @(tl)smtll/k—{—ZVEn—Q—ﬁj@dt.
1~

Or, en vertu de (204),

et que

Par conséquent,
i bRl h
: Ce s e Gy T
(205) lim 2 dt | dt, go(t)smtl/k.dt-:Z-—go(to)smtol/k.
s G S b
= S IS

Cette égalité étant établie on s’assure sans peine que

tot1 e By

1 ; b
(206) lim —— f dtfdt, f o dt=2im,§‘)(to).
e

=0 @) S

En effet, il est aisé de comprendre que le terme général

2
h, @

Vmwk
- se représente sous la forme
costVi’?+E o sint Vi - hi @ Y
¢l o
{ Ve  LkVE *

D, w(t)

(7

oit @ est une fonction satisfaisant & la condition
3 3 7

|0 () — o (t) | < 49 VE,

A désignant un nombre fixe.

1) D, et E, sont des constantes.
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= 80—

Ces remarques suffisent pour faire comprendre 1’exactitude de
| ’égalité (206).
43. Considérons la série

(¢)sin¢ VE. di,

- T
I
g
|
|
5
e Pecce }

olt B, sont des constantes satisfaisant a la condition [voir I'équation (200,)]

8
(207) | Bl <7,
pour les valeurs de » assez grandes.
On trouve, en effectuant I'intégration,
41

Q%JI@ (t)sint VEdé = ¢ sin tVE&”Vk -+
i1

2 Vi
J—ﬁéﬁ(h——(p)(cosvl/k_wmi;;zh)—,—qmtl/k - (cosv]/k 1n771/k)+

| Vi k Ui 771/_
77Vk 7 sm?yl/h cosvﬂ/ﬁ costVEk
+ go "sing Vi S + = q)’”( -,
7 Vk 2 7;1/]6 3 Vi
En remarquant que
s1n77Vk

6 étant un nombre fixe, on en conclut, en tenant compte de (207) et (201), que

B, (go” ) ( =~ siny Vg) o
_ — — ' || eos 71V ——="|cost VE
}Z E\Ek ”/ nVE

Done la série entre les crochéttes tend vers zéro pour #=20.

On démontrera de la méme maniére que

lunZ V_ (cosvfl/k——%l/_ sint V=0,

et, a fortiori,

s & Z { i m?]V].ﬂ, Qg cost)/ T (Simﬂ/ﬁ_cosql/]_.;)}__o
1=0 2 &V 7]1/k [ VE nVk 3 :




On trouve done

t41

B, J’ = -~
lim Y —— | @@ sinéVkdt= lim )cp(t)ﬂntl/
ZQndt__q( v = Z 7k

sin 7 1/15

N=0

Cette 6galité étant établie, on en tire ensuite

b A0 L

iEs
(208) hmZ . Vls fdt f J (£) sintg VE.dt =
(27)

= e 1/#

sing VE\?

——11 2 g ———— @ (t,) sint, Vic( _)
(27) 1/ nVk

et, enfin, en se rappelant les raisonnements du u® 36,

siny ]/l») 4 B,
0V @'V

Les égalités (200), (202), (205), (206), (208) et (208,) conduisent
a la suivante

fto—+ 0] ‘;— Foo— = 1/— +Z :2 A w ()

(208,) lunE (p(t )sint, ]/L( ——=o(f,)sint, V.

x, désignant la valeur de z correspondant & ¢=¢;.
On obtient ainsi le théoreéme suivant:
La somme de la série

(209) Y dyu(e), A="—c ,

w, (z) désignant les polynomes du n° 18, f(xz) une fonction & variation
bornée entre 0 et oo, est égale &

f (@, 0) =4 f (2, —0)
2

(210)

en tout poini de Dintervalle (0, o), on cette série converge ).

1) Nous avons supposé, pour simplifier les raisonnements, que f(x) soit une fone-
tion & variation bornée, mais on pourra déduire les équations (205), (206) et (208) sous




e

Or, on sait que la série (209) converge uniformément pour les va-
leurs positives de z, si f(x) est une fonction & variation bornée.

On peut donc énoncer la proposition suivante:

La série (209) converge uniformément dams Uintervalle (0, —-co),
st f(w) est une fonction & variation bormée, et la somme de cette série est
tgale @ Uexpression (210) en tout point Z, de cet intervalle.

Si la fonction f(x) reste continue et satisfait auz conditions du n® 27,
la série (209) converge mon seulement uniformément, mais encore absolu-
ment, et sa somme est égale a f(x).

44. La méme analyse s’applique, avec des modifications légdres, & la série

+;Oj a2
Ve T F@) uy (2) du
(211) ZAku,‘, 4, === = !

Ly
e 2 dy
]
— 0

u, désignant les polynomes de Hermite.

En répétant les raisonnements de n°s 41—44, on obtient le théoréme
suivant que j’énoncerai sans démonstration:

La série (211), w,(z) étant les polynomes de Hermite, converge uni-
formément, powrvu que f(x) soit une fonction & variation bornée, et la
somme de cette série est égale @

fle+ 0 +7(z—0)

2

en tout point de Uintervalle (— oo, - o0).

45. Considérons maintenant la série de Dini (142) [n® 31].

Supposons que la fonction f(x) satisfasse aux conditions du théoreme,
énoncé a la fin du n° 31.

Les fonctions o, (§,¢) de Bessel satisfont & 1'hypothése 1) du n® 34,
comme je l'al montré autrefois dans mon Mémoire: ,Sur certaines éga-
lités générales etc*, cité plus haut.

D’autre part, 'égalité (133) du n° 30 montre que expression asympto-
tique des fonctions de Bessel a précisément la forme (177,), ot il faut poser

=
Ve

e, =d,(§)c0s§,, B,=J, (&) sing,.

9 (t) = =3¢

e

la seule supposition que la série approchée converge et la fonction () soit bornée et
intégrable dans Pintervalle (0, o).

On en pourra déduire une propriété de la série (209), analogue i celle des séries
trigonométriques, établie par Riemann, mais nous n’insistons pas sur ce point.
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Le terme général A, V,(z) de la série

ZAk ¥ ta),

V, @) =d, (51,

se représente, en vertu de (142) et (143) [n® 81], sous la forme

E,
[akco:agk(t 1)+ﬂksin§k(t——1)+§—;],
k

oll

A,V (z)= V_

olt I'on a posé

flx)
_l_  —
§k+h(k+20t) ijf(x)cosgk(x 1)da—+ Sme(m)smgk(x 1dx— §;;SV_SI ng,(z—1)dz
-
i m(ﬂ+ fl/fvf(r)cosg, r—1)dz,

K, désignant une fonction définie par I'équation (144).
Il importe de remarquer que K, satisfait non seulement a I'inéga-
lité (148) (n® 31), mais encore aux suivantes

A '
|K15|<—§—k5 |'K75|<B’

A et B étant des nombres fixes.
Il est aisé de voir, en effet, que &, (x) [voir 'équation (140) du n° 80]
a la forme suivante

9, (1) = 0, cos§ (@— 1)+ 6 BRI},

0, et 0, désignant des fonctions continues de 7.

En se rappelant ensuite que, d’aprés la supposition faite, flx) et ];(/w_
z

sont les fonctions & variation bornée, on en tire, en temant compte de
Yexpression (144) de K, , les inégalités précédentes.
Quant aux nombres §, = 4, ils se représentent comme il suit

x B
= —hn o e, [sne|<T

Toutes les conditions du théoreme (B) du n® 37 sont satisfaites.
Nous avons supposé au n® 35 que
Ay == ak.
Or, il est évident que les vaisonnements de ce n® s'appliquent aussi
bien an cas considéré, ot 4, est égal & kw—d +&.

|
g
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On obtient donc immédiatement, en se rappelant les recherches du
n® 31 et employant les raisonnements, analogues & ceux de ne 42 et 43,
le théoreme suivant:

Soit {(xz) une fonction donnée jouissant les propriétés swivantes:

D I1 existe un nombre positif &, assez petit, mais fize, tel que Uon ait

()| < 42,

A et u <1 etant des nombres fixes, pour toutes les valeurs positives de x,
plus petites que &,. ;
2) La fonction f(x) est une fonction @ variation bornée entre O et 1.
Ces conditions étant remplies, la série de Dini

g T, (5.0

= (& B (b 20)] J2 (€,)

1
f.oc fle) J {5, »)dr

¢

converge uniformément dans 'intervalle (0, 1) et sa somme est égale @

fle+0)+f(z—0)
2

en fout point x, wmitériewr a Uinfervalle (0, 1).
46. Considérons enfin une classe trés étendue de fonctions

V. iz, f—0i0 25

définies par I’équation (compar. n® 1)
212 . (de”) (o V., =0
(212) —(r2) + @i —D v, =

jointe aux conditions aux limites

V; (a) = hV {(a)=0,

(213) ;
Vn(b)_l—HV;,,(b):O:

L, g et 1 étant des fonctions positives de z, h et H deux constantes

positives.
L’existence des nombres positifs 2, (n=0, 1, 2, .. .) et des fone-
tions correspondantes ¥V, (z) (n=20, 1, 2,...) & 6té établie, pour la

premidre fois, par Sturm-Liouville en 1836 (Journal de Liouville, T. I).

Ils ont essayé aussi de résoudre le probléme du développement d’une
fonction arbitraire en séries des fonctions V, (x) que nous appellerons dés
a présent ,fonctions de Sturm-Liouville®.

SRR S
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Liouville a consacré & ce sujet trois Mémoires qui méritent une
attention particuliére.

Quoiqu’il n’ait pas réussi & résoudre le probléme en toute rigueur,
‘néanmoins il a imaginé une méthode remarquable, susceptible d'une géuné-
ralisation essentielle, eomme nous 'avons déjd remarqué au commencement
de ce Mémoire (n° 1).

Les recherches de Liouville ont été développées ensuite par M. A.
Kneser '), qui a résolu le probleme, dont il s’agit, moyennant la méthode
de Du-Bois-Raymond et Dini dont nous avons exposé les principes au n° 19.

Remarquons, en profitant de 1’occasion, que la méthode de M. Kneser,
fondée en partie sur les recherches de Licuville, impose certaines restric-
tions sur les fonctions %k, g et I, & savoir: elle exige que ces fonctions
soient continues avec ses dérivées de quatre premiers ordres, mais, pour-
tant, elle résout le probleme sous la gseule supposition générale que la
fonction développable f(z) soit une fonction & variation bornée.

de me suis occupé moi-méme & ce probleme et j’ai proposé, en
1896—97 %), une méthode tout a fait différente qui permet de résoudre
le probleme sous les suppositions moins générales par rapport & la fone-
tion f(x).

J’ai repris, 'année courante 3), ce probleme et j’ai montré que ma
méthode s’applique toutes les fois que f(z) sera une fonction continue
admettant la dérivée du premier ordre qui n’est que bornée et intégrable.

Or, ma méthode conduit, d'un autre cdté, au résultat plus général
que celle de M. Kneser, car elle n’exige pas l'existence des dérivées de
quatre premiers ordres des fonctions %, g et [ et résout le probleme sous
la seule supposition que ces fonctions restent continues dans un certain
intervalle.

Outre les recherches déja méntionnées, je rappellerai encore les
derniers travaux de M Kneser et Schmidt *), ou ils considérent le pro-
bleme & un nouveau point de vue en y appliquant la théorie des équations
intégrales (Integralgleichungen) de Mr= S, Freedholm et D. Hilbert.

1) A. Kneser: ,Untersuchung tiber die Darstellung willkiirlicher Functionen in
der mathematischen Physik*. Mathemat. Annalen, Bd. 58.

Idem: ,Beitrige zur Theorie der Sturm-Liouvilleschen Darstellung willkarlicher
Functionen®. Ibid. Bd. 60.

2) W. Stekloff: ,Probléeme de refroidissement d’une barre hétérogene®“. Annales
de la Faculté des Sciences de Toulouse, T. III, série 2.

3) Idem: ,Sur un probléme d’Analyse intimement lié avec le probléme de refroi-
dissement d’une barre hétérogéne“. Comptes Rendus, 8 avr., 1907.

4) A. Kneser: ,Die Theorie der Integralgleichnungen und die Darstellung will-
kiirlicher Functionen in der mathematischen Physik“. Mathemat. Annalen, Bd. 63.

Schmidt: ,Entwicklung willkirlicher Functionen nach Systemen vorgeschribener.
Gottingen, 1905, et Mathemat. Annalen, Bd. 63.-
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Bien quon puisse maintenant considérer le probleme en question
comme résolu par diverses méthodes différentes, néanmoins je me permets
de le traiter encore une fois comme 1’un des exemples les plus importants
de P'application de la méthode dont nous avons exposé les principes aux
0 32—39.

47, Formons tout d’abord I’expression asymptotique de la fonction
V. () moyennant la transformation du n® 2, qui ne présente qu'une gé-
néralisation de celle de Liouville, appliquée par cet illustre géomeétre en
1837 A I’équation (212).

Nous pouvons donc empruuter les résultats déja obtenus par Liou-
ville dans son Mémoire: ,Sur le développement des fonctions en séries
dont divers termes sont assujettis & satisfaire & une méme €équation
différentielle du second ordre contenant un parametre variable® (Journal
de Liouville, T. II, p. 16 etc.), sans répéter le calcul.

Supposant que k£, g et [ admettent les dérivées de deux premiers

ordres, posons i
t :Jl/% dz ,

v, (2) =2(t).u,(s),

oll
1
P,
]/g].c
L’équation (212) devient
(214) w, + 1w, =,
oll = S
1 E dVekds dz
z]/gk ! g at de dt
Les conditions (213) prendront la forme
du,, - .
—hu, =0 pour t= 0
(215) Al
du

n

g7 +Hu,=0 peur t =T,

7, et H étant des constantes différentes de h et H, {=0 et = 7 étant
les valeurs de la variable ¢ correspondant & z=a et z=10.
L’équation (214) a précisément la forme de celle de (13) du n° 2.
Supposant que

ce qui est toujours possible, on tire de (17,), moyennant la premicre des
équations (215),
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(216) wu, = cos 2”7,‘4—;—&81'[11%15——71—]# (§) u, (§)sin 2 (§ —¢)d§,
n nU

oll nous avons écrit, pour simplifier écriture, % au lieu de 7.
C’est la formule déduite par Liouville dans son Mémoire, ¢ité plus haut.
Quant aux nombres 4, , caractéristiques pour les fonctions ¥, ils
sont des racines positives d’une équation transcendente et se représentent

sous la forme
nx

e 2 B,
( ) "n_—z;—‘—?’

B, étant des constantes dont le module reste toujours inférieur & un
nombre fixe B.

La formule (216) montre que le module "de u, N€ surpasse pas une
certaine limite fixe A4 (comp. no 5).

Soit f(z) une fonction arbitraire.

Posons, avec Liouville (voir aussi A. Kneser, Mathem. Ann. Bd. 58,

Sod) e
@ () = f () Vghk.
7, (@) gf (0) ¥, () du
(218) Z 2 o ZAM o

La série

Sg Vj (éc) dz
devient -
-
ot @@
(219) <

o= T
Vat Sui (&) ds
0

Les fonctions w, (¢) satisfont aux counditions
o
fu,, E)u,Eds=0, sinzm,
0

c'est & dire elles forment un systéme orthogonal.
Remarquons enfin que la constante, définie par l'intégrale
T

J@ti (8)ds,

0

peut se représenter sous la forme
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2z
2 o ‘T | Kn
(220) () ds =5+,
0 "

ou K, sont des constantes dont le module ne surpasse pas un nombre
fize K.

Tous les résultats, que nous venons @’indiquer sans démonstration,
le lecteur trouvera dans les Mémoires de Liouville, mentionnés plus haut
(Voir aussi A. Kneser, Mathem. Annalen, Bd. 58).

48. Ecrivons 'équation (216) sous la forme

9, ()
2‘ 3

"

(221) u, =Ccos 2t

ol1, évidemment,

4 désignant un nombre fixe.
Substituant cette expression dans (216) on obtient

w(t)sind, ¢ 97 ()

299 Boe=g0sd gl —,

ol 'on a posé

: ¢
; .
ﬂf) e ?ﬂf‘u (§)sin 2, (26 —¢t) A& —-fy (§)sind, (§— 89 (§ds,
0 0

t
(223) w(t)=h+§f.u (©)ds.
0

Supposons que k, I et g ainsi que ses dérivées de deux premiers
ordres soient les fonctions & variation bornée ewtre 0 ¢t T.
Ces conditions étant remplies, on trouve

(224) 187 @ < @,
@ étant un nombre fixe.

Il est évident ensuite que ﬁf) () admet la dérivée du premier ordre
qui satisfait & la condition
(225) [®)®) | <1,Q,
@, désignant un nombre fixe.

La formule (221) représente ’expression asymptotique de w, corres-
pondant & Papproximation du premier ordre, celle de (222)—I’expression

asymptotique correspondant & I’approximation du second ordre.
49. Posons maintenant, comme au n® 35,

f@=) 4,7, +E,,
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d’oli, en vertu de (218) et (219),

@(t)zz 01’ —I—Rn]‘yg—k.
* (@
0

J'ai démontré dans mon Mémoire: ,Sur certaines égalités générales,
communes etc® que le théoréme du n° 32 s'applique aux fonctions fonda-

mentales V, (z)(n=0, 1, 2,...).

On a done, pour les valeurs de n assez grandes,

b

SgRi dr <&,

a

& étant un nombre positif donné & l'avance.

Cette inégalité étant établie, on trouve, comme au n° 33,

(226)

f-I = to=1 -7
1 An

T dt S@(t)dft:

(27) W 2 0

2
@), ) 2
ol I'on a posé maintenant

50. Cela posé, substituons (221) dans la série

(227) 2 A 2l

o oo

Le terme général A w, (x) prendra, en vertu de (220), la forme

&

/i
o
A, u, (z)= (cos 2 bk T“) jqﬁ (€ (cos Le /—”) d§._:.ir__
n' e \ - B

Supposons que f(x) et, par suite, ¢ (t) soit une fonction & variation

bornée entre 0 et T.
Cette condition étant remplie, on trouve

7

2 a
Anun(x):—j;coslntjw(g)coslﬂédé+Z—:,

0
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@, ctant une fonction de ¢ dont le module ne surpasse pas une certaine -
limite fixe 1).

On en conclut que la série ( 227) converge sous les mémes condi-
tions que la série approchée
>

e8]
2 . 5
?Zcoslntfgo(é‘)coslnéfds.
0- «

(]

Or, cette série, en vertu de (217), converge en méme temps que la
série trigonométrique

o 1

g nw T 5,

?Zcos?tj go(g)cos%gd‘s,
0

qui converge uniformément, pourvu que @ (§) soit une fonetion A varia-
tion bornée. ;
Done la série (227) ot, par suite, la série (218) converge toutes les
fois que la fonction f(z) sera une fonction & variation bornée entre a et b.
C’est un théoreme, analogue & celui de M. Kneser, établi dans son
Mémoire, cité plus haut (Mathem. Annal. Bd. 60).

1. T ne nous reste qu'a déterminer la somme de la série (227).

L’équation
7
: #,(8) 1
4,=)9() coslng-}__i_ dgﬁ
: 9 e 2.
montre que
e )

pour les valewrs de m, plus grandes qu’un entier fixe ».

Substituant maintenant dans la série (227) au lieu de ,, SON expres-
sion asymptotique (222), on trouve

Aﬂ g An @),
ZAnuﬂ=2AnCOSlnt+ZT¢(75)31“’1”75“‘275'9” (@)

Il est évident que chacune de deux dernidres séries du second membre
de cette égalité converge absolument, car, en vertu de (224) et (228),

1) Voir A. Kneser, Mathemat. Annalen, Bd. 58, p. 125.
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=dod

= (t)sin 2, ¢ <AQ
=1 s 4, Ty
ln Z'n

n

4, AQ
T&f)(t)' = 5
lﬂ’b
@ désignant un nombre fixe.
Considérons la différence

g+

#2 e j&“" (t)dt— . ﬂ(”(t)

'"' fp—1

En remarquant que
9D (@) — 9% (1) = (¢ — t) [ (¢ - 68)]'
on trouﬁre, eu égard a (225),
(2) 14y (2) 14
|97 @) — 9, (5} | < 274, @

pour toutes les valeurs de ¢, comprises entre {,—27 et e
On a donc, en tenant compte de (228),

DI< 40 Y 5

Il s’ensuit que

lim D=0,
=0
car la série
s
%
converge.
On voit donc que
. to+1 4
= =
lim Z e S 9% (1) di =Z = alng
et N A

- On en conelut ensuite que

7l ]|
(229) lim Z
n—-0

S 92 (1) dth—ﬂ‘Q’ ().
532. Supposons méxintenant que les fonctions k, 1 et g admettent les
dérivées de trois premiers ordres, continues dans Vintervalle (@, b).
La fonetion w (f) admettra les dérivées de deux premiers ordres,
continues entre 0 et 7' [voir ’égalité (223)].

e
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L’intégration par parties donne

to4-1] Lot-"] o+
1 j Déind. fli— 1 5 w(t)cosd ¢
oY () sin —2—27 w'cos A tdt— FETTE
tg— to -1 to—"
On peut donc écrire
5 to+f) : fo4-1)
(230) Z) ;L Sw(t)smﬁ. tdt—z j’gp eos A, tdt—
1w & £1—1]
to+1
> e tJ
— ) cos
29 A = ® :
n tu__q
Considérons la différence
4 to+1
D1==Z;A jz/; cos 4, tdtﬁz ,,z/)(tu)cos) ty-
Ui
" fo—1

[égalité

weosd t—u' (4)cosd ¢, = (t— t)(%(w’coslnt)
: t=t40t,

montre que, pour toutes les valeurs de ¢, comprises entre £,—» et ¢,-+-7,
|w' cosd, t—o' (¢)cosd t,| < i K,

K désignant un nombre fixe.
Il s’ensuit que

|D1\<‘27]AKZTIZ,

c’est & dire
(3T} hmz

93. Cherchons la limite, vers laquelle tend la somme

o™
Jw cos 4, t(Zz‘—Z S g/) At ye0s i 1.

Rfo—1

to+1

A
S w(fieosd 4,
22 i \

7] n Atu ok fi

lorsque % tend vers zéro.
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Il est aisé de s’assurer que

fo-+1
1
e e T 7'”1440 (¢,) cos, t,.cos 4 7+
: to—=" _ "
4 " o ’
o 71]: (%l) (t,~F @) cos &, (¢, ~+n) — ' (t,— 6,9) cos A, (£, — ,7)) :

O et O, désignant deux constantes positives, p]us petites que l'uniteé.

On a, en tenant compte de (228) et de I’hypothese, faite sur g,

|8 = l Z w”&t +6n)cos2, (£, )-—w”(to—@1?7)008'%(%“’7))l =

1
L
d’ott I'on conclut que

. lime S =10
- (252) LR

Formons la différence

s 4
% :Z s w' (t,)cosd,t,.cos2 7 —Z - w (t,)cos ¢,

En remarquant que

| |
ll——cos 211771 = l QSina—ﬁ;- <27

on obtient I'inégalité suivante

i 1
|D2¢<77A1w(t0)l232—,

c’est & dire
. 'An ' 2 An I
(233) }]1:113 Z?y) (¢)cos 2, t,.cos 2 7 :Z? W' (L) eos A t,.
On a done, en vertu de (232) et (233),

to+1

j . Z A > nlu?]

wit)cosa, ¢ : n—-——nlg(l) .—zp(to)sm ty— T
ot

lim
=10

A
. Z?zp (¢,) cos 2 ¢,
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et, puis, en vertu de (230) et (231),

tu+"1
sin 4

i Z 4, 2 ZA 5 L
qi% 97]2” w(t)bm it — hm  (t,) sin t—f—?/.

n

o—"

Cette égalité étant établie, on $assure ensuite que -

tot 147
; 4., : : A sin 2 7\
I 2 L Y i) sin 4, tdi=1lim Z — @(f)sind ¢ ( — | .
N=0 (‘)77) ), : T N=0 ’ “ A

to— ==

54. Cette égalité et celle de (229), combinées avee I'égalité évidente

to+7 Z !l
A qml 7]
hmZ dt | cosZ tdtf = lim A4, e082 ¢, ;
(Y J =0 1 7
t—1] f— 1
conduisent au résultat suivant
o Lt 7 ].
: sin 2 7
'limz . S(th Al —= llm S‘A cos A, ¢ ( 5 /) i
i e Vi
(234) ey "
sin A w1
—{—hmv—w(t)sml T ( E )—FE“&P)(L‘)

Il est aisé de voir, en se rappelant I’expression (217) de 2., que
la méthode du n® 36 s’applique au cas considéré.
On a done

smln 7\?
hm 4, co82 ¢ ZA €osi t,,

=

Z - Slnluﬁ ZA o
hm I S (t)sind ¢ W o w(t)sind ¢,

car chacune des séries de secondes membres de ces égalités converge,

pourva que @ (#) soit une fonction & variation bornée, ce que nous avons
supposé.

Ces égalités et celles de (234) et (226) conduisent & la suivante

b+ t*l;"]
S S tJ (B dt—=

1
lim -

w(to+0)+q>(t0—0):ZAu“

no(h]toqtrz' -




ou, ce qui revient au méme,

b
f(onro)—H(xO—o)_i 2 )_Sfi(x) V, (z) dz
9 = n \70 b
. Sng(x)dx

Cette ézalité a lieu pour tout point z,, intérieur & l'intervalle (a, b).
Le théoréme suivant est done démontré:
Soit V,(z) (n=0, 1, 2,...) une suite de fonctions de Sturm-
Liouville, définies par les équations
d{ dy,
d_:i( dx
V.(@)—hV,(@)=0, V,B)-+HV,0)=0,

)+(gzi—0 V,=0, a<&<hb

on i, g et 1 sont des fonctions positives, dont les deux premiéres ne s’annu-
lent pas dans Vintervalle (a, b), continues et & variation bornée admettant
les dérivées de trois premiers ordres jouissant les mémes propriétés, h et H
sont des constantes positives, 4, (n= 0, 1, 2,...) désignent les constantes
positives, caractévistiques pour les fonctions V, (z) (n=20, 1, 2,...).

La série
b
= (g7, @
V,(x)
- (9@ 7 @ as

&

converge uniformément dans Uintervalle (a, b) et la somme de cette série
est égale a

i 01+ flg =0)
2

en tout point x de Uintervalle considéré.

59. Je terminerai mes recherches par les remarques suivantes:

La méthode indiquée plus haut s’applique bien & plusieurs autres
suites de fonctions qui peuvent servir de développement & une fonction
arbitraire; signalons, pour exemple, les fonctions de Lamé, le cas général
des polynomes de Jacobi satisfaisant & 1'équation

(285) (1 —xg)@d%[al-—ﬂ] e +p)alu,~Fun—1+e,~+8)u,=0,

¢, et B, étant des constantes positives et, enfin, les polynomes de Tchébi-

scheff, définis par I'équation

(236) w2, (e — Ba)u, + nu, =0.




e

C’est seulement pour simplifier le caclul que nous nous sommes
bornés aux cas particuliers en supposant que

(237) a1=,6‘1=a—}—%
dans le premier et
(288) B==

dans le second cas.

Or, il n'est pas difficile de comprendre que les raisounements précé-
dents, convenablement généralisés, peuvent &tre étendus aussi -aux cas
générals, ot « et @ ont des valeurs positives quelconques.

Les théoremes de n° 40 et 43, établis dans les suppositions par-
ticulieres (237) et (238), s’appliquent bien au cas général des polynomes u,,,
définis par les équations (235) et (236).

Remarquons enfin qu’on peut considérer tous les résultats, obtenus
dans ce Mémoire comme des exemples nouveaux de l'application du théo-
réme général, énoncé au n® 32 et démontré en 1904 dans mon Mémoire:
,our certaines égalités générales, communes aux plusieurs suites de fone-
tions souvent employées dans I’Analyse®.

On voit, de ce qui précede, que ce théoreme permet de résoudre
plusieurs problemes sur le développement des fonctions arbitraives en séries
avec le méme degré de généralité que dans le cas classique des séries
trigonométriques.
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