W. GONTCHAROFF

Note sur les moyennes carrées du module des déri-
vées successives dune fonetion holomorphe dans le
cercle - unité

En désignant par f(z)= Ecuw” une fonction holomorphe dans le cercle

0
|x| <1 et continue avec toutes ses dérivées sur la circonférence elle - méme,

posons
2 2a I
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ou I, est le carré de la moyenne carrée des valeurs que |f®™(x)| prend
sur le cercle |z|=1 et I, la méme chose relativement & l'intérieur du cercle
~ consideré. On peut dire aussi que I, (n==1) est I'aire du domaine riemannien
engendré par lan —1-iéme dérivée f®@—1 (x) et correspondant au cercle -unite.
Nous nous proposons ici d’établir une inégalité qui lie entre eux trois
no:rrIllores I, I, et I; (0<<p<gq) ainsi que celle qui lie les nombres I, 1,
et 1),
unel que soit le nombre entier positif #, linégalité suivante est
vérifiée : :
P,=(q—p)@n+q—p)[(n+q 1P L—q@n+Dln+9—)P L+
+p@ent-29—p) 2L >0 (2)

L}

Posons, pour abréger,
Iy=|e >0 (r=0,1,2 ..

On trouve aisément

(&a] o0

I = i r, L=32on, L=,
0

0 0

1) Quelques autres problémes du méme genre ont été eétudiés par M. Bernstein (,Sur les
fonctions absolument monotones®, ,Acta Mathem-tica, t. 52; ,Sur une propriété de la fonction
exponentielle®, ,Annales Scientifiques des Institutions Savantes de I'Ukraine*, t. 3: -Sur la crois-
sance des polynomes*, CR, le 1 octobre 1928).
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ou P'on a posé
AW =@—p+N@—p+2..r, . p@=F—q+)E—-q+2).. v
Dond, il g’ensuit

oL

lpn — E ':Jn“')lj,, 3

»r=0

ol ¢, (v) est défini par 1I’égalité
£ '\'Jn (’V) - 4.4", =T I;n ;»2 (V} + (J‘n (l/z (’V)’
avec :
dn=(q—p)Cn+q—p)ln-+a)!?, Bu=q@n—+q)|(n+q—p) ]
Cn=p(2n—+-2¢—p) [n!].
Jatfirme que ¢, (v) est positif pour toutes les valeurs entiéres de v (v 2> 0}
sauf les valeurs » =n-1-q et v =mn-}-q—1; dans ce dernier cas, on verifie
immédiatement que I'on a . :
dn () =t (0 +-g—1) =0. (3)
Tout d’abord, on obtient, pour 0 v <p—1 ,
U (v) = Ay > 0.

Ensuite, si p<<v<<qg—1, Ua(v) se réduit a 4, — B, 4* (v), done d,(v) dé-
croit lorsque » parcourt ces valeurs en croissant. Par suite,

Yo (V) 2 b (4 — 1)
(g —1) =
: td—pa— [[et+a—p+1) ... m+)’
g ) gl : e O ST
g p)[ @—p—1)! }l =1
qg(2n—+q

— {e—p)(2B+-g—p) l

Or, il vient:

La quantité entre parentheses figurées étant une fonetion croissante
de m, elle atteint le minimum pour # =0, et ce minimum étant zéro, on a
Yn(g—1)>0 pour >0 et ¢,(¢q—1)=0. Done, pour p<v<q—1, on
obtient ‘ ‘
b (¥) 20,

le signe d’égalité n’ayant lieu que dans le cas ot w =0, v=¢—1.

Plus loin, on g’assure queela dérivée 4, (v) (v étant considéré comme
une variable susceptible de prendre toutes les valeurs réelles) mne possede
qu'un seul zéro réel plus grand que g — 1. En effet, on trouve

Z(w) (v i
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: ) : ’ iy 5 .
Le rapport @) est un polynome en » qui croit d'une maniére monotone

A(v)
avecy,si A=¢ — 1. Comme on a
¥ i
/( 3 H('p—"«ub) e g1
s q q Ty — .
Wil b e Eﬂ T, A 0—w)

ou les v; et les u; vérifient les inégalites
g— 1> >0—2> > ... 2q—t>m>q—1—1> ... >1>H1>0,
s S e el R R e e e B e e > 1 >ke 40,

(4 5 s . d
k) croit aussi avec », si » > q—1 (car ceci

A'(v)

il en résulte que le rapport

g—1 .
est vrai pour le produit [/ (v— ;) ainsi que pour chacun des facteurs
P :
V—Uu; , 2 , g
w——‘;:") Par conséquent, d’aprés (4), ¥, (») ne s'annule qu’'une seule fois pour
L

v > q—1; soit », la racine de V'équation ¢, (v)=0 (v,>g—1) (cette ra-
cine existe car l'expression en parentheéses dans le second membre de (4)
croit de 0 a oo lorsque » parcourt toutes les valeurs plus grandes que ¢ —1).

En vertu des égalités (3), on a n-4-q—1<v,<n-}gq, done

W, ()<< 0 pour ¢q—1l<wv<qg-+mn—1,

V'u(¥) >0 pour v=q-+n.
Par conséquent, on obtient
Yn () > (g0 —1)=0 powr g—1Lr<g+n—I1,
by (¥) > (g-+m) =0 pour »>gq-n.
L’inégalité (2) est par suite démontrée. I'égalité n’est atteinte, dans (2),

que dans le cas ou l'on a I, =0 pour toutes les valeurs de » sauf »=mn -
—+qg—1 et v=mn-g, donc pour les binomes de la forme ‘ ‘

Admettons maintenant que, les valeurs de I, et de I, étant données, on
cherche a déterminer le maximum des valeurs possibles de 7, ainsi que les
fonctions f(z) pour lesquelles ce maximum est atteint (0 <p <gq).

L’ inégalite (2) nous fournit

Ip é Kn == An ln + Bn lq: . (6}
ou l'on a posé ;
_a=p@enta—p)| tg! !
q(2n-+4-q) m-ta—pit|"

q(2n-+q)

__pent29—p) n! ;
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Le nombre » étant susceptible de prendre toutes les valeurs n=0,
1,2,...,1il s’agit de le déterminer de telle maniére que K, soit aussi petit que
possible. Les A, forment une suite croissante et les B, une suite décrois-
sante; on déduit de (6 — 7) que l'on a

‘ Knp1 = Kn
suivant que

Iy o Ant1— 4
I() o= Bn oo Bn—H

Or, le second membre de 'inégalité précédente peut étre écrit souns la forme

' Ko s v p e ( i AN ___:9___>
g—p |+l \! +%+q—p+1) : 2n+q+2) (1 2n—+-q/
P n! / s \ R ey ~\9 SR
Uit 1) (1 J et ) ]

WG o e
g e A e 2n—-q-F2

et cette expression se réduit a [(n—+1)(n-F2)...(n—-+¢)]2. Soit N la valeur
de » définie par

I8 o5 ‘ v
[N(N4+1)...(N+qg—DP g-;--< [(N—+1)(N+2)...(N-+q))2; (8)
alors on obtient
Bo By > 2B >Ry Kui Ky

Done, c¢’est 1a valeur » = N qu’il faut prendre dans 'inégalité (6) pour

‘obtenir le maximum pessible de I, (ou bien #= N—1 dans le cas ou le

signe d’égalité a leu dans (8). Le maximum est atteint pour les binomes de
la forme (5), ou il faudra poser =N (ou %= N —1 respectivement).

Inversement, supposons que, trois nombres I, I, et I, étant donnés,
Iégal té6 (6) a lieu lorsqu’on donme a % la valeur N tirée de (8). Alors, il
est possible de construire une fonction f(z) telle que les carrés des moyen-
nes carrées du module de la finction elle-méme et de ses dérivées d’ordre
p et g (0<<p<q) soient respectivement égaux a I, I,, 1. Toutes ces fonctions
sont comprises dans la formule

f(@) = 2%+ (s)/ Twig+ 12V Tvsq),

ot 'on a
Iy _1:——1-— (N - q)2 Tgiries o Sl ki -
o g (2N--9q) LG N R e e Y
: s | i die o ST '
Pl = g (2N-1-q) ‘ [(VE1):. . (N-Lg—1)]? i J

et ¢ et 5 sont des nombres complexes arbitraires de module 1.
En particulier, soit p=1,"g =2 Alirs

4 @rt1)(n+-2) o Pl
e o et " A(m-F1)
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; ; 3 ;
Par exemple, si L 4L, o a L<hi+7 I; si 4lo<I,<36l, on a

;o 5 _ 20 7
I < gIO_I_?)_,Il; S1 36]0éIgél44IQ, on a Ilé-g—]o—l—ro—éfg ete.

Sans entrer dans les détails des calculs qui d’aileurs ne different= pas
essentiellement de ceux qui ont été développés plus haut, je vais indiquer
les inégalités qui se rapportent aux moyennes carrées a lintérieur du
cercle - unité. On trouve, pour 0 <p<_g, o

B UL B (9)

At @ nl @b Ris Dl iy 1) gl |
n ¢@nFe+1)mte—p+1) |teg—o)

B= p(2n+24—p+n(n+l)[ n! J", (10)

ol

g@2ntq+1)(n+q9g—p-+1) |(m}q—Dp)!

n étant susceptible de prendre les valeurs 0, 1, 2, ... Les moyennes I et
I, étant données, la valeur » =N qui rend minimum le second membre de
(9) est définie par l'inégalité ;
% I i
N[+ ... N g— 1P+ <FE<E+HDIEF+2)... "+
O AN +g+1) (11)

Inversement, si les nombres Iy, I, et I, vérifient I'égalité (9), les fone-
tions auxquelles il correspondent sont comprises dans la formule

f () = 251 (¢ V Twgg + 2V i),

P i)
ST N o 1)

oll !
ot Iy
(N+ 1) [(N=2)... (N=pf 1

'(N+q+1)13——
_ WAy Wgbyf AT
tre = TN ) [[(N+1)...<N+q*1)12(N+q) N""J’

et ¢ et'n sont des nombres complexes arbitraires de module 1.
En particulier, soit p=1, ¢=2. Alors

g et1)m42)(n43) < 1
2 on 3 T (mF1)(2r+3)

. H #* % & 1 = i e ; 03
Par exemple, si /5 < 125, on a 7 <210—1—3—I§; si 120 << I <7215, on a

By

» 24 3 1 s S x * 5 1 *
I <3Io +1_0F2; si 72016 < I < 24015, on a [i é(;i)Io —1—2——112 ete.
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B. JI. TOHYAPOB

HOTATKA IIPO KBAJPATHYHI IEPECIYHI MOJIYJI MOCJIIOBHAX
HOXIOHUX O OYHKIIHU, I'0JI0MOPOHHUX B KOJII - OTUHAIA

PeszwoMe

B wiit worarmi moBongmMo, mo BemmummM I, I, Ta I, (0<p< gq), WMo IX
BU3HAYEHO DiBHICTIO (1), IPH [IOBiIBHOMY WiJOMY 72 >0 3al0BOJLHAIOTH HEpiB-
nocraM (6). Hasnakm, ski 6 ui Gynm wdcaa I, I, Ta I, KONH TiNBKH 3a]0BO-
JeH0 HepiBHOCTI (8) Ta (4maA = N) (6), TO MOKHA BW3HAYHTH TaKy (DYHKILII
f(x), mo6 BoHA 3a/0BONBHANA DPiBHOCTAM (1) (408 n =0, p i q). -

Moni6ai mo uux TBepHMeHHA, W0 /0 BeJAYAH g I; i Z;‘ (mmB. (1)).




