W. BRECKA ef J. GUERONIMUS

Sur le polynome monotone qui s'écarte le moins de

zéro sur’ le segment donné dans le cas ou les va-

leurs de ses deux dérivées premiéres sont données
aux extrémités opposeées

Nous allons résoudre le probleme suivant:

Déterminer Voscillation minima dans Uintervalle (—1, -F1) d'un poly-
nome mon décrorssant : '
Y(x) = e+ i@ . . = Cn

de degré mon supérieur @ w, si Y (—1)=a?, y'(1) = b

§ 1
Soit
yle) = f u(x) () do

.
—1

ol foutes les racines de w(x) se trowvent dams Uinlervalle (—1, 1) el q(x)
n’a pas de racines dans cel intervalle. On trouve facilement que

wi=—1)F9, w1} >0, wW{lj>0

Nous voyons aussi que q(x) me peut pas avoir la racime r—=-—1, car
alors on aurait y'(—1)= 0. Plus lein, si q(@) = (1 —z)s(x), alors

y" () = 2u(a) w' (2) (1 — x) s(x) — v2(@) s(z) - v(7) (1 — ) S’(m)

et pour =1
y'(1)=—u*(1)8(1) <0

dons, q(x) ne peut mon plus avoir la racine x = 1. '
Supposons que le degré de q(x) dépasse Pumité. Alors on pourrait con-
" struire le polynome
e
Hiw)= [ w@) lg@)— 2 (1 | @) (e )
2 ' ]
ou
st S g S
— 4u(1)w'(1) - ud(1) 2

==

T — - ; T o
e T ¥ T



29

W. Brecka et .J. Gueronimus

et & est choisi de telle maniére que

: g@x) — 2 (1+x) (e —x) >0
pour —1 < < 1. A
Alors y(z) satisfait a toutes les conditions de notre probléme et y(1) <<

< y(1). Par conséquent le degré de g(z) ne dépasse pas l'unité et nous avons

y(x) :/'uz(a')d.r pour n=2m -1
<)

oA

_I/(CIJ):/ wHx)(z=x)dxr (>1) pour n=2m-2.
e

§ 2
:
Soit # = 2m -+ 1. Nous devons donc minimer Uintégrale L = / u?(w)da
1

sous les conditions que

wA—1)=a>, w(l)u(l)=

B [

Posons

ne

z Y
; () = zl o Pr(2)
g k=0

ou Py(x) est le polynome de Legendre. Alors nous devons minimer

m

iy Y
e 2k -+ 1 (1)

=y
sous les conditions que
m 1

w—1)= 2 arPr(—1)=a
=0
m m (2)
sdele R
'll«(l) un (l,) — Eakpk(l) . 2akplc (1)'-——' -
. k=0 k=0 3
Les conditions d’extremum nous donnent
a o ; e
—27_{%3-:&(—1)—%@{/»0(I)Pk(l)—%~u(1)PkmJ (3)
(=01 2 . m)
d’out
2L = Aa - ub? (4)
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Plus loin:
4
Vi

4 X i — 1V = da =14 ¥ @k+ 1) u [@’(1) Dk 1) (— 1)+
k=0 k=0 : & k=0

+@(1)E(2k+1)(—-1)’*‘Pk’(l)] |

"

4Vak_4u(1)—-x 2(2k+ 1) (=1 44 [u (1) 2(2k+1)+

+u<1)2(2\k+1)m’(1)j

42akp,,'(1)— dur/ (1)—12(2k+1)(-1 kP (1)+p{ 1) 2(21;-{—

1) P ) E (2k+1) [Pk'(l)JZJ
k=0

ou autrement

4a = AA +u[Ew' (1) 4 Fu(1)]
4u(l) = AE 4 u [Au'(1) 4 Bu(1)] (5%
4u'(1) =AF -+ u [Bu'(1) -+ Cu(1)]
ou 'on a posé ,
4= 2 (m—1)2
B E 2k +:1}Pk(1 ) Pl =2 ey 1,12 i
=0 ‘
B i e S e e e =y
0= 2(2k+;) [Pe(n)]e = " 2T (6)
k=0
= k1) Pty P —1) = 1) (0 -2)
k=0 5
= E (2 1) (— 1 = (= 2)" (1),
=)
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[Le calcul de 4 et E ne présente aucune difficulté. Pour calculer B
et C nous utilisons la formule

PICERPAEE O
=0 :
iyt PO P +a—8) B O P |

i+J-+1

Enfin pour déterminer F on prend la formule de Ohristoffel-‘

Vm 1) o) Bty m 1) o) Pl — Polt) P w,

k:O

En la differentiant par rapport a « et en posant ensuite x =1, y =—1,
mous obtenons le résultat voulul.
Nous avons

[ (AF — BE)—4E]A

“l) = o (Br —A0)—8Bu—t 16 i)
[#(CE— BF)+-4F '
W)= 2B 4C)—8Bu |16 ol

En faisant le produit de (7) et (8) nous trouvons

oo TR AC) — 8By} 16)° :
— 2 [uw(AF — BE)+4E][u(CE— BF)J-4F) : ('}

En substituant =(1) et «/(1) dans la premiére équation (5) nous trouvons

2 2 2
ABE
E A B|-+8(4AB— EF)u—164

F B

U/Z

De (9) et (10) nous obtenons I'équation pour wm:

g WA~ BE) - 4BJI{CE—BF)-4F] B S

[ |AEF| » |2 s
w2l B A4 B|-8(AB— EF)—164

1y J. Gueronimus.— Sur l'écart minimal quadratique d’un polynome de zéro dans un
intervalle donné.

Communications de la Société Mathématique de Kharkow. Série 4, tome i, p. 17.

2) Journal fitr Mathematik.— Band 55. Seite 73.
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Pour les grandes valeurs de m nous avons

-~

A~m? B~%m4 C~112m6 B~ (—1)"m F,N(:_ll:”ma
Celle e g N e
AF— BE s CE — BF ST AB—FE.\»—Z
AEF i
A B
{FFBC
Alors P'équation (11) prend la forme
8(4 +4) (2—2_4> b o
PE O T
(\4—8—{—23——16>
¢ Lok . Ao
ou 2=mwm'. De (10) nous trouvons b
Donc
Ape o Seph? : ]
moga L 9
oll g, est la plus petite racine positive de ( 12)
§ 3
Soit
By o (et (3
o ~ cms. - (14)

(Zogins e
e
Alors, il faut distinguer trois cas.

7k =
m e

2 ——t
L~2ﬂ+§ﬂ/12 ~3)ca?

T2 mi—e

L0220, zO=16(1/1'é~3)+

Si 0 < a<t2, alors le rapport du second membre aa premier tend vers.
zéro. Par conséquent

2a°
W~
me

507 g 2gj+8(VT2+3)ca2 2a2 | 8()/12—3) b2
T g e R i e
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Si a>2, 4 —a< 2, alors le rapport du deuxieme membre au premier
tend vers zéro et

- 8(Y12—3)eaz 8(Y12—3) b2
s m4—(l oo m4 ——_..

II. @ = 0. Alors de (14) nous trouvons 2, (un nombre fini), et

puisque le rapport du deuxiéme membre au premier tend vers zéro.
1. Soit enfin o < 0. Alors de (14) z,= 48— km*

2a2 | 24ca?
[ =
Donc
92
L 2@
m,z
Finalement pour a <2 7
;2 ,
bt (15)
our a=—>2 7
202 | 8()/12 — 3)b* |
1 ; (16)
me= m
pour a>2 15
8(y 12— 3) b2
o __(V__—L = (17)

m?

Comparons notre probléme avec celui de M. S. Bernstein ou la derivée
premiére seule est donnée !) (pour x = — 1) et avec le probléme de M. W. Bre-
€ka ot la derivée seconde est donnée 2) (pour z=1). Le ealcul montre que
dans le probleme de M. S. Bernstein

2a?

done a=0 et L~—
m

selon (15)

Dans le probleme avec la derivée seconde le calcul montre que

e :
¢ TR 2 ' Vs
t LNS(‘/IZm4 il selon (17)

donec a =14 e

1) Lecons sur les propriétés extrémales et la meilleurs approximationdes fonctions analy-
tiques d'une variable réelle®, professées & la Sorbonne par S. Bernstein, p. 47 —50.
2) Comptes Rendus, t. 186, p. 1187.
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_ § 5
Supposons maintenant que

Y (—1)=0, y"(4+1)=0a.
- On prouve aisément que

y(m):fzﬂ(w)dw H{—1)=0,pour W= 2m-1

—1
€

,z/(a;)zfuiz(m)(l—{—m)dx pour n=2m - 2.

—1
Posons n = 2m--1. Il faut minimer
-
T / u? (x) do
s
sous la condition que
2
Uf~-1}=0, ‘w(l)u (1) = % :
Posons

w () = 2 Py ()
k=0

ou Py (z) est le polynome de Legendre.
Nous devons, done, minimer

o 20
e 2 2k -1
k=0
m 7m ™ b
2
E Iak(—'l)k=0, 2‘ O . E akPkl(l.):_z"
k=0 k=0,

sous les conditions que

k=0
Nous trouvons facilement que
; L
. iita.
0=2A4+u[Ew (1)~ Fu(1)]
et 4 (i) = AE -+ [Aw' (1) Bu (1))
i 40/ (1) = AF -y [Bu' (1) + Cu (1)]
o0u 4, B, G, E, F ont les mémes valeurs qne précédemment,
De (18) nous trouvons

= #1E (O Pu 1)

et 4Au (1) = —un[Eu' (1 Fu (1) E-+ Au [4Auw’ (1 Bu (1)
L R R R O e )

(18)

(19)

(20)
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De (20) nous trouvons
’ 44
T AB—EF V(4 — B (AC — F?)

et en substituant les valeurs de 4, B, G E, F, on trouve fmalement 1oseil--
lation cherché

ﬁ4b‘)
T m(m-2)[3m22m—1)F2V 3(7n~+zzn——z)(7nz+o'hi)]

Pour #=2m -2 on trouve

24b5

(m—l—l)(m—i——‘z ) [3( 7)12+3)1z+1 1/5(21n3+6m—|—1) 2rn2+6m 1—3]

Pour les grandes valeurs de m on «

On péut obtenir cette formule de (16) en y posant 2> 2.

§ 6
Supposons maintenant que

y(—1)=a? y"(1)=0.
Soit

€T

W) = /‘u2 ()q (x) dux.

(J
!

Il est clair que w (1) =0 parce que g (1) =0,
Plus loin g(—1) 3= 0 parce que y'(—1)=a? F 0.
On démontre aisément que

2

;/(at):fu‘l(m)dx, w(l)=0 pour n=2m-|1

=1
y(m)=fu3(a;)(1—a:)dw, % (1) =0 pour n-:2m-{—2.
)
Supposons le contraire. Alors on peut construire le polynome

€x

Yu (@) = f u? (x) (1 —x)* [¢g (x) — L (1 @) do

-1
o1 4 >0 est choisi de telle maniere que

q(m)——l(l +x) >0
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our —1 << 1. Alors yn (@) satisfait 2 toutes les conditions de notre pro-
1éme mais Fion , s B aaseE ey iy : G g

Yn(1) < (1)
ce qui est impossible
Nous devons donc minimer 1’1nteg1a1e (en posant n—2m+1)

1

L= [ u2(x)dz
4

sous les conditions que 7 e
‘ u(—1)=a u(l)=0.
Alors

m

e Bt [ B

k=0

Les conditions d’extremum nous donnent

4a; i A
.2k_'_"i‘—~_;ka(.. 1) - pPr (1)
k=0, 1, 2,...m)
d’otn
ra
: L=E ; (21)
Plus loin

=l§(2k+1)PR2(—1)—‘—‘u’§(2k+1)Pk(l)Pk(—l).
: '.7, - : k =1 g (22)
0_12 2k—|~1)Pk(1)Pk(— 1)—|~y2(2k+ 1) P (1), - o

k=0

Si on trouve 4 de (22) on obtient de (21)

S
T mi2m
Pour »=2m 4+ 2 on trouve
T il
m2 - 3m

Pour les grandes valeurs de m on trouve la formule asymptotique

4
e L
m2

On péut obtenir cette formule de (15) en posant « <C2.

3 HayeoBi aOMCKH 3 MATEMATHEH
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B ni# crarri ME po3r’A3yeMo Tary sanady : !
Suaiimu Havimerue i0TUNCHHI 810 HYyAs & twmepsani (—1, 1) mono-
MONH020 NONIHOMY, WO He cnadae

W) =@+ e@” 2+ ...-Cs
CMYNHA He U020 3a N, KU OaHo
y(—1)=a? y'(H1)="0.

‘Mu morasyemo, 1mo y(x) Mae BH[

£

y(x) = f u? (r)dx, n=2m-1,;

4

y(m):fuz(a:)(zi:v)da;, n=2m-} 2
el

b2 ;
IIpmuyckaipoyd, 110 a§~cm“, Ta n=2m -1, MA 3HAXOJHMO :
: a2
npm a< 2 BlAXHMJEeHHS L~ 0 (1
ul =2 = L""’?iz"l—8 VIZI——gbZ (2)7
sV 12—3)p2
» & = 2 ” L~ ( )b (3)

m4

‘ Jlaai, mpuyckapym, mo y'(—1)=0 Tta y'(1) =0b% uuE mOKasyeMo, IO
MaTHEMe Micme ¢opMyJaa (2).
Komm ¢'(— 1) =a?, Ta ¢"(1) = 0, ME [0BOIEMO, III0 Ma€ MicHe dopmyaa (1).

e ———



