J. M. CHHIIOB

OrkpeMi BUMAIKA cHCTeM IHTEIPAJbHAX KPUBHX
Hgadosoro piBHAHHI
B kizproX €TATTAX Ta HOTaTI{a‘X_l) £ ¢TyaioBaB JedAKi BIACTHBOCTI CHETEM
igTerpadpadx kpuBEX [IdagoBoro piBHaHEA
Pdx+ Qdy + Rde =0. (1)

Teopia xpmBmHHW, JiHil acuMOTOTHYHI, i3orponmi, JiHil KpuBHHH, reole-
BAYHI TOMI0 MalTh aHAJOrHW B Iiif Teopii. Temep a Xouy HarH NedKl IPHKIATH
CHCTeM KDHBHX, II0 MAIOTh aHAJOTII0 3 NeBHAMH BiJIOMAMH THIAMH II0BEPXOHE.

I. CHCTEMHM KOHIYHI, THJIIHAPUYHI TA PO3BHUBHI

1. [laTamna npo Tary cHCTeMy, MO yci i1 IIOITAHA :
PX—0)+QY—p+R(Z—2)=0 (2)
TIPOXOIATh Yepes Ty CaMy TOUKY (Zo, Yo, <o) IPUBOLHUTH 10 YMOBH
P(@y—x)+ Q(yo—y) -+ R (20— 2) =0.
SIRIO 114 mpocToTE BisbMeMO ToURY (0, O, 0), [a yMOBa HAGHPAE (HOPMH :

S Pr4-Qy- Rz =0, (3)
BBIARITH
1
_ R=— (Pr+Qy)
i (1) nae
P(rdr —zdz) + Q (zdy —ydz) = 0. (4)

Culcreni (4) MomHA IATH HA3BY KOMIUHOT CUCTEMU.

2. Haniaaprgni moBepxHi MOMHa XapaKTepuayBaTH 8 Tol TXHBOI BIACTH-
BOCTH, MO NpAMOJiHi#HI IX TBipHI, 2 TakKoX 1 HOTHYHI IJIOIIMHHA IapajeibHi
enuHld mpamiit (I, m, m). B Hamomy pasi MaeMo, 1m0 MIOIMAHA CHeETeMH (2)
nmapagenabni (I, m, n), Me6TO

Pl Qm -+ Rn = 0, (5)

1) O cmcreMax HHTerpaJbHHX KpHBHX [lpadoBa ypasnemna Pdx -+ Qdy-+ Rdz = 0.
San. H.-Heex. Kag. Yrpannw, 1. IIl. O6oGmenne $opMyas JHHemepa - BelbTpaMA HA CHCTOME!
HHTerpanbHeX EpHBHX [IdaddoBa ypasuemmsa. Pacupocrpanemue Tteopemsl I'aycca. Coolm.
X. M. 0. (¢) L TI'ayccosa KPHBH3HA ¥ JHHHH KpHBH3HHEI 2-T0 poxma, ib.(4),IL
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i (1) ma6yBae ¢opmMu
P (ndx — ldz) -+ Q (ndy — mdz) = 0,

MosxHa UM CHCTEMaM JIaTH HA3BY YULHOPUUHUL.

8. Jlerko noBecTH, OO0 OGHIBI CHCTeMH € OKpeMi BUNAIKH CHUCTeM, IO

3a10BOJIBHAIOTH piBHaHHH
P ep P
/ ’ !
A 2o Qﬂ'/’ le Qz, Q 5 =24 O’
AP e T

ne6To I'aBcopa KEpuBWHa 1X [nmB. (1), (4)] HopiBHIOE HyJEBI.

AJle MOBHA KPHBHHA JJIA WX CHCTEM He IOPIBHIOE HyJeBi, 60 A" = G2 |-4A.
TakuM 9HHOM MORHA CKA3ATH: CUCMEMU YUATHOPUIHE A KOHIUHE € OKPEME
sunadru cucmem, wo mawoms I ascosy wpusuHy =~0, i Ui cucmMeML MONCHA

HABBAMU DOSBUSHUMU CUCTNEMAMU.
4. AcmMIIToTH4Hi JiHIT KOHIYHHX CHeT1eM

Pdx—+Qdy-+Rdz=0 12 Pr-+Qy-+Rz=0

BHBHAYAKTHECA DPIBHAHHAM
dPdx -+ dQdy + dRdz =0,

ane
d(Pz-+ Qy + Re)=0=Pdzr+ Qdy + Rde+xdP+ydQ -+ 2d R =
=axd P-4 yd()+=zdR
Tomy MaeMo: -
, 4P _dQ_dR
) OESE s
L

[e6To acmMmrToTHYHI Jinil KomiyAwX cmcTeM 6 1° npsaMi, 1o OIpOX0ogATh Yepes:

HOEHTD CHCTeMH

e AN
ot o
2° IIOCKI KpHBi
P _9_E
S Vi

60 3a (a) 2amOBOJPHANTH piBHAHHA A& py-+v,8=0.

AcmmnroTEyrl Jinil uumué‘pu@mm [I0BEPXOHb BH3Ha'1alThCA p]BHaHHﬁME

Pdx + Qdy -+ Rdz =0
IP+m@Q—+nRE=0

3 YMOBOW

T3

dPdzr + dQdy + dRdz=0 i dP-+md@—+ ndR = 0.
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Touy : .
1 dg=d_y=§§, e6To Koo y—y":z_‘z";
! m n l m n
g0 OP_dQ_dR 2R
2 I ﬁ B 1e6To Yo e

5. 3 nmpyroro Gory, aHajoria 3 EpwiToBAMH piBHaHHAMH JiHIHYAaTHX mO-
BepXOHb HaBiBa€ IYMKY NOPiBHATH HyJeBi WIeHH 2-T0 Ta 38-T0 IOPAIRY
B BHpasi mepmeHIHKyAsApa 3 (#, ¥, 2) HA INIOHIHHY

2(P+dP+ %—dZP)(X—a;—dm)=O,

1e6T0 Ma€MO TPH piBHAHHA

Y Pdz=0, Y dPdx=0, Y d?Pdx=0.

0z
_ ox’ ,
G‘;zEO KOHIYHI Ta NHJIHAPWYHI CHCTeMH OUM piBHAHHAM He 3aJ0BOJBHANTH,—
IX He MoXKHa BBaMaTH 32 OKRpeMi BHNAJKH IUX CHCTEM.

6. Jlinii wpusunw 2-10 PoAY UHIIBEAPDHIHEX CHCTeM BH3HAYAITHCA PiB-~

0z - e
Komw P=p= @ = ¢ — ~—, MaeMo piBHAHHH JiHIAYATHX TOBEPX0HE, alie KOJIHK
oy’

HaHHAM
| dz dy de
nP nQ —IP—mQ =0
ndP ndQ —IdP—mdQ
a6o

(ldax 4+ mdy + ndz) (PdQ — QdP) =0,
1e6To0: a) ciMeHCTBO MIIOCKHX KPHBHX ‘

P(ndx— ldz) -+ @ (ndy — mdz) = 0,
ldx 4+ mdy -+ nde =0
(a60 x4 my - nz = const)
MiCTHTbES Ha. [momuﬂax HBpIIeHIIHRyJLHpHEX 10 TocTiHOTO Haupamy (1, m, m).
. b) [lpyre ciMeHdcTBO TeX HJIOCKHX KDHUBHX €
‘ P (nda —1dz) + @ (ndy — mdz) — o0,
‘ PdQ — QdP=0
afo B ocTaToyHi# ¢dopmi
P—iQ=0
A(na — ) + . (ny — me) = C,

II0 MiCTATHCH Ha Imomlaﬂax HapaJIeJILHHX TOMY CAMOMY noc'rmﬂomy HATIpAMY
(l, m, n).

8 HayxoBl 3anMCEE % MaTeMaTHRH
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JIGHit wpusunu Te® 2-T0 POLY IS KOHIHHWT CHCTEM BHBHATANTHCH piBs-
HaHHAM ‘

dr dy de
B ey Ri=0
> - dP d@ dR |

3a yMoBH Pz Qy -+ Bz=0, mo 3BOMATHCA N0
(xdx -+ ydy + 2dz) (PdQ — QdP) == )
Ili mBi cHCTeMH MOXHA XapaKTepPH3YBaTH TakK:

1° cepmyni KpHBi: 22— y? |22 =0, P(edz —xdz) + Q(2dy -—ydz) =0,
2° miocki kpHBi: pP-+1Q=0, hx-py = Cz,

gKi MieTdThCa B TJIOIIEHAX, M0 caMi IPOXONAThH Yepe3 BepHIHHY CHCTEMH.

[I. CHCTEMH, AHAJIOITYHI 10 OBEPXOHb OBOPOTOBHX
XapaKTepHCTHIHA BIACTHBICTE HOBEPXOHD 060pOTOBUX, HIO' A€ MOMJIM-

BiCTH BCTAHOBHTH iX ImEdepeHnisnbHe piBHAHHSA, & T4, 10 Bel HopMaJi 1i 3y-
eTpivanTs OfHY IpaMy. Ile O3HAYEHHA IJIA CHCTEM

Pdx - Qdy + Rde =0
G

Zae YMOBY

r Y
i, konm sasHaumMO R — K.S, piBHAHHAM UHAX CHCTEM 6yne
xdx 4 ydy -+ Kdz = 0. (6)

VMoBa iHTer'pyBaJbHOCTH:

mae K==Q(a?-}y?2 2), 100 NIPHBONATH /10 0GOPOTOBHX II0BEPXOHE.
JIinit piens 008 OZ BepTHRAIBHOrO 6 Ti iHTer paJbHi KpHBi, Mo HexaTh
Ha, MJIOIHEHEAX, NapadensEux XO0Y,—Ie € RKoJa:

dz = 0, xdx + ydy =20,

T06TO ;
z=2y ¥ +yYp=0C, {2)

ajle HopMaJal 0 IJIOINAH
o(X—a)+y(¥F—y)+k(Z—2)=0 (®)
B Toukax (@) He sycrpivaoTs Biei OZ B omHiE TodUI:

z_z ] K(ml Y, zO)
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[luTaEHS TIpPO TaKi TOWKH a6 MOBEPXHIO:
K@, ¥ 2)=2—2 | (7)

InTerpanbui kpusi, IO JedwATH Ha Iif nosepxm BA3HAYAThCA AK Hepe-
TEH i3 cdepomn

2 4 i (F—2 )P =C ‘ (8)
JLinii mepudismmi cACTeMH € iHTeI'paJibHI KpHBi, INO J€XKATh Ha IJIOMIH-

HAX Y = M@ ,
xdx (1 -+ m?)+ K (x, mx, 2)de=0. : 9

Haa OZ peprukainpHOl Le € JiHil HafkpyTimoro cmamy, mo YTBOPIKTH.
MaKCHMaJbHHE RYT i3 oce OZ i, 48 OpPTOrOHaJbHI TpaekTOpil 10 JiHiA pua}m
CHCTeMY, BOHH BHBHAYANTHCA DiBHAHHAME :

d_a;,_d_y A WKdz
SRR

JIinit wpusuru 2=~20 pody cHcTeMH (6) BH3HAYAKTHCH PIBHAHHAM

dr dy dz |
O=| ¢ y K | =(dK— dz)(ydz— zdy). (10)
‘dx dy dK

Maemo nBa cimeiicTBa: a) Jimii Mepmiidnni (9); b) aimil (7), (8) raki, mio
HopMaJi B IX TOUKaxX [0 IJiomuHEH (D) 3ycTpianTh Bich Z-TiB B OAHIH TOUL].

11 JIHI HARKPYTIIIOINO CIOAILY

Xait OZ ¢ BepTHEaIbHA IpaAMa, i Tpeba HaiTH

max.c = — Pa'j;Qb '
33’ YMOBH : e
WW+@;%;1
a6o
R? (a? + b%) 4 (Pa—+ @b) = R2.
Maemo -
P—\[(P2+ R?) a-+ PQb] =0,
_ Q@ —A[PQa--(Q* - E?) b] =0,
1 _ (P*4-R)a+PRb_ PQa +(@*+RHb
E % . <k Q
a60

— Re

R T
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ale
dx dy
a= s * b= ?jg ’
OTHEe MaSMO
dv _dy —Rde
ENgTITRe

pisHaHESA JiHi# HafKpyTimoro cmagy HaMmOl CWCTeMH.

LikaBo BiI3HAYATH, IO JJA CHCTEMM KDHBEX JiHIHHOTO KOMILIEKCY MOKHB
SHAATH KOHedYHI DiBHAHHS NHX JiHIA. PiBHaHHS KPEBHX JIHIHHOrO KOMIUIEKCY
MOXHA HAIHCATH TaK:
: ydxr — xdy -+ kdz = 0.

Orx:e Bigmosinmi aimil mafikpyTimoro cmajgy MalTh 3a piBHAHHA

de' . iy LU
By g

[lepmi 1Ba BifHOMeHHd NATH iHTeIpand Z2-}-y?=C.

MornanimMo 3
S z=1V Ccosb, y=V) C.sinb.
Toxui :
dz as ~ C ;
b z_E6—|-‘G.

Orae Jinil BAHEDYTIIIOro cmamy s CHCTEMH iHTeI'DAJNbHMX KPABAX Ji-
HIAHOI'0 KOMILIEKCY 6

2
x=acosh, y=asinb, z:%(e_eo),

700T0 I'BEHTOBL JIiHIL,

IV. KPHBI JIHIHHOIO KOMILJIEKCY

Xa#l piBEaHHS JiHIHHOrO KOMILIEKCY €

ydax — xdy + kdz = 0, (1)
Tak MO , ;
P=y, O=—o R=F, o
MAEMO 3, s '
G =—2k.

Ymosy zmnefpyo'a/zbuocmu 3a006’0./LbHﬂ6' MENEY  CREYLAAHUD szzuuuﬁ
HKOMNAEKC.

HetepMinant A = —k2; A’ =4A 4 G?=
OTae NOBHG KPUCUHA cucme,Mu aopzemoe wyaesi, a Tascosa
k2

“@ TR
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Acumnmomuini AiHET
(dydx — dzxdy + 0 . dz = 0)

HEBUBHAMNCHE. :
JLinit xpueuru 1-20 pody HeBH3HaYeHi: IX pIBHAHHA
O gy’ dr
0 —x dy|=0
CORORAY

3a0BOJBHASTHCA TOTOMKHO.
JItHeE xpusunu 2-20 pody:

y —-x k
O=|de dy dz|=— k(dx®4 dy?) -} dz(ydo—xdy),
ldy —dx 0 ;

a6o sa (1
< 0 = — k(da? + dy? 4 d=?).

JIingi wpueunu 2-20 pody € MEHEMAALHE KPUSE.
Teofeauuni wingi 1-20 pody (HadmpaMimii)

£ e

Yy —z BfyrER
O=|a' ¢ 0 = (22 + ¥+ K @'y —y'z").
o o 0 |

Oco6anBa po3B’A3Ka €

22 _|_ yz _|_ k2 — 0,
3aralbHa PO3B’A3Ka
. y=Cx+C, kz=(" —Cr,

1ne6To NpaMi KOMIOJERCY.
leomesnuni minil 2-ro poxy (HalikopoTmmi!) BH3HAYAWTHCA PiBHAHHAMHA

= — Ny —2\y

yll =llw+2)\xl . (29
zr/ L ) k;\/ I
Ocrange na€ GesmoceperBh0
gl=c—kh

isa (1)
- (Yr—a'y=(c—ENE.

Ockyasauiitaa (CTHYHA) IVIOIIHEHA:
Xy—Yr+k(Z—2)=0. (3)
da nomomoren (1) Ta (2) crIagasMo

¥/ /7 7 /4
w/yl__‘_ylm/’ y/z//__zly/, zfyll_zlz”’

1) Hue. H. Liebmann. — Kiirzeste u. geradeste Linien im Mobiug’schen Nullsystem Math.
Ann, 52. 1899. 120 — 126.
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mo mpomopuifni KoedilienTam (8). Orae MaeMo piBHAHHS

1 - gn
—_— k'(k 'Y ey —yz) | - (y —yx)
y[ ] \k(y 5 0+—k(y yx') }

|

|

Ll W Y y'
— it S VSRR S O\ ) f N 4
e : [(ka, I (zy' —ya )) A 2 i (xy' — yx )}

Lot : S ;
= [M(z2 +yy')+2h (@2 4yl
Bineins, mopiBHIO0YM NepIle Ta TPeTE BiIHOMEHHS
N (@ 4 y? 4 k) 20 (2 - gy') =0,
P e
B o

T06TO

Tomy
RS .
WU e
BemeMo I0JAPHI KOOPIHHATH :

db C'k ; ‘ r4di?
e ds? = et - dre "

:
k2
Z.

g G e
Orme
rd rd d62
(”'2 + Eé) de2 —l-' d’}"z — Cf_:‘—;mz» T
-
Tomy :

L AT Fr [C (% - k2) — k2C'] dr
") V=R R —BCE R (P Y
HineraBnenHsA
BC . k?

'72_'_k2:t, —Cq =da, - — b

NOBOJHTE (POPMYJY IO OCT2TOYHOIO BHIY:

e % (t—ayat
) 2Vit(E—ar+b(E—R)

ak i y H. Liebmann’a,

RESUME
* Rtude de quelques cas particuliers des systémes des courbes integrales
de I'équation de Pfaff
Pdx—+ Qdy + Rdz = 0 (1)

qui présentent des analogies avec certaines classes de surfaces:

; i Pz + Qy -+ Rz =0,
tous les plans
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PAX — oy QY — )~ h{Z—g)=0 @) -

passent par origine (systéme conique)
Si Pl4+@Qm-+Bn=0

les plans (2) sont paralleles & une direction donnée (I, m, n) (systeme cy-
lindrique). Pour ces systémes A =0, donc la courbure de Gauss est nulle,
A" #£0. Les lignes de courbure de 2-d espéee pour les premiéres sont:
a) les courbes spheriques: (1) zdz— ydy - 2dz=0,b) courbes planes p P—A@Q=0,
¢c(Mr1-py) ==; pour les systémes cylindriques ce sont deux familles de
courbes planes '

a) pP—2iQ=0, h(nz—Iz)+p(ny —mz) =c';
b) P(ndx—ldz) + Qndy —mde) =0, lx-+my-4nz=I.

II. Systemes analogues aux surfaces de révolution:

el R
& oy K8

a) Courbes de niveau sont des cercles concentriques: z = &g, T*+y*=1l.
b) Courbes dont les perpendiculaires (2) rencontrent I'axe Oz dans un
méme point z = z, sont découpées de la surface

_ K (wy2) = 2— 2,
par des sphéres
22 4 y2 4 (23— 2)2 = C.
¢) Courbes méridiennes sont
y =mz, zdr(l-+m)+ K(x, mx, z)dz=0.

Ce sont en méme temps les lignes de la plus grande pente.

Les courbes b) et ¢) sont les lignes de courbure. de 2% espeéce.

III. Les lignes de la plus grande pente du complexe linéaire sont des
hélices circulaires.

IV. Indication des courbes caractéristiques pour le complexe limiaire:

Courbure compléte nulle, celle de Gauss 0. Lignes asymptotiques
indéfinies: chaque courbe intégrale peut étre regardée comme asymptotique.
Lignes de courbure de 1-ére espéce sont aussi inddéfinies, celles de 2%—des
lignes minimales. Lignes géodésiques de 1-ére espece (die geradesten) sont
les droites du complexe, celles de 2% espéce (die kiirzesten) sont détermi-
nées par lintégrale elliptique (cfr. Liebmann. Math. Ann. 52).




