. E. OTIEBEIbKUI

YsarajabHeHHS KOCOCAMETPHYHOIO IYaJdiCTHIHOr(
BaKOHY Ha HEKOHIDYEHTHI MepeTBOpPEHHI

. ¥ mi# erarti mocraBieHo 3aBNAHHA MOUIADHTH TBEPIKECHHA, IOJaHe B Ha-
iy HonepefHIM TOCJifKeHH]!), Takok HAa HEKOHIDYeHTHI MepeTBOpeHHS,
PosramagbMo TepeTBopeHHs, BA3HaYeHe CIIBBIXHONIEHHIMN

Bo= Ll 35, .0 (=12 " .n) _ (1)

Jie B maHoMy o6cssi (yHRUIl f; MaoTh HemepepmBHi uacTHHHI MOXiHI, i me
SIr06iau ,

:GQQJ
r‘r')w“') ‘

He BHUKaE. :

Ho6yTOK TOYKOBEX MEPeTBOPIB, IMO CIPABIAKYIOTH HaBeJ/leHl BHIIEe YMORH,
Oyne TakoM TOYKOBe IIeDeTBOPEHHS, TaK M0 CYKYIHICTh IepeTBOpeHH (1) cra-
HOBUTHME TPYI¥, 16 6 i IIomapHo o6epReHi IIepeTBOPEHHH 2).

. IlepersopenHs, BH3Ha9eHi Yepes (1), € HepopManii MHOKHHE B co6i 3), 60
BOHH € OJTHO3HATHI 1 Pa3oM 3 CBOIMH 0GepHeHHMH [IEPeTBODEHHANE HellepepHBHi
Ta CTOATH B ONHIA KJACI 3 TOTOMKHHMH I1€PETBOPEHHESMHY.

OdgeBH1HO, MOXHAa po3DI3HATH [Ba THIHA JeopManil MHOMKHHE B CoG6i.
Ogur 8 HEX, BH3HaUeHHH 4depes (1) 3 mammu HallpAMoM (8 iHBapigHTHOI abo
00epHEH /10 iH IHKATPHECO), 3BEMO IPAMHAM [IePETBOPEHHAM, IPYTHE Ke, BH3HA-
YeHHHA BIilOOBIIHEM oGepHeHUM
M, maHo TPOTHIERHON IHAHKATPHCOI, 3BATAMEMO o6epHEHHA

Orae imnmKaTpuca Bim M, 6yae 3a o6epHEHOIO mmeper
KOJIH 33 MPAMOro NEepeTBOPEHHsA BOHA BMIHIOBTHCA, a60, HABMAKH, BOHA CTAE 06ep-
HEHOW 32 06ePHEHOT'0 IIPPETBOPeHHH, 3a MPAMOI0 ¥ 3aJHUINAETHCH IHBaPIAHTHO.

OsHauMo Temep NOHATTA Mpo XAPAKTEPHCTAKY TOYKOBOI'0 IIepeTBOPeHH.
3a XapaKTeDHCTHARY BBAiKAEGMO BCHAKY pi4 (BekTop alo TeH30D, IapaMeTp,
pyHeLio), mo I posriAnaeMo 3a TOYKOBOIO IepeTBOpPEeHH. ;

SJK y BHOAJIKY KOHT'PYEHTHOrO IIepeTBOPEeHHA 4) PO3pisHBaTAMEMO IIapHCTI
H HemapacTi XapakTepHCTHKH TOYKOBHX IepeTBOpeHb. 3a mapacTy Xapakre-
PHECTHEY OyoeMO BBaaTH TaRy, I0 He 3MIiHIOE CBOr0 3Hauyiggs minuac 3aMigm
HAlpAMY MHOKHHE ; 32 HENADHCTY XaPaKTeDHCTHKY TOIKOBOrO IIePETBOPEHH %)

M IIepeTBOPEeHHSM.
BODEHHA Ta cama,

1) Ius. Rendiconti del Circ. mat. di Palermn. T, LI, 1927, crp. 315.

%) Hop. Lie. — Theorie d. Transformationsgruppen. B. L. S. 1.

3) Ilop. H. Tietze.—Uber Analysis Situs, Hambur

4) Que. Moo npano 1. ¢.1), crop. 317, {

5) Tyr ine MoBa TinekH mpo Tgm.i TOYKOBI 'nepefrnopeﬂna, L0 CUPABNMYIOTE HaBe e v
6 HayxoBi 3aIHCEE 3 MATEMATHKH

ger Math. Einzelschriften Heft 2. H. 1923,

MOBH.
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MePETBOPEHHAM, [IPH J0MY HAIPAM MHOKHHH
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Tagy, M0 3aJdeXUTh Bil IHAMKATPACH, UDH YOMY Kasdca Iliel [HIAKATPHCH BHU-
3HAYAETHLCA KIAACOK IANUKATPACH MHOKHHH.

Jlerko mo6a4nTH, M0 iHAWKATPHECA HeMAPHCTOI XapaKkTepPACTHKH 32 06ep-
HEHOT0 IepPeTBOpPeHHA HaJeXaTAMe [0 TepIIol RAACH, SKINO 33 MPAMOIro mepe-
TBOpPeHHSA BOHA Halexasa 10 APYyrol KJAACH, 1 HABOAKH.

Temep 10BeliMO TaKy TEOPEMY.

Teopema 1. SAkmo 3a gedopmanii MHomunm M, ¥ cobi 6yme

0 [A”‘a‘-' sy Blabe bll,. iy Jitat e il), L/llr_, sl :umlwzg “oo Mgy s
er')', e g a-l =0, (2)
TO TAKOXK :
0 [44((,1(,,2 ) ,Bf)lbj s /j,l‘ Sgiaty 'ji1 i [I]’ L[xlg e ],7, Ar'l]lll‘lllg Gt mq,. B
Ri'i'r_,. o rq, ¥ a] o 0’ (3)
Je _
by O, o o Oy 5y B0 bibawl I s A e R el
i Aut- -9, .., Ly, .1, TO3HAYADTH P - Pasosl KOHTPABAPIAHTHI TeHBOpH H

BijlmOBiMHO ¢ - pasoBi KoBapiAHTHI TEH30DH MHOKPHH M, Prcka HaJ TeH30DaMA
y CHiBBinHOIIeHHd (3) TMOKa3ye, MI0 Ted30pH NiAJNAraoTh 3MiHAM, 3yMOBJIEHAM
mepexojoM iHAWKATPHCR 3 OJHOI KASCH y JPYyry, ¢ 03HaYae TapaMerp, 3a-

JexHA Bij imgmrarTpucH MHOMHHE, | O I03HAYa€ OJHO3HAUHY JIII0 naj TeH-

30paMu ¥ IapaMeTpoM.
Cmpasii .p 1 q-pasoBHit KOHTPABADIAHTHAI TeH30D € nP YmCes, a00 Biimo-
BilHO %9, 110 BU3HAYEHI CHiBBIIROMEHHAMH !)

0q, O, 0
At - ay — % : s R wap Al .. By 2 (4)
72 » 2)
0xp, 0Zp,  Oxn,

om, Om, Bm .

Bep s v iy
et o By oy,

Jlerko moGaddTH, IO MHOMHHUKH BHILY
OBy Ll
= H e
¥ ox,,

38 06epHEHOI'0 MEePeTBOPEeHHA B3a6MHO MepeMiHANThCA CBOIMH MiCUAMH y BH-
pasax (4) # (5).

BiqmoBifHO 0 [HOr0 3MiHIOIOTHCHA TEH30PH y CHiBBifHOmeRHAX (2) # (3),
mo {X KOHTpPaBapifHTHICTH i KOBapiAHTHICTh BH3HAYAITHCA PAHraMu P 1 ¢, 3a
06epHeHOro MMepeTBOPeHHA HA TaKi, e KOHTpaBapiaHTHICTH i KOBaPiAHTHICTH
BHASHATAETHCA DaHraMm ¢ i p.

KpiM 1poro, depes Te M0 iHIHEATPHCA MHOKHUBE M, 32 0GepHEHOTO mepe-
TBOPEHHS IepPeXONATh 8 ONHOI KAACH B IPYry, TO TeH30DH Ba3HATH 3MiHW,
[0 [MO3HAYAETHCH PHCKON HaJ 3HAKOM TeH30DpAa. :

1) TMop. A. S. Eddington. — Espace, temps et gravitation, partie théorique, Paris 1921, p. 33.
2} Buak cyMu micas piBHAX MOKAMKIHKIB B OHOPIAHAX BHPASAX,AK lle 3BHIANHO,IPONYCKAEMO.
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AJle IapaveTp 3MiHIOE cBill 8Hak 3a 0GepPHEHOr0 NePeTBOPeHHS. 3 iHIIOTO
00Ky BiIOYBa6TLCA DasOM i3 NPAMHEM TaKO® oGepHeHe nepeTBOPEHHA, TAK IO
pasoM i3 (2) rako® i cmiBBimHOmeHHs (3) & TpasamBe. OT#He H Halle TBEP-
JI#eHHd IpaBluBe.

Sayeaxncenns I. Ha wmimerasi TeopeMr | MOMHa 3pOGHTH BHUCHOBOK, IO
i3 cHOiBBigHOMmERE 1)

Pr=gh P (6)
BHHHKAI0Th CIIiBBiHOIIEHHS
Pt = gy, P, (7)

jJe P e KOHTPaBapiAHTHI KOMIIOHEHTH ¥ P; KoBapigHTHI KROMIOHEHTH BEKTODu,
%% T& g% & ocHOBHI TeHsOpH.
Cupasai micTareMo (6), 60 gy 6 TapHCTa XapaKTepPHCTHEA

— P =gy (— Py),

T067T0 cmiBBigHOMIeHHS (7).
Bucnosox 1. Sxmo 3a negopmanii MHOMEAE M, y cobi icHye

Oy, BT, Ly M Bil=0, (8)

TO iICHy& TaK0M
0[—'Aa, —Bb,...,—- s —Ll, —Mm,..., -—-R’]zO, (9)
me A%, B..., B" ¢ xourpapapianTHi, L, Mm,..., B,— KoBapiaaTHI BEKTOpH.

e BuxonuTh GeamocepeqHBO 3 TeopeM: I, 60 BEKTOpa MOMHA POIVIAAATH,
AK TeHs0pa MepHioro paHry, IO 3MiHIOE CBiM 3HAR i3 BHarROM iHJWKaTpPHCH.
Bucrosorx 1I. SIKmo 3a KOHI'DYeHTHOT0 TEPETBOPEHHA IJIOLIMHE B COOi

icaye
U[WI’ WE,- vy W:)7) Ifl; V:’:' s =3 Vn] = 0) (10)
TO TAKOMX €
ZY [—— Ifl, Sy Vz,. O s I]m: T Wl,'_‘ -W’rg,. T T e Wn] =O, (11)
Je W; 1 V; 6 BiImoBifHI BeKTOpH [id HeHopyleHoi M MopyileHOl MJIOIIHHH,
U — ¢yHELifA, 10 BCTAHOBIIE OJHO3HAYHY BIIMOBIMHICTH Mim BekTOpaMm W;
Ta Vi2).

Copasni, cykyusicts KOHI'DYEHTHAX IepPeTBOPeHb CTAHOBHTH WiATPYHY
Ipynd HepeTBOPeHb (1); 3 IHImIOro & GOKY KOHTpPaBapiAHTHI # KOBapiAHTHI Bek-
TOPH 32 KOHI'DYeHTHOIo IlepeTBOPeHHA € PiBHI BeJHYHHOIO.

Mo:kHa Jerko mepecBiI4ATHACH IPABHJIBHOCTH TAKHX [BOX TBePHMReHb, IO
HBJIAIOTE C000K y3aralbHeHHS TeopeMHA (1).

Teopema I1. fIrmo 3a nedopmanii MHOKHEA M, y cobi €

AR SRR B Ty b et :
O[A.l."..,.pbxb,...b""’ B ps,s»...sq’ “]=0’ (12)
TO TaAROHK

O[A""' Vb,b....bq-” B s,s,...sq,";_a"___o (18)

Wlg.. Qp .oo... ? ’ Tylaa.elp < on. .

1) DuB. M, von Laue. — Die Relativitidtstheorie, B. II. S. 40.
%) lle TBepnxeHHA NMOBeneHo B MOTM oexizmensmi 1. c. Crp. 317.
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Tle KOXMteH CHMBOJ!) ¥ NYMKKaX 03Ha9a6 MHOKHHY YHCEJ, M0 BH3HAYAITH TEH-
30DH ,p - ¢“ paHry, yci s iHmi cHiBBiJHOIIEHHS 36epiraioTh Te caMe 3HAYIHES,
AK Y TBeplsKeHHI I.

Teopema III. Slxkmo sa medopmanil MHOKEHE M, y GOO6i €

(1701 e g Ve TRl e e ;
A4y e BT a0 (14)
TO BiZOyBaeTHCA TAKOMR
B 0,b,-.- b S e 8,8 .08
A[Aalaa...ap ..z.... q""’ RT]TQ..-fp .l.....q’ _a]zo’ (15)

le A 1O03Ha4Yae BWpa3, HesaleRHHH BiN iHgmrarpucum M,, iHNI [M03HAYEHHS
30epiraloTh cBO6 3HadYiHHA, AK y TBepasxenHi IL.

Sayeancerns II. Oi3uad] @ TeoMeTpHAIHI 3aKOHH, [0 COPABIEYOTH TEO-
pemy IlI Ta mo Ix MoxHA HammeaTd y BArIAgi (12), a6o (14), MalTh TaKy
BIACTHBICTH, MI0 KOMKHOMY B8aKOHOB! BINNIOBigaé IHUIMN, KA BAHAKAE 3 MEP-
IMoro Ha {imcTaBi AYaJiCTHYHOrO 3aKOHY.

Sayseancenns 111, Jlergo mo6ayury, mo AyadicTEYHEME npHHENEI Poncelet -
Plucker’a e BECHOBOE 8 IyadicTHIHOrO 3akoHYy (Teopema III) B ToMy poay-
MiHHI, IIT0 KOMKHE TBeDIKEHHA NPOSKTHBHOI reoMeTpil, Mo nicTaeMo 3a JOIOMOTOKD
AyaJiCTAYHOI'0 NPHHIMITY, MOKHa BHBECTH TaKOX Ha HifcTasi myadicTAYHOrO
8aKOHY. ;

Copasni, na unigerasi Teopemm III iHBapisdaTH NIpPOSKTHBHOI rpymH, MmO
IX MoMHa BH3HAYHTH B (hopMi

Mal0Th BJACTHBICTH, MaHy Ii6l0 TeopeMol, TaR IO 8 KOMKHOTO TBEPIKEHHS
OPOSKTHBHOL IeoMeTpii, IM0 Mae aramaHy BHOIe (opMy, BAXOAHUTH iHIEe TBep-
nxenaa Ha nigcrasi Teopemm III. Ti cami TBepimeHBs MoKHA BHBECTH OJHE
3 OJHOTO 3a JI0IOMOroK AyadicTm4noro npuenuny Poncelet - Plicker’a. Ax mpm-
KJaj BisbMeMO NJIOINHHY, IM0 I piBEAHHA 6yIe

u1ﬂ71+u2w2+u3w3+1 =0, (16)

e &y, &y, X3 — KOODAMHATH 3MIHHOI TOYKH, IO II MOXKEeMO BBa’KATH 33 KOHTDA-
BapigHTHH# BerTOp. [lmommHa ado piBHaHHA (16) € BiHOCHO MTpPOEKTHBHHX
IepeTBOPeHp 1HBapiAHTHA, TOMY MOXKHA #;, U,, U%; BBaskKaTH 32 KOBapigHTHOr0
BekTopa. [HMEMU CIOBaMH, BHpas

Ul =—<1 (i =1, 2, 3) (17)

XapakrTepusye IJIOIIARY, AROO (X, Ty, %3) € KOHTpaBapidHTHHE BeKTOp i
(%1, U3, uz) — KOBADIAHTHHH BeKTOP.

Te came pisHanHaA (16) BH3HAYAE TOYKY, KOJH DOIMIANATH (%, ©s, Us)
AE HesaJeXHy 3MmiHay, To6TO AK KOHTpaBapifgHTH@N rekrop, i (x,, L) ¥3) AR
EOBapigHTHHEU BekTOp. 3 iHmoro 6ory duepes iHBapiAHTHICTH

"ma;‘=—1

1) Mop. L. A. Schouien. — Ricci- Kalkiil, Einleitung, S. 4.
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Ha Tifcrasi TBepr#eHHs | TakoXx MOBHHHA MATH Miche iHBapisHTHICTH

(— ) (— @) = —1
260
Wy =— 1.

Oraxe piBHaHHS (16), saJesHO Bil TOro, YW MH mifgdac mpAMoi 9d o6ep-
Henoi TpaHcdopMalii BBamKaTEMeMO HOro JiBy JacTHHY AK iHBADIAHTHY, BH3HA-
986 IJIOLIWHY a60 TOYRY.

[loni6HO MOMHA K BHCHOBOK 3 JyalicTHYHOIr0 3aKoHY (Teopema III) BH-
BECTH TaKOJ IHIII TeOpeMH TIPOEKTHBHOI reoMerpii, II0 IX MOHa HiCTAaTH 3a
IomoMoTol AyandicTmumoro mpmHumumy Poncelet-Plicker’a, Te came Mipry-
BaHHg MO/KHA TOMHAPHTH HA IPOCTOP 3 7 BHMipaMH # MOXHA, HAIPHRJIAL,
MOKA3aTH, 10 iHBApIAHT 7 — BHMIPHOF0 IPOSKTHBHOIO MepeTBCPeHHA

ulﬂ;l —I—'ugmg—l—‘.“..—{'—una;n—!—l —0 (18)

BH3HAYA6 TOYKY a60 INIONIMHY 8aJesHO Bil TOro, 9 BBasKaTHMeMO (18) 3a
iHBapigHTH mpsAMoOro a6o 0GepHEHOrO IlepeTBOPEHHs, IO 6 PiBHO3HaYHe TOMY,
9 BBAXKATHMEMO (Ty, Ly,...Tn) 3a KOHTDABADIAHTHUI BEKTOD Ta (uy, Uy, ...Un)
33 KOBApiAHTHE# BEKTOP IH, HABUAKH, (Zy, Ts,..., Ln) B3 KOBADISHTHHHA BEKTOP
i (uy, uy,..., u,) 3% ROHTPABAPIAHTHHU BEKTOP.

o1y
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J. OGIEWETZKI

Verallgemeinerung des schiefsymmetrischen Dualitéits-
cesetzes auf die nichtkongruenten Transformationen

Dieser Artikel stellt sich die Aufgabe den Satz, welcher in unserer frithe-
ren Mitteilung!) ausgesprochen wurde, auch auf nichtkongruente Transforma-

tionen zu erweitern.
‘Wir betrachten eine Transformation, die durch die Beziehungen :

.T'VI; — f, (‘.1'1, .1'2, CR ;l?"), (1)
bzw.
x* =gy (@i, By -« o5 Tn') . B A Fy e vl (L)

hestimmt wird, wobei in gegebenem Bereich die Funktionen f; und g stetige
Ableitungen hesitzen und die Jacobi’'schen Determinanten

% ; t oxt
| un P
nicht verschwinden.

Das Produkt von Punkttransformationen, die diesen Bedingungen genti-
gen, ist auch eine Punkttransformation, so dass die Gesamtheit der Transfor-
mationen (1) eine Gruppe hildet, welche paarweise reziproke Transformatio-
nen enthilt 2). :

Die Transformationen, welche durch (1) definiert werden, sind Defor-
mationen der Mannigfaltigkeit in sich ?), da sie eineindeutig und samt der
umgekehrten Transformation auch stetig sind und endlich mit der identischen
Transformation 7z’ =z in einer Klasse stehen.

Offenbar lassen sich von vornherein zwei Arten von Deformationen der
Mannigfaltigkeit M, in sich unterscheiden, die eine von ihnen, durch (1)
Dbestimmt, mit einem gegebenem Umlaufsinn der M, (mit invarianter oder
umkehrender Indikatrix), nennen wir direkte Transformation, die andere,
welche durch die entsprechende inverse Transformation (2') definiert wird

1y Uber ein schiefsymmetrisches Dualitiitsgesetz, Rendiconti del Circolo Matematico di

Palermo, Bd -LI 1927, S. 315. i
2) Vgl. Lie. — Theorie der Transformationsgruppen, Bd I, S. I. i
) Vgl. H. Tietze. — Uber Analysis Situs, Hamburger Mathematische Einzelschriften,

2 Heft, 1923.

q
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und bei welcher der Umlaufsinn der Mannigfaltigkeit durch die entgegen-
gesetzte Indikatrix der M, bestimmt ist, werden wir umgekehrte Transfor-
mation nennen. Somit bleibt die Indikatrix der M, bei umgekehrter Trans-
formation dieselbe, wenn sie bei der direkten sich #ndert oder umgekehrt,
sie kehrt sich bei der umgekehrten Transformation um, wenn sie bei direkter
invariant ist.

Stellen wir jetzt den Begriff von der Charakteristik einer Punkttrans-
formation fest. Unter Charakteristik verstehen wir ein Ding (Vektor oder
Tensor, Parameter, Funktion), das bei der Punkttransformation betrachtet wird.

Wie im Fall kongruenter Transformation!) werden wir gerade und
ungerade Punkttransformationscharakteristiken unterscheiden. Unter emer
geraden Charakteristik meinen wir eine solche, die ihren Wert bei Anderung
des Umlaufsinnes der Mannigfaltigkeit nicht &ndert, unter ungerader Punkt-
transformationscharakteristik aber eine solche, die von einer Indikatrix, deren
Kl?lsse tdurch die Klasse der Indikatrix der Mannigfaltigkeit bestimmt wird,
abhéngt. : :

Es ist leicht zu sehen, dass die Indikatrix einer ungeraden Charakte-
ristik bei umgekehrter Transformation von der zweiten Klasse sein wird,
wenn sie bei direkter der ersten war und umgekehrt.

Jetzt beweisen wir folgenden Satz,

Satz I. Findet bei einer Deformation?) einer Mannigfaltigkeit M, in sich

[ TR ) A e
O[A‘lla2 Gp, B0 RS i Llll,‘..lqy Mmng...mq,---, Rfr,rg...rq,

—0; : (2)

a]=

statt, so ist auch
O[Aa!a,2 s B Brg, ... N LN iy Lkl -lg Frmm,. .. ST Rrare- - Tq —a] =

=0; (3)
WO :

L T e i b, e T o =R ]

und
Al Oy g iy

12

q

p-fach kontravariante Tensoren und-hzw. q-fach kovariante Tensoren der
Mannigfaltigkeit 2, bezeichnen; der Stricn iiber die Tensoren in der Bezie-
hung (3) weist darauf, dass die Tensoren einer Verdinderung unterliegen, die
durch den Ubergang der Indikatrix von einer Klasse in die andere bedingt
wird, « —ein von der Indikatrix von M, abhéingiger Parameter ist und O eine
eindeutige Operation iiber die Tensoren und den Parameter ausdriickt.

In der Tat, der p-fach kontravariante Tensor und ¢-fach kovariante
Tensor stellen »? bzw. n?¢ Zahlen dar, die durch Beziehungen?) von der Form

Atls - -0y — ngﬂl 2 a_x_% R 0%“_1” Aluba .. hy 4) (4)
On, On, O, :

1) Sieh meine Arbeit a. a. 0. 1), S. 319.

%) In dieser Notiz ist die Rede nur von solchen Punkttransformationen, welche den
hingewiesenen Bedingungen geniigen.

3) Vel. A. S. Eddington. — Espace, temps et gravitation, partie théorique, Paris, 1921, p. 33.

) Die Summationszeichen nach gleichen Indexen in homogenem Ausrdiicken werden wir,
wie iiblich, weglassen.
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und

7 b - 2. ;

i - — Ly 5
& 093;1 6%[2 0.’171,1 . ‘o) ( )
bestimmt sind. ) :

Bs ist leicht zu sehen, dass die Faktoren von der Form

o, - oz,
nnd —
ﬁx,,‘ 053.( :

bei umgekehrter Transformaticn ihre Plidtze in den Ausdriicken (4) und (5)
gegenseitig wechseln.

Dementsprechend verwandeln sich die Tensoren in den Beziehungen (2)
und (8), deren Kontravarianz und Kovarianz durch die Range p und ¢
bestimmt sind, bei umgekehrter Transformation:in solche, deren Kontra-
varianz und Kovarianz durch die Range ¢ und p bestimmt sind.

Ausserdem unterliegen die Tensoren, da die Indikatrix von der Mannig-
faltigkeit M, bei umgekehrter Transformation von einer Klasse in die andere
iibergeht, einer Verdnderung, die ihren Ausdruck in Strichen iiber dem
Tensorsymbol findet.

Der Parameter dndert aber bei der umgekehrten Transformation sein
Vorzeichen. Anderseits, findet zugleich mit der direkten auch die umgekehrte
Transformation statt, so dass mit (2) ist auch die Beziehung (3) richtig, da-
nach ist unser Satz bewiesen. :

Bemerkung [. Auf Grund des Satzes I folgt, dass aus den Beziehungen ?)

P = gik Pi; (6)
die Beziehungen ]
Pt — guPs ; (7)

wo P'—die kontravarianten Komponenten und P;— die kovarianten Kompo-
nenten eines Vektors, gs und g#-—die Fundamentaltensoren sind, folgen.
In der Tat, wir erhalten (6), weil g; eine gerade Charakteristik ist,

— Pk = Jir b
d. h..die Beziehung (7). : :
Folgerung 1. Wenn bei einer Deformation der Mannigfaltigkeit M, in sich

OFas, B, . P, D M cos, Bl 0 (8)
stattfindet, so findet auch
O]—4d,, —Bp, ..., — 14y BN SR RSN S (9)

statt, wo Ae, B, ..., B"—Xkontravariante, L; My, ..., R.— kovariante
Vektoren sind. :

Das folgt unmittelbar aus dem Satz I, da ein Vektor als ein Tensor
des ersten Ranges angesehen werden kann, der sein Vorzeichen mit der
ndikatrix @ndert.

1) Sieh M. von Laue.— Die Relativitiitstheorie, B. II, S. 40,
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Folgerung I1. Findet bei einer kongruenten Transformation der KEbene

in sich 7
{“/r(.I/IfI! T'TT‘Z’ DY W!T, Vly ‘[/T‘_’a 875 55 ljl?u) == 0; (10)

statt, so ist auch
U(i ITI, o Vg, Sl 1 ] Vn,, ==y ]’I’rl, XS TJ’TQ, vy T/Vrn) == O: (11)

wo W; und 7; die entsprechende Vektoren fiir die feste und bewegte Ebene
sind, 7— eine Funktion, welche eine eineindeutige Korrespondenz zwischen
die Vektoren W, und V; festsetzt!).

In der Tat, bildet die Gesamtheit der kongruenten Transformationen
eine Untergruppe der Gruppe der Transformationen (1), anderseits sind
kontravariante und kovariante Vektoren hei einer kongruenten Transforma-
tion ihrer Grosse nach gleich.

Es fallt nicht schwer sich an der Richtigkeit folgender zwei Satze, die
eine Verallgemeinerung des Satzes 1 sind, zu uberzeugen.

Satz IT. Wenn bei einer Deformation der Mannigfaltigkeit M, in sich

sy - = G Filo:vnTmeran s ooyt
O[A .l ..... phb by 3 B psy@z.‘.sq’ a]_()_, : (12)
stattfindet, so findet auch
(T il bebasc b e S8 ey fihs ) a
O[Aa;a,.. (lrp.-.A-- q’ e S Rr;’fj...Tp.....-q’4“]_0’ (10)

wo jedes Symbol2) in den Klammern eine Menge von3) Zahlen darstellt,
welche Tensoren vom Range (p-}-¢) ausdriickt, alle anderen Beziehungen

aber dieselbe Bedeutung wie in Satz I behalten.
Satz ITI. Findet bei einer Deformation der Mannigfaltigkeit A, in sieh

Tile RS R o % )
A[A ...... plfﬂ);....bf Picer) e psl.\‘.z.,.sq' j'r (14)
statt, so findet auch
...... biby.. by TP daie wt 3185 < wei (1 =
*4|Aula,, TR R;-k;'gu_rp_ ,,,,, z, —“] (1'3)

wo 4 eine Aussage bezeichnet, welche von der Indikatrix von M, unabhin-
gig ist’ und die ihrigen Bezeichungen ihre Bedeutung, wie im Satz 1I,
behalten.
~ Bemerkung I1. Bs ist leicht zu sehen, dass die Sétze 1, 1I, 1 auch dann
noch wahr bleiben, wenn (2), (12) und (14) Invarianten einer Gruppe der
Deformationen der M, in sich sind.
Bemerkung ITI. Auf Grund des Satzes I kann man der Beziehung

cos ¢ =cos(p, f)=pni [*; o Y1

i ') Dieser Satz wurde von uns auch in dem Aufsatz ,Uber ein schiefsymmetrisches Duali-
tatsgesetz®, loc. cit. S. 317 bewiesen. s

A Negl. J. A Schouten, Ricci - Kalkiil, Einleitang, S. 4.

H Vel M. Lane, loc. cit 9), S0 41
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wo p; und fi—kovariante und kontravariante Komponenten der Einheitsvek-
toren p und f sind, welche einen Winkel ¢ bilden /=1, 2' die Formel

008 (— &) = (—p") (— fi) t
d. h.
Cos ¢ = p°f; ;
ableiten. :
Ebenso folgt aus der Beziehung?)

sin o = =V g1190 — (g12)? (P'f2 — 21); (18)
auf Grund des Satzes I : %

Sin (—¢) == 1/9“922 SR Bl h et

d. 4

sil g = == /91922 — (") (prfo— Do ); (19)

WO ¢ix (¢4, k=1, 2) uud ¢* die Komponenten eines kovarianten und bzw. / 1
kontravarianten Fundamentaltensors sind, welche gerade Charakteristiken ?
darstellen, o, pi, fi, i, fi behalten dieselbe Bedeutung wie in der Bezie- '
hung (16).

: In: der Richtigkeit der Beziehung (19) kann man sich folgendermassen
iiberzeugen. Wie bekannt, ist2)

i e i o mn s I | 20
: 9 g’ g g’ g g (20)
wobei
1911 91
y | J21 Go2 |
und :

go1 = G135 9% = g'%;

ausserdem ist wegen (6) ; i
D1 =gu P+ g% {

fo= g ' 922 1% ‘

, 21
Dy =G5 D'+ g220% J S
fi1=9ul"+9121%
deshalb ist ' :
Pife—pofr = (PP —0%f") [g11922 — (912)°] (22)
Jetzt bekommen wir aus (19), (20), (21), und (22)
arg. )2 i i
sing == I/@Q%WJQ_L (D222 ) (911920 — (912)%];
) Vgl. loe. cit. 1), \
2) Vgl. H. Rothe. — Einfilhrung in die Tensorrechpung, S. 41.

P rw—1
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o b,

Sin ¢ =5V gufn— (@1 (P12 —2*1");
Wz bW,
Auf analoger Weise kann gezeigt werden, dass aus

ds? = gg.dxtdak; (24)
ds? — g% dx;diy; (25)

folgt, wo ds ein Linienelement und g%, gs— Fundamentaltensoren sind.
In der Tat, man kann ds in der Form

ds = Lda?®;

-

darstellen, deshalbr kann man (24) auch

[Ldx' ? = gadatix”; i (26)

schreiben.
Dann folgt aus (24) auf Grund des Satzes I

[(— B (— da) 2 = g (— dai) (— dag);

wo I und I’ die entsprechenden kontravarianten und kovarianten Koordina-
tenvektoren sind.
Somit ist

(Fodas)2 = g dasday;
oder
ds? = g da;dar;

Bemerkung IV.Die physischen und ‘geometrischen Gesetze, welche dem
Satz 1II geniigen und in der Form (12) oder (14) ausgedriickt werden konnen,
die Beschaffenheit haben, dass jedem Gesetz ein anderes entspricht, welches
dem ersten auf Grund des Dualititsgesetzes (Satzes 1II) entspringt.

Bemerkung V. Es ist leicht zu sehen, dass das Dualitétsprinzip von
Poncelet - Pliicker eine Folgerung des Dualititsgesetzes (Satzes III) ist, in
dem Sinne, dass jeder Satz der projektiven Geometrie, den man mit Hilfe
des Dualititsprinzips erhilt, auch auf Grund des Dualititsgesetze abgeleitet
werden kann.

In der Tat, auf Grund des Satzes IIl besitzen die Invarianten der pro-
jektiven Gruppe, die in der Form :

ausgedriickt werden konnen, die Beschaffenheit, welche durch diesen Satz III
gegeben ist, so dass aus jedem Satz der projektiven Geometrie, welcher die
erwiihnte Form hat, ein anderer Satz, auf Grund des Satzes III, folgt. Die-
selbe Siitze konnen auseinander mit Hilfe des Dualitéitsprinzips von Ponce-
let - Plucker abgeleitet werden.
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Als Beispiel betrachten wir die (terade, deren Gleichung

Uy Ty~ Uy Ty Us Ty =1 = 0. (27)

geschrieben wird, wo X, X, X;—Koordinaten des verdndiichen Punktes.

sind, die wir als einen kontravarianten Vektor ansehen konnen. :

Die Ebene oder die Gleichung (27) ist gegeniiber projektive Transfor-
mationen invariant, deshalb kann man U, U, U, aes einen kovarianten
Vektor ansehen. Mit anderen Worten, der Ausdruck :

u : i
Zi Wil — —1; (28)
1
charakterisiert eine Ebene, wenn (X;, X, X;) ein kontravarianter und (U,
U,;, U;) ein kovarianter Vektor ist. 7
Dieselbe Gleichung (28) driickt einen Punkt aus, wenn (U;, U, Us)

als unabhingige Verdndliche, d. h. als kontravarianter und (X,, X,, X,) als.

kovarianter Vektor muss angesehen werden.
Anderseits muss, wegen Invarianz von

"
Nzt = —1
1

auf Grund des Satzes I, auch die Invarianz von

n
i (—wd) (—x) = —1
g
oder
n
1247 way=—1

stattfinden.

Somit driickt die Gleichung (28), in Bezug darauf, ob wir ihren linkem

Teil als Invariante bei gerader oder umgekehtrer Transformation ansehen,
eine Ebene oder einen Punkt aus. ;
Auf dhnliche Weise kann man als Folge des Dualititsgesetzes (Satz I1I)

auch andere S#tze der projektiven Geometrie, welche mit Hilfe des Prinzips.

der Dualitit von Poncelet und Pliicker erhalten werden kionnen, ableiten.

Dieselben Betrachtungen kann man auf den »-dimensionalen Raum
erweitern und es kann, zum Beigpiel, gezeigt werden, dass die Invariante
der n-dimensionalen projektiven Transformation

: Uy Ty~ oo+ .. UnTn+1=0; (29)

einen Punkt oder eine Hyperebene ausdriickt, in Bezug darauf, ob wir (29)
als Invariante der direkten oder umgekehrten projektiven Transformation,
was equivalent dem ist, ob wir (X, X,, ..., X,) als kontravarianten Vektor
und (U, U,, ..., Uy) als kovarianten Vektor, oder umgekehrt: (X;, X,

Dyita e

Xn) als kovarianten Vektor und (U, U,, ..., U,) als kontravarianten Vektor-

ansehen werden.

25.VIII. 28

e A e e s b




