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TPUIOPIA OJIEKCIFHOBAY 'PYSHHIIEB

(Hekpouor)

22-r0 cepmHA 1929 DOKY Ilicad J0Broi # TAKKOI XBODOGH HOMED Ipor).
JuimponerpoBepkoro Ider. Hap. Ocsite T'pmropiit Omercifiopms I'pysmuues.

Yoro Boas mo smATTS H TBODYOCTH, JapMa IO BHOPOB'S HaBHO Ge3Ha-
JIHHO miTymato, Tak ymepro Gopojacd 3 He3aroHHOD XBOp060l, M0 BicTKA
Ipo #Oro CMeprh BCe # BPasmJa HECHOIiBAHKOK BCIX HOro YMCIeHHEX ADY3iB
Ta KOJer.

I'paropiit OuekcifioBuY Haponmmsed B Ipyaui 1880 poky. BaTbko HOro
Ounexrciit ITerposad I'pysunes 6yB mMpWBaT - JOLEHT, a sTOJOM npogecop ¢isukn
XaprischKoro YuiBepcumrery ft mix Horo KepiBEELTBOM ['puropiit Ojgekciosmy
Ay#e PaHO 3aliKaBHBCA MaTeMaTHROW Ta (Di3HKOW i NicTaB 3HAYHUH 3aranbUui
HayKOBUH DO3BHTOK. 1898 pORY, IiCJsa sakiHYeHHS 1-0i XapkiBchkoi riMpasii
I'puropi Oxercifiopuy BeTynaB Ha MaTeMaTHYHHE Bifgmiax ¢ismuHO - MaTEMa-
THYHOTO (ARyAbTETY XapKiBCbKOr0 yHiBepeHTeTy, He #oro GiHGRyYa iHIH-
BifyaJbHiCTH Bigpasy mHpUropHYJa L0 cefe yBary opodecopis -1, sokpema,
_ mpod. B. A. CrekmnoBa, Tak II0 HayxoBe Ma#i6yTHS ioro, 3maBajoch, 3a6es-
neqeHe. AJe 3aHATTA HayKoo He momimanm ['paropin OuekcifioBmay sako-
IATHCA PEBOJONIAHAM PYXOM, MO0 6yHHO NPOKHAABCS B Ti 9acH, i B3ATH HAH-
AladpHIOTY y9acTh B CTYAEHBTCHEHX 3aK0JOTAX Ta crpaiixax. Y HacJaigor #oro
3BITPHEIE 1901 pOKY 3 yHiBepcHTeTy Ge3 mpaBa BeTymy. 1902 poRy fomy
BLlaJI0CA MOIXaTH 33 KODIOH B Terriaren i Tam BIepIme A 3yCTPiBCA 3 HAM.
Cywmicre Binpinysamna aeknit Klein’a, Hilbert’a, Minkowski’oro Ta cmijibHieTs
HayKOBAX IHTepeciB 80JIH3HIM HAC HePIIHME K THAMH. | B mOMaNbmi poOKH,
0CO0JIHBO MPOTATOM 10 pokiB micaa Moro mepeisny go Xapkosa 1908 pory i o
BiT'T3My Horo B Jlginpomerposchke 1918 pory, mu Gyaum 3 [prropiem Quekeciiio-
BAYeM B IOCTIHHOMY 8B'ASKY, 3HAYIHHA AKOT0 JJA HAC 060X 06YMOBJIOBAIOCSH
TEM, 1IN0 DPIKHHUA HAaIUX NONIANIB He 6yJa OCTIIBKH BeJHKOW, NI00 MH
He MOTJIH POSYMITH OJHH OIHOIO, ajJle INOCTATHS, 106 BHKJIHKATH 3MiCTOBHI
i ninel HacaigkaMm RAyROBI cymepeuxw.

. PizwomamirnicTs sHammiB i mmposinp imTepecis I'pmropia OmexciiioBwua
3aBM/[M IHBYBAJd MeHe, aJie HAHIUBHIIIOW GyJa crenmdigaa 0co6amBieTh Horo
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TJAHTY, M0 BUSBJSAIACA B Ha/[3BMYaiiHo BIYYHHX HNODIBHAHHAX, [OCTPHX JI0-
TEUHICTIO 3ayBaKeHHAX, 3aBIAKA AKAM Oecija 3 HUM HaGyBaJa BHKIOYHOI mpw-
BA6JAMBOCTH W TapyBaHHA. :
Ha mans, mepe6ysaung ['puropia OuekciioBrya B Hiveuunmmi Gyao myse
Hejo0BrodYacHe, 60 IIé Ha BeCcHI 1903 pOKYy BiH CTaB XBOpiTH Ha Jeresi, i me
iipEMycnino paropisa OnexciioBnda BHIXaTw paHill, HiX BiH ycmip 3akjJacTh
MiOEHHE “¢QyHOaMeRT IJd CBOiX
MaTeMaTHIHUX IJIAHIB Ta MpIiH.
Jlame 1907 pory 310poB’d
it 06cTaBHBEH J103BOJHIE ['puropin
()rerciioBHYy 3IaTH €KCTepHOM
JepxaBHi icmuTH," micaa 90rQ
npod. [Mme6opcrrnit Ta CHHIOB
3aJHINEIA AOr0 TPH YHiBEpCH-
TeTi TOTyBaTHCA Ha IIpogecopa.
1910 poRy BiH BHTDHM&B yCHHI
MaricTepchREHE icomT i HOro sa-
paxyBaJu ,PHBAT - J0NCHTOM 3
MaTeMaTHRH 'npd XapKiBCHKOMY
vHiBepcureti. Toxi & ['puropis
OaexciitoBaga o6paJm Ha upode-
copa BHINEX {XKiHOUHX KYypCiB,
aje Giapmy YacTHHY CBOro Jacy
BiH OyB _3MyIleHHH BilTaBaTH
JERIiAM B CepejHIA INKOJI, Xt
iM’a #oro 6yJao Jyie IOMyJdp-
HAM, )TKe cTaJloCA TaR, uio 01jb-
miers yBarm ['paropia Ouekciio-
BHYIa TI0BEpHYJIaCA HABUKNAJAHHS -
eJeMEHTapHOI MaTeMaTHKH 1 [HM,
N09aCTH, 10BOAUTHCA 3’ACOBYBATH
[puropi#t Onexciiiosay ['pysnHimes (1880 — 1929) Horo MOBLIBHHMA nepexil 8 ranysi
MaTeMaTHKH B GiR MeTOZO0JOTil Ta
J0Ti%W, HPOTH SKOI'0 g 9acTO LIPOTeCTYBAaB, BHCJOBIIIYE HKajbh Ha T€, IO
BiH He JIOBOJHB /10 KiHIA CBOIX HikaBHX mocainie 3 teopil GyHENIA KOMIIEKC-
10l avinHol. IlepmumMu porav: NDPHBATAONEHTYPH, MOPYY 3 AeKiTbKOMA POGO-
TaMA 3 TeOopil QyHKUIA 1 NOIOBIZAMM 3 MeTONUKH MAaTeMaTHKH Ta OCHOB Ieo-
MeTpil, 8 dKAX dYacTHHa OyJaa HagpykoBasa B ,(Coo6meHHaAX XapbKOBCKOTO
Maremarmueckoro O-pa“, a ismi B ,Tpymax 2-ro c’esfma mpenogaBarelei
MaremaTHrE® 1912 pory B MocKBi, BiH [09aB BeJHKY po6oTy ,BBejgenme b
TEOPHIO OAHO3HAYHKIX AHAJATHIECKHEX (PyHENAN, AMEIIAX OCOOeHHHE JHHHE".
IIlo6 sarinymTmE M po6ory, I'puropiii Ouaexrci#oBnd xicTas, HapermTi, 1914
PCRY HOBI'OTepMiHOBY KOMAHIHpDOBKY 3a KOpAOH. AJle, JeJBe BiH BHIXaB, I109a-
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Jacd cBiToBa BifiHa i 3amicTs HimeuunHm HoMmy HoBedocs ixatm mo. ITaunii.
[fe 6ya0 Ha KOpHCTE #oro 3mOpoB’I0, ajJe YMOBH IJig POGOTH YI'STh, AK BH-
sp@yocd, 6ynd HecopuaTiadei, Uepes BracTHBe HOMY MOpHBAHHA LIHPOKO OXG-
nnTH, I'prropiii OgekciioBHY He BIOBOJNBHABCA OKPEMAMH YaCTAHHEMH DPEsy.Jib-
TaTaMd, $KI BiH Mir 6m ToXi % omyOmiKyBaTH; aje 3arajJbHOI CHHTEsH
H cHeTeMaTHuHol mo6ymoBm Teopili ¢GyHKOiX kKommaercHol sMiHHOT Ha oc-
HOBI BH3Ha4YeHb 6JHHOIO THILY, IO LIUIKOM O06YMOBIITHCA MHOKHHOK-
ocobamBocTell Tiel QyHKOIl, AKYy BHBYAIOTH, IIPO fAKi BIH MpiaB, BiH He mHoBiB
mo EKiHmg. 3 wacoM, KOJH MoYalacd PeBOJMIMis, He3aj0Bro mo sroi I['pa-
ropiit OxerciiioBndY moBepHYBCA, B MaTeMaTHuYHiit po6oTi #oro, sk i Beix Hac,
CcTaBcA JeAKHi po3puB, i BoHa IoHoBHJacA misHime B JlHimpomeTpoBehEOMY,
EyaH BiH mepeixaB 1918 pory. PasoM 3 TEM BHaYHO CHRIafHiIIe CTaj0
OJA HbOTO MICTaBATH BAaKODPIOHHY JiTeparypy, TOMY HOro po6oTH 3 Teopii
$yHEOIA KOMOIEKCHOI 8MIiHHOI, 38 Tanysi, 0 Mae INOJeHHI ycnixm Ha 3axoi,
BIIXOIATHh Ha OCTAHHIO 9epry, i Ti gparMentn mockinis ['pmropia OaekcifioBmua
B 1IbOMY HaOpAMi, 0 ocTajucd [icad Horo cMepTH i fAri e IiakoM A
He posi6paB, MaloTh, 3a pigkUME BWHATEAMH, 6inbimm Hix 10- JiTHO [JaBHICTH.
I'pmropi#i OserciioBrY MaB JymMYAN HAXHJ [0 3araJLHOI CHHTESH, Hif 0 POB-
B’d3aHHA YaCTHHHHEX MaTeMaTHYHAX 3anad, X049 BiH i MaB sgaTHiCTH Ha Ie #
YMiB OIHATH § 1109yBaTH YapiBHICTH iBAINBHX (POPMYJ; B IIYKAHHAX MOCTATHELO
3araJgbHoro yHIaMeHTy [Jg CBOIX [MOCJiAIB, 1po fAKi g BHIe 3TamyBaB, BiH
BCe TIAMOme IIOPHHAB V TeOpilo MHOMEHH (aHCAMOJiB). :

[IuTapEaM Teopil MHOMKHH, 1T0Y9aCTH OCHOB TIeoMeTpil i oco6iamBo ¢op-
MaJIBHOL JOTIKE ¥ Teopil HaykwW, TO0TO MeToxoJorii, IpHCBATHB BiH OCTaHHI
POKH CBOI0 KHTTH, BiALal04Y:W TAaKOM 0araTo Jacy i peliTy CBOIX CHJI BHKJA-
JIAaHHI0 Ta I'POMAJICHEIA poloTi.

Hani nepepaxoBaHo Bci xpykoBani mpari I'puropia Oxaekciosada. Axe
6araTo 3aJHIIHJIOCH NicJd HBOIO, 3 HAX HedRl MiTKOM TroToBI OO0 APYRY, i 4
¢IoniBaloch, M0 IX MOIMIACTETH HAAPYRYBaTH 6amEdmM dacom. [lopiHoHOIH
PaHHA cMepTh i TAXRKA (pismuda XxBopola Nepemikonuian Tajganty ['pmropia Oae-
KCiif0BHYa PO3roOpHYTHCS [IOBHOK Mipolo, ajlle IJId BCixX, XTo 3HaB 0o 0COGHCTO,
o6pas I'paropia OuercifioBa4a ocTaHeThCA HA3aBXKIH AK He3a0yTHiE 3pasok
rocrpol i HeBToMHOI MHCJI ¥ KHBOI, YyTIAEBOI AyImi. .
C. Depwwmeiin
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(HexpoJor)

92 -r0 aBrycTa 1929 roja Iocie JOIr0# A MyIHTeNbHOH G6ONE3HE CKOH-
qaxca mpod. Jpempomerposckoro Weer. Hap. O6pas. I'puropmit AJekceerny
['pysHHLEB. '

Ero Bons K JKA3HH H TBOPYECTBY, HECMOTPS Ha NaBHO Oe3HAIERHO pas-
pylieHHOe B8I0POBbhe, TaK YIOPHO GopoJach C HeHW3JIe4HMo#t G60Je3HbW, 9TO
BeCTh 0 ero CMepTW BCe TAKH IOPA3AJIa HEOKHJAHHOCTHIO BCEX €ro MHOTO-
qUCJeHHHX JIpy3ed H KoJuler. -

Ipur. Amerc. ponmics B gexaépe 1830 roxa. Orem ero, Axerc. [Terp.
I'pysunnes, OB IpHUB.- OUEHTOM, & BIOCHeICTBHE npod. ¢pusurm B Xapb-
KOBCKOM YHHBepCHTeTe, W IO[ ero PyKOBOAcTBOM ['pur. Axerc. 09eHb PAHO
3aWHTEPecOBAJNCS MATeMATHKOA W QUSHKOH M MOJYIMJI 3HAYATENHHOE obmree
HaydHOe PasBHTHEe. B 1898 roiy, mO OKOHYaHHE 1 -Oif XaphKOBCKO! 'MMHA3HH,
I'par. Axekc. MOCTYNHI Ha MaTeMaTAYeCKOe OTIEdeHHe $u3mKo - MaTeMaT. a-
KyapTeTa XapbKOBCKOIO yHABEDCHTETa, T/le €r0 OMecTAmas HHIABHIYIBHOCTH
cpasy o0parTdia He cefd BHHMaHWe OpPo(heccOPOB H, B YaCTHOCTH, oped. B. A.
Crekg0Ba, Tak 9TO HaydHAd OYIYMIHOCTH €ro, Kasajdach, ofecmedeHa. OJHAKO
33HATHSA HAVEOH He NoMelmanu ['pur. AJekc. yBJedbcs GYPHO HPOGYHIaB-
[IAMCI B TO BPEMs PeBOJIONHOHHLIM JBHMEEHHEM M NPHHAMATH CaMoe JNedATesb-
HOE yUacTHe B CTY/eHUeCKHX BOJIHeHHAX W 3a0acTOBKAX. B pesyubrare, OH GHLI
yBOJIeH W3 VHEBepCHTeTa B 1901 I. 6€3 IIpaBa MOCTYLIEHMA. B 1902-wm rony
eMy yIaJoCh [M0eXarh 3a IPaHHIy, B ['eTTHHIeH, W 3IeCh # BIeDBHE BCTpe-
e ¢ aay. CoBMecTHoe mocemenue Jexnmit Klein'a, Hilbert’a, Minkowski’oro
¥ 0GIMHOCTh HAYUYHHX HHTEpecOB CONMBHIN HAC ¢ ICPBHX iKe nHeir.” B madas-
Heifiime TOMH, 0COGEHHO B Tedenme 10 JeT IOCIe MOero epeesia B XapbKOB
B 1908 -M TOAy H A0 ero or’e3a B JIHEIpPONeTPOBCK B 1918-M TOAY, Mbl OLLTH
¢ Tpur. Anexc. B HOCTOSHHOM OOWIeHAH, 3Ha4eHHE KOTODOro i HAC o6oux
BEITEKAJI0 W3 TOTO, YTO PasIMIde HAINHEX BO33PEHMH OLLIO He HACTONBKO BEJHKO,
9To6H MH He MOTJIH TOHATH APYr. JApyra, HO XOGTATOYHO, YTOOH BHBHBATH CO-
fAepmareJbHHE B IJOJ0TBOPHEE HAYIHEE CIOPHL.

PasHoo6pasue 3HAHAH W IIMpOTa MATepecoB I'pur. Amexe. Bceria mopa-
AN MeHs, EO0 VIEBHTeJbHee BCEro Ghiia cruel@pAYeckas O0COGEHHOCTH ero
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TaJanTa, OPOABIABIIAACA B HeOOHYalHO METKAX CpPaBHEHHAX M OCTPOYMHHIX
3aMeYaHnAX, 6aaronaps KoTopelM Gecela ¢ HAM mMpHobpeTatda HCKRIAYATENB! VIO
npeJecTb U 04apoBaHHe,

K comanewnpo, npe6risague I'pur. Adekc. B I'epMaHnd 6HI0 KpaTKOBpe-
MEeHHO, TaK Kak eIlle BeCHOM 1903 rona y HEro HavaJcs MpPONeCC B JerKux,
KOTOPHY 3acTaBma I'pur. Ajeke. vexars, fpedae 4YeM OH yCIleJ 3aJIOMHUTH
IPOYHHHE (PYHIAMEHT CBOMM MaTeMATHYECKHM NJaHaM W MedqTaM. -

JIame B 1907-M Tomy BI0pOBhe H 06CTOATeNBCTBA mo3Boamam I'prr.
AJlexc. ¢llaTh B KauyecTBe HKCTepHa ToCydapcTBeHHEIE 9K3AMEHH, MOCJe 9Jero
npod. Ilme6opernit 1 CAHIOB 0CTABUJA ero HpPH YHHWBepcuTere [LJd HOJro-
TOBKH K npogheccopcKoMy 3BaHHI. B 1910 rony OH BHAep:kan YCTHHA Marm-
CTEPCKHH 9K3aMeH W OB HPAHAT B YACJI0 MPHBAT - TOUEHTOR [0 MaTeMaTHKe
B XapbkoBCKOM yHHBepcHTeTe. B To me Bpema I'pur. Asere. OHJ ma6paH
upo. BHICHI. MeHCK. KyDCOB, OJHAKO GOJBIIYI YacTh CBOero BpeMeHH OH BH-
Hy#eH OHJ yIeJdaTh ypPOKaM B cpelHell IORoJe, Ile BMA ero I10Jb30BaJ0ch
60 7BII0N momydapROocTRI0. Taknu 06pasoM, IJIaBHOe BHEMaHHe ['pmr. AJNeEKC.
OKa3anoch, o0palleHo Ha IIperojaBaHHe 3JeMeHTAPHONM MATeMATHKHW, B HTHM
0T9aCTH CJlelyeT 06’ACHUTH ero ToCTeNeHHHIT nepexol] n3 06JacTH MaTeMaTHKH
B CTOPOHY METOJOJNOTHH H JIOPHKH, IIPOTHE KOTODOTO # 9a€TO WPOTECTOBAI,
BHCKa3HBad COXaJeHHe 110 [OBOAY TOr0, YTO OH He J0BOJHI 10 KOHIA CBOHX
HHTEPECHHX HCCJIeJ0BAHAN MO TeopuH (YHKIBI KOMIJNERCHOH I[epeMeHHOM.
B 1mepBHe romu mnpHBAT - JOMEHTYPH, HAPALY C HECKOJBKAMH paloTaMHA 1o
TeopuH (PYVHEDUD U foKJIAJAME IO MeTOIWKe MaTeMaTHKEN A OCHOBAM reoMeTpHH,
M3 KOTODHX dacTh (HJa HallevaTasa B ,,Coo6ur. Xapsk. Mar. O-Ba“, a npyrae
B ., Tpynmax 2-ro c¢'esjga mpemlojapateledl MaTenaTHrm® 1912 roma B Mockge,
“0H HadaJd GoxpuIyk paGory ,BBeneHne B TeopHio 0JHO3HaYHHX aHAJHTHYECKHX
OYHRIHAE, AMenIMUX ocofeupre Junun®. J[1d OKOHYaHHS HTOr0 COYHMHEHHS
I'par. Ancxe. Mony4wma, HakoHel, B 1914-M ToAy IJIHTEeJBHYID 3arpaHHYHYIo
KoMaHIAPOBRY. Ho elnsa 0H BHexaJd, Kak Hayasach MHpoBad BOHHA, W BMECTO
T'epMasEE eMy TpRILIOCH HampaBEThcA B Mranno. 910 GHI0 MOJE3HO JJS €ro
3/0DOBbS, HO VCJOBHS JJid PadOTH ONATH OKA3AMNCh HEGJRTONPHATHHME.
B BHIY CBOMCTBEHHOr0 €My CTPeMJIPHHS K INWPOKOMY oxBaTy, I'pmr. AJekc.
He YIOBJIETBOPAJCH OTAeJbHBIMH YaCTHHIMA PesyJIbTaTaMH, KOTOPHE OH MOT OH
TOPJ2 e OmyGIHKOBATH, HO 0OIIEr0 CHHTE3a M CHCIeMATHIeCKOr0 IOCTPOCHHA
“TeOpEM (QYHKIHI KOMIIJIEKCHOH mMepeMeHHOH HA OCHOBE BHIPAseHHH eIWHOro
THR2 BCEIeJ0 ONpefedeHBHX COBOKYNHOCTHI0 0COOGHHOCTEH DPaccMaTPHBAEMON
(YHRIOHEA, 0 KOTOPHX OH MeuTaJ, OH He IOBeJ [0 KOHUA. B manpmedinieym,
HACTYIINIEHHEM PeBOJIOIEH, He3aJoJro jo KoTopoil I'pur. Amerc. BosrpaTHicd,
MaTeMaTHJeckad padoTa ero, kak W BCeX HaC, IpeTepreja HEKOTOPHIT paspHB
7 BOBOGHOBHJIACH [103/(Hee B JlHeDOMeTPOBCKe, KV OH [TepeexaJs B 1918-M roxay.
ByeeTe ¢ TeM SHAYHTENLHO YCJIOMKHHIOCH VIS HeIO ITOJyYeHHe HHOCTDAHHOU
NATEPATYPH, NOATOMY paGoTa II0 Teopu: (yHKLHH KOMIUIEKCHOH IepeMeHuoH,
06JacTH, KOTOpad /leJaeT emelHeBHEe yCleXH Ba dallaje, OTXO/HAT y HETO Ha
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3a/lHEIl NVIAH, M OCTABMIHAeCA IIOCHE ero CMePTH elle He BIOJHE MTPOCMOTpeHHEE
MHOI0 (hparMenaTH Hccaenosanmil I'pmr. AJekc. B 9ToM HanpaBJeHAH 06JaTa0T,.
32 PeJIKUMH HCKJIYEHHIMH, 6oJee YeM 10 - JeTHen 1aBHOCTHIO.

PereHnio YaCTHHX MaTeMaTHYeCKHX 3a7ad I'pur. AJdekc., XoTd B cHoco6en

(OB Ha 5TO M yMeJ MeHHTH H YYBCTBOBATH MPEJECTb HAAMHHX (OPMYL, BCe e

UPeNoYATAN 00IIBH CHHTE3, H B IIOMCRKAX 33 J[OCTATOIHO 06muM (yHIAMEHTOM
Ad# CBOMX BHINIEYIOMAHYTHX H3HCKAHHH OH BCe TMIyOe MOrPYHKANICA B TeOPUID
MHOSKEeCTB.

BompocayM Teopmm MHOMeCTB, 0T9aCTH 0CHOBAM reoOMeTpHH H, B 0COOEH-
HOCTH, (OPMAJbHOU JOrHKE W TEOPHH HAYEH, T. €. MeTOL0JOTHY, TTOCBATHI OH
HocjeNHAE IO/ CBOGH HH3HM, OTHABAT TAKAE MHOI'O BPeMEHH H 0CTATOK CBOWX.
CHJ DpelojaBaHHI0 H o6IMecTBeHHO# padore.

Hanbmie mepedmciens Bce MedaTHHE TPYIH I'pur. Awekc. Ho mmoro py-
KONHCeH 0CTAI0Ch MOCHe Hero, W3 KOTOPHIX HEKOTOPHE BIIOJHE IOTOBH K MEYaTH,
W s HAJIeI0CD, ITO MX y/ACTbCA Hamevtararh B Gammaliniee Bpema. CpaBHHETeNbHO
PaHHAA CMEPTh H THMETHH (QH3AYECKRHN Hemyr moMernasawm TaJautTy I'pur.
AJleKC. pasBepHYTECA B IOJHOH Mepe, HO IAd BCeX, 3HABIIAX ero JATHO, 06Pas.
I'puropmss AsekceeBHmIa OCTaHeTCA HABCErIa HE3a6HBACMBIM BOILJIOIIEHAEM.
OCTPOM M HEeYTOMHMOW MHBICIH W JKHBOH, TVTKOI JAVIIH.

C. Bepuuimeiin

HOEYATHBLIE TPYZBI I. A. I'PYSUHIIEBA

1) Un théoréme sur les fonctions continues 4 crp. (CooOmenns Xapsroscroro Mar.
O -pa 1910 r.).

2) 06 omHOM JHHEHHOM (IYHKIIHOHAJILHOM ypaBHeBHH. (CooOmeHns XapsKoBGKOIo-
Mar. O-Ba 1918 r.). 17 crp.

3) O0 omHOM THIE CBOHCTB TOYEYHKIX amcabreh (Ye. 3an. Haywn. - Heenex. Kag.
Ora. Mar. 1924, e, I 50 — 63). , ' :

4) O pasnHYEKIX Mepax ToveyHEx ancabxeii. (Hayk. Bam. Hayk Jdoca. Kad. Ykp.,
sum. II, 1926 r, orp. 11 — 21).

5) llonsTHe OTHOMEHHA H aKCHOMATHIECKOE OUPeleNeHHe YACTA (3am. Oeenp. UHO,.
“r. 1, 1926, erp. 25 — 43),

6) AxcHoMBl H Teopemsl. 5 crp. (Hap. DHuEEIOmes. Xapek. O-pa ['paMoTHOCTH).

7) O ppenonaBaHEu TPEUrOHOMETPHH. 9 orp. (Coobur. Xapoxos. Marew. O - Ba. 1911 1.).

8) Bpamenne u momsrtme yraa. 23 crp. (Tpyaw kommceHa mo Mar. obpazoe. npm
Exkarep. Orz. BYKAHW. Bum. I). :

9. OneMeHTH TEODHH MHOMKECTB. 1924, Huenponerposck. (Mororpadus).

10. O nocaxenoBaTeNbHOM H3MEHEHIN nepeMeHHLIX, 1927, ¢

11. Od9eprn mo TeopHH Haykm. 1927.
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. BEPHIITEHH

[Ipo MOHOTOHHI (YHEIIi

1. 3 GoKy NparTHYHOT0 HAHGINBII BaKIABOH AKICHOW BJACTHUBICTIO (P yHE-
wit gificHol sMiHHOI HABKOJO 3aBHaHOL TOYKH € XapaKTep iT 3MiH, II0 BiZOOBI-
Jaé JOCHTH MaJjiH sMiHi HesasjemHol SMiHHOL

Bimomo, mo cyuacHa aHalisa Jerko 6yaye QyHKUIl @(x), 10 BOHM HE €
Hi pocTyui, Hi cmajui B ycaromy imreppasi, aKnH Ou MaJ@il BiH He GVB.

AJie B3araji MH CIocrepiraéyo He caMi 3Had9iRHA (QyHKII— OIPAOYCTIMO,
JIIs BH3HAYEHOCTH, IO BOHH € J0J8THI — a Tepeciupl NIUX 8HAYiHB, IIO0 Bifi-
MOBifaI0TH [V#e BeJuKil KiJpbKOCTI 8HadYiHb HaBROJO I. Orske, HAUPHEIAL,
AKII0 TPHMHATH 3aK0H IOXHGOE l'aBca 3 IapaMeTpoM TOIHOCTH 0, HyHELiA
f(z), mo wMum i cmocTepiraemo, samicTb @(z) MaTHMe BHIJIAL:

-+ ~+ o
@ X2 /&
(@—yr 2 .2 Y, ay

1 e e
/ J;) = T a7 ,6’ 207 d? E=eeeseea e Y)e 26 209d"[ :
f(@) Ve ¢ (y) )/ i P(y) /

27
.

— &0 —

oT:ke g QYHRLUiA f(x) & aHAJITHYHA, BH3HAYEeHA JH00yTKOM eKCIIOHeHIIBJBHOT
pyngnii T'aBca Ha ¢yBKUi0 a6CONOTHO KOHBEKCHY, T06TO TaKy, mo Hei it
IOXifHI HapHHX TOPANIB OyAyTh HOAATHI.

3 mpyroro GoKy, 9HCJeHI JacTo BikABAEl (YHKOIL, 30Kpema OJIIHOMH,
[0 TPaBJATH 3a OCHOBY Teopil ¢yHRUi{l, MAlOTh Ty BJIACTHBICTD, IO miAcHY
BiCh MOJKHA DO3KJACTH Ha TIeBHI 1HTepsajm, B KX BCI HOXiNnHi-6 MOHOTOHHI.

Och TOJOBHI MipEyBaHHf, 100 BKasylTh Ha SHATIHHA CHCTEMaTHHHOIrO
BEBYeHHS THX (YHEMNi, peadbHOl 3MiHHOI, IOCIiNOBHI KOHeUH] piEHALL SKHEX
70 h-+1 BrADYHO 36epiraloTh He3MIHHEM CBil 3HaK B JaHOMY inTepBai.

Jlerko MOKa3aTH, M0 Taka (YHKIig Mae HellepepHBHI MOXimH1 BKJIOYHO
10 h— 1 TOpAZKY Ta OpaBi Ta JiBl mOXiaHi MOPANRY A, IPH Y0MY Bei Ii mMoXijgHl
MOHOTOHHI. B Molit kEEELI ,Sur les propriétés extrémales etc...“ & JIOBORY,
0 IIpA Ge3kOHEeYHOMY /i Taka (pyHKIIA II0BHHHA 6yTH aHAJNITHYHOL Y BIAIO-
BillHOMY iHTepBaJli, (PyHKWIT Tarkoro popy I HasUBAI0 per'yisapHo - MOHOTOHHAMHE
§1 maramaio, 1o, 4K Ile BCTAHOBIEHO B TiH e KHHIKI, ROIH QyHRIiA Mae
6eanid MOHOTOHHWX [OXIZHHX, 1Mo IX HOpAAKH 30LibMYyIOThCA He MWBH/LIE O
qiediB Jgedkol apHTMeTHUHOI Iporpecii,—T) QyHRUig 6yIe QHAJITHYHOO Ta,
KpiM TOT0, IIpHE 6y]b- AKOMY 3pOCTaHHI HOpAZKIB IOXiNHAX,— QYHKIIA HAJe-
BATH [0 KJAACH (Uasi- aHaJiTHIHHEX (yBKUiil P, 100 BOHH, AK BiNOMO, MAKTh
3HAYHI AHAJOril 3 aHAJITHYHEME (QYHKIISMH. :
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C. BEPHIITERH

9. Ane 3apas s He Mal Ha MeTl 3VIMHATACH Ha UHX, 6iapw 3araJbHHAX
¢ynEniax, i o6Memyoca JdnIe KOPOTEHBRAM OTJIAL0M Ha#6lmpal ICTOTHHX MO-
MEHTIR Teopil peryJspHO - MOHOTORHHX (PyHKILIH.

Agpr'e6pruna 6asa Iliei Teopil moasrae B BHBYaHHI eKCTpPeMaJpBUX BJa-
CTABOCTEH MOJIHOMIB, KiIBRiCTH TOCIITOBHHEX moxiguux skmx 36epirae ImesHi
aHAKH B 3ajaHoMy iHTepBaji. AHaniTHIHa JacTHHA Teopll TPAKTYeE po6seMa
36iskB0CTH, aBANITHYHOIO BHBHAUYCHHS, MIPHPOTIY ocobamsocTeit Tomo. Kpiu

- TOoro, K HA BAKJHBE 3aCTOCYBaHHA TeOpIl A BRAKY IIE HA 3a7adi cCVMOBAHHSA

TefopoBax pALiB 3 PAnilocoM HyJ b 32 YMOBH, IO GYHEIIA 6 peryispHO -
MOHOTOHHA HABKOJO 33JaH0I TOYKH. :

Per'ynsapHo - MOEOTOHEL pyHEIIL, 10 MaKTh GaraTo saraJbHHX BJACTHBO-
erelt, icTOTAO poO3PIsHAIOTHCA THHAMH, 110 AKAX BOHH HaJekaThb. 2

3, 3 peryJiapHO-MOHOTOHHHX (GyEROif BamaUBimi B 6araTboX BiJHO-
HleHHAX € (PVHEUIL 26CONI0THO - MOHOTOHE], 1I0 Bei IX mOXigHI OAHOrO 3HAKA;
aMIHOO 2 Ha — 2 00 HAX (YHKOIA TPHBOAATHCA TAKOX (pyHKOIl 8 YepryBaH-
HAM 34aKiB rmocaigoBHAX MOXIJHHX.

Came el THO € E1RHHA, IO 1A HHOIO MOMEE s6epiraTuch peryaspHa
MOHOTOHBICGTE am A0 Oe3KOHeIHOCTH. Maiizge 0JYeBHIHO, 1[0 NpaBMi KiHelb
b BinTEERY a6COJMIOTHOI MOHOTOHHOCTH ab Qyngnil f(z) € oco6auBa TOUKA
oas f(xz), Mis TEHM 4K paxiloe 361:KHOCTH B To90i @ JOPIBHIOETHCA IOBRUHL
peporo BiaTRORY @b, OTse, KONH BIATAHOR a0CcodM0THOT MOHOTOHHOCTH 10XO0-
AATH [0 -+ oo, QyHENiE Oyae Iida. AKMO XK, laBlakd, JiBa# kisenb IbOTO
BiTHERY [O0XOMHUTH N0 — oo, To f(x) 6yne rojoMopdHa B TiBIJIONIEHI, [0
MiCTHTBCS aMiBa Bl TepHedjEEyagpa 100 AlficHOL oCl B toumi b. He symu-
BS0UNCh Ha AeTalax, — 3amikaBieHi sHa#IyTE IX B MOEMY memyapi B Acta
Mathematica, t."52,— s 3asHady, 110 TyT BiXOTPAIOTh OCHOBHY POJIO eKCIIOHeH-
Wigapui NOJTIHOMH 3 NOLATHIMA TOKAKIAKAMH Ta koedinienTamMa, TOMY IO BeCi
ganaul N4 eKCTPEMyM, M0A0 (YHEIIA a0COMOTHO - MOHOTOHHAX HA Bin’eMHil
migoci, Pos3s’43yI0THCS 32 [OIMOMOTol0 TaKHX TIOJiHOMIB.

Ocp, BalpHKJIAl, AR 3alaHO 6yIb-AKY TapHY (1id BH3HAYEHOCTH)
riTEEicTE 27 nonatiX komeramr f(0), f'(0),... [®"D(0), To NOKOHEHHA # no-
‘eTaTHS VMOBA ICHYBaHHA (hyHRIT, a6CcoN0THO - MOHOTOHHROI 10 — o0, IoJArac
B TOMY, NIo6 1) jileTepMiHaHTH BpoHCHEOTO

£(0), 17(0)...7®(0)

f:(0p. .. [ I0)
e e Of)

[60), £ (0). . fER(0) | b (U e

Gyng 6 He BiLEMHL T4 6vab - akoro k< h Ta 2) ROJH A, = 0, 70 670 6 TAKOEK
Ani==0" mna Beix n' >n '

CaMe 3a NHUX yMOB AH(epeHUisNbEe pIBHAHHS Agy(x) = 0, BararpHuie
igTerpad AKOT0 6 eKCIOHeHIIAIbHAK HOJiHOM, Ma€ 33 YACTHHHEH DPO3B’A30K
TaRuil eRCIOHeHTANBHMH TOMIHOM ¢on(2) 8 JOHATHIMA KOe(INIEHTAMA Td IIO-
KaoRumrkaMu, Sl Habupae 3aJaHUX HOYaTKOBHX 3gagigp. [lelt moninoM @n()
In8 =0 € BafiMenmai cepesn BciX a6CONIOTHO - MOHOTOHHAX 10 — 0O yHE-
miff, mo BigmOBiZawTh THM caMeé TIOYATROBHM 3gauigsaM. Kpiv TOro, sAKIIO
Ay, ;— 0, T06T0, KoM TineTaHoBa f(0)—& 3aMicTh f(0) mopymye pisaocri (1)
33 6Y/Ib - AKOM0 MAJ0ro & >0, TOJI wop(1) € e1AHA A6COJNIOTHO - MOHOTOHHA Py HE-
mif, M0 BifgHoBiNae 33JaHUM MOTATHOBHM spagigaaM. [1i BmacTEBOCTI 30epi-
rajoThCH, KON f HeoOMeskHO 3pocTae. I Jerko mepecBimYETHCH, MO sri 6 He

3a7aTH KOHCTAHTH, a0H BOHE BJIOBOJBHANH Ge3lid HepiBHOoCTe# (1), 3aBEIA
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icHYE a6COMIOTHO - MOHOTOHHA (DVHENIA 3 3afaHUMU MOXIHAMH. KpiM Toro, Bu-
6upaoum Taki f(0), moe6 f(0)—s& Bike He 3aL0BOALHANH O 1i HepiBHOCTL 32
JOBIJILHO MaJloTo & >0, A CYKYIHICTb YMOB BH3HAUAE 6LAHY A0COMIOTHO - MOHO-
ToHHY (PVBEIL0, AR 64 IBWIKO He 3POCTAJH MOCJIZ0OBHL noxinui f* (0).

4, flgmo f(0), £/(0)...f™(0) we BIOBOJBHIIOTH 3a3HATCHUM HepiBHOCTAM,
3aBXEIOV MoMKHA, H IIpUTOMY Oe3liygio cHocoGiB, poOpartdH Taki yHCJIA {m(0)
1a Fy™ 0), Mo BOHM, 33/0BOJEHAIYE VMOBH a0COd0THOI MOHOTORHOCTH /10 — 09,
3a710BOJILHATE TaKko:m® 1 piBHOCTI Fy™(0) — F,t(0) = f*(0) (s n = 1,2.. )

TakuM YAHOM, OCKiJbKA eKCHOHeHI[iNbHi [MOJIHOMH, M0 MU iX pozrJas-
JaJd BuIe, MaloTh 3a TPAaHHID iATErpatH Stieltjes’a

(o8]

/ e2de(2),
0

me U(z) 6 MoHOTOHHa (yHKLiA, TO 6YIL- AKAH TefimpopiB pax 3 KOHeYHHN a60
HYJdeBUM Palil0COM MOMHA BUSHAYATH B (opui Takoro iurerpana, /e 4(7) 1no-
BHHHA OyTH (PYHKNien o6Meskenol Bapiauii. II1o6 8po6mTH 3alady BUSHAUCHOI,

i
MosHa 16aTH IIpo MimiMaaisanio cymm za-kFl(’f)(O), le JIOMATHI KONCTAHTH Qi
k=0 ;

6ynyTh, HallpURIaL, 6iabILi 32 ot AKLI0 Hell MiniMyM OHHOTACHO 3 Eakﬂ"’(a:)‘

Ha6JMKaeTbed O OeBHOI 'paHENI, KOJH #— o0, TO TaKUM CIOCOO0M JIICT2HEMO
MIAKEOM 1eBHY (BYHKINO Fy(2) — Fu(z), Hesalemny Bl KOHCTAHT di.

5. He synuegioumeh Ha 38’A3Ky OpobieM, [0 MA 1X po3radiajy, 3 Hpo-
6JeMOI0 MOMEHTIB Ta jHIIPMA OHTAHHAMH aHaJisd, A 0 XTiB JeIM0 3ayBaRUTH
npo a6eod0THO - MOROTURHL (DYHKIII Ha JedKkuMy OMeMeBoMYy pigreary. Ilia-
crapaandn log (z,--c) samicup @ 8 (1), MusHa 0e3u0Cepe/HbO aicTaTh YMOBH
[OKOHEe4l Ta NoCTATHI Iad Toro, 106 sajiaHi AJd & =0 3HAYIHHI NoXIHAX
MorJn 6 MPaBUTH 33 IIOYATKOBI 3Ha4iHHA goxigamx Bij moJainoMiB BHIY
ZA@-(fB—%—c)”i, me 4;,>0, a;>0. Ame axa Toro, mo6 dysruis Gyra a6eo-
JOTHO - MOROTOHHA Ha BigTHRY (—¢, 0), TpeGa # JIOCHTD, mo6 10 TOro ap
6yam 6 me # i,

B 1150My BUABJNAETHCSA apUTMeTHdHa IpHpona sajat. § He 3gai0B Ime
0¢TATOMHOT (hopMi THX NOKOHEYHHXT & JOCTaTHIX 3a 6YIb - AKOTO 7 gepiBHOCTEN,
SKAM NOBHHHI BJOBOJBLHATH NOCJAig0oBHI MOXiJHI [J4 TOTO, 06 icHyBann GyHK-
i1 a6COJIOTHO - MOHOTOHHI Ha Bi\THHRY (—¢, 0). B BHIIe3a3BaveHUMY MeMyaplh
B Acta Mathematica s gan JmIe aaropaty, Ui AKoTo Tpeda TULIBKE JpATME-
TAYHI OUepanil, i AKBH 103BOIAE B KOMKHOMY OKDEMOMY BAIIAJKY I0CTYIOBO BEpI-
MATH, YU TPUOyCTAMO BBeJeHHS MONaJpIlol HOXifgkol, a TAROE BU3HAYHTH
TI0JiHOM, SRUW pPOsB’43Y6 BIANIOBIAHY €KCTpeMaJbHy 3alddy. KpiM Tor0, £ Aam0
TAKOM METONY BHSHAYeHHA HaH6iAbIIOro BIATHHEY, II0 Ha HOMY (pyHKTiA MOEe
6yTa a6CoaoTHO - MOHOTOHHOI0. [likaBo BayBaMmnTH, IO THMYacoM HE DNpH
€= 00 HOki BHBHAaYeHHH KOe(ilisHTIB Ta LOKaK'UAKIB 3a8HATCHUX BUMie €RCIO-
HeHUIATBHAX [0JIHOMIB OPUBOAATL HAC A0 aJbIeGPHYHEX piBHAHL BCE BHILOTO
Ta BHUIIOTO CTelleHa,— 1A ¢ KOHEYHOro Tpeba Ppo3s d2aTi Jedky CHC1eMY
aibifienx piBRanp, 8 SKAX MOMHA OYJI0 6 CKOPHCTaTHCS NS HaOJIHIKEHOTO
PO3B’a3aHHA aAre6pUYHAX PiBHaHb BALLOIO CrelleHs BilIOBIIHHX € = 00.

B.roMy Banpavi igen s me sagfa‘'ly HH3RY anpre6pnannX. npodaeM  Hpo-
€RCTPeMaJjbBi BJACTEBOCTI MHOTOKPATHO-MOHOTOHHHX 110JiHOMIB nopﬁaﬁy_i;f% 1.
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TO6TO 3 HepmEME h—-1 momarTHiME moxigemmm. I[ikaBo, HampHRJIAL, noéyny-
BaTH IOJiHOM BHIY ;

(l"n "ir“plil.n‘-l + ... +pn

MHOPOKDATHO - MOHOTOHHHUH MOPAARY /o | 1, 100 HAHGLIBIL BiIXHAAETHCA B HY IS .
Posg’AsaBmd 10 3alayy Ta pocniguBm®E Ii (148 BHEMamgKy A =0 Ho0 8alady
jocaimus me YebuiioB), s 3HaHOI0B CNiBBIAHOMEHHA MK MAKCHMYMOM (M) mo-
JrigoMa ra MimiMmymowm (N) #oro moximHol. a caMe s 3HAHMIOB, IO

N g oy

IIpu posB’#saBHi LUX UHTaHb BWP4SHO BHSHAYAETHCHA pold SIKOGIEBEX IOJIHO-
MiB, 1 Moi yumi Bpsmeura Ta I'eporiMyc 3 ycHOiXoM 3acTOCyBajJH MOI MeTONH
[0 pO3B’AsaHHEA iHIHX NHUTaHb 3 Liel Tamaysi.

7. B saraJgpHOMy BHIAIKY, (YHKLiA per'yispHO - MOHOTOHHA Ha (4, b) Xapa-
KTepH3y6TheA 6e3Mi99i0 THITOBHX YHCEN Ay, Ay. . .An..., 10 MAKOTh BIACTHUBICTB:

fE(x) . fO(x) >0, KOUME &< Ay,
fOD(z). fO(x) <0, Romm Ay <i<L A+ 4y =02
i r. n. IochinoBHicTh TOXigHAEX 81 CHiMPHEM 3HAKOM 3BAaTHMEMO permanence,
2 TOCJi0BHICTH 8 dYepryBaHHAM 3HaKiB IOXiJHAX 3BATHMEMO alternance.
Orxe noxoasi permanance’y 3pocTaldTh Ha a6COJIOTHE 3HAYIHHA 3J1Ba Ha-

[paBo, TEMYACOM AE alconloTHI 3HaYimHg mOXimHAX alternance’y cilaflaioTh.
Hoxknasnin

Py 4 = Pop'= ;vl'—l—:lg—{—. 2 .—1—-}.2]{_1,
Qo == Qo1 = Ay A+ . Ao,

P711+Qm= O = 2,1 —}—;Lg—'{'— 2 4‘—/1"1

2a GYIb - AROT0 7, JErK0 TOBECTH, IO

Tal IIo

AN v
— a)Pm(b—)%n

| flom) ()} < G ). (2)

Ili mepiBHOCTI €TOCVIOTHCS TIABKA M0 IOXiNHHUX IOPANRY Om, IO BOHH
CTOATh 8 I0YaTKy permanence’y 60 alternance’y. [lag TOXIAHAX IHIIAX
TIOPAJIKIB € IPAaBHJBHI aHaJOriYHi HepiBHOCTI

¥ R R

“(m) A ekl 2 bis
s s yo ) Wk 4 2 bl

Jde 0 < k< Apyi, & y Geperbesa IoBiabHO 3 iHTepBany (a, @) a6o (b, x) 3a-
JIeEHO BIX TOro, 9@ Ha’dexkuth f"(x) mo alternance’y, 4m m0 permanence’y.
Bincinb BEXONATH, MO (YRELiA per'ynspHO- MOHOTOHAA Ha BiIITHHKY (@, b)
fyne He TIIBKE aHAJITAYHOI HAa HBOMY, ajle W IIIJI0W, SKIIO TIJIbKH 8POCTARHA

; I
quces 4, He 6yje Iy®&e [MBAIKAM, 1, 30KpeMa, J0CHTHb mo6 — — 0.
s o 71
~8. Puoaman EepIBHOCTH (2) HABOJHTH HA& IYMKY, IO THI MOHOTOHHOCTH,
ARHA HaUIyxRTe 00MeXRy€ 3DPOCTaHHA MOCJHiTOBHEX MMOXiNAHAX, BiANOBigae BH-
WagKy. koam Bei 4;=1. Toai mpH nepiogA4nHoCTi 3HAKIB IIOCJIMOBHEX IOXIN-



.

PO MOHOTOHHL Y AR 15

HAX Tagifl came, AR y Sinx Ha BIATHHEY ( 0, %) — pemiTa HepiBHOCTel (2 bis)
\

e Oyne s3afisa. Jlami MH IIe NOBEPHEMOCH [0 TOYHINIOrO JIOCJiNeHHs 116l
radcHn (QYHENiA (2 HAasHBal 1X [AKJI9HO - MOHOTOHHHMHA) ; [ RJACA yHKRLIH,
0 € [0 IMeBHOI MipH aHTHIIONOM J0 RJIACH a6COoJI0THO - MOHOTOHHHX ¢ VHEOLH,—
MicTHETH B CO6i TiJZBRE Il (pyHELI poly He BHIIe Ilepmioro, B i RIACI
Po3B’A30K HAaHBAMKIMBIIIMX €KCTPeMAJbHHUX 323t 3/1iHCHIIOTH TPATOHOMEeTPUYH]
dysenil. Amne padim s X049y BKas3aTH Ha nedki saraJpHi pe3yJabTaTd 1I10J10

" po3TamIyBaHHA 0c06AMBOCTEH OY/1b - AKOI per'yadpHo - MOHOTOHHOL ¢pyurnii. [lepor

3a Bce (QYHROIA perylsapHO - MOHOTOHHA Ha (ab), o srero O THOY BOHA He
HaJemala, 6yne roaoMoppHa BHYTpPL KO0JA, IJId AKOIO (@b) mpaBUTH 3a MIAMETP.
Ile TBep/eHHs TOCTAE y HACHINOK Glabml 3arajJpHOl TeopemH, B (HOpMYy-
TOBAHHA SKOL BXONHTH OHE I'PYHTOBHE TIOHATTA 3 3AralbHOL Teopil Te#nb0pOBAX
pAanis, mo #0ro # NMOBHHEH IolepBa HaralaTH.
Ba gascmyron Teopemon Hadamard’a panioc 36imuocTH R(%) B TOYII
o nus yERLil- f(z) BA3HAYAETBCA (HOPMYION ‘

Vi

sl ) e |

n! | R

lim

Kamyrh, 1m0 MOXifHI VYBOPIOIOTh XapaKTePUCTAMHY MoCcail0BHICTH, ROJNHA

IJ’ e
VALC:
T

st
~Riw)

im

[licoa 1pOTO, BAROPACTOBYIOYH, 8 OQHOTO Goky, popMyay !) 3 Teopil HAKpAIIHX
HaGIHeHb, aHAJOriUHY [0 3a3HAJeHOI BHIIE (OPMYIH Hadamard’a, a 38 Ipy-

o

roro Goky, 3 HepiBHiCTH ?) I0X0 HaWKpAmAX HaOJHKEHD $yHELII 31 cTaNAM
3HAKOM Il MOXigHOT % -}-1-T0 HOpANKY IOJIHOMAMHA 7 -T0 cTenmeHd — JIETKO Ji-
GTaEM0 TaKy TeopeMy: ' :

Teopema. Awu0 MONHCHA YMEOPUWINU 6 mowwi T TAPAKMEPUCTNUIHUT DO
3 MOTIOHUT MAKUT, WO 6OHU BCE HANENHCAMb 00 permanance’is, Mo KOAO 30LHCHO-
emu 6 yith mowyt mporodums Hepes 00my Oiticny 0co0AUSY MOUKY z2=b ymn-
wii f(x); AEWO HC MOJICHA YMBOPUMU TAPAKMEPUCINUMH]Y NOCALO0BHICIIG MEALKU
3 MOTLOHUT, U0 HAAICHCANb do allernance’is, Mo KOAO I0LHCHOCTU 0 MouRU
T npoxodums wepes 0UlicHy 0co0AUsYy MOKEY S g, :

Orae Koam (YHENiA PeI'yJIdpHO - MOHOTOHHA HA JIeAKOMYy 3aNaHOMy
BinTEHKY He 6yje Migol0, TO BOHA Ma npHHEAlMH] ONHY HilcHY 0CO0JIHBY

1) ; n4-1 p———

B (i) = 252

0

<

2

ne p € cyMa ocefi enimea, L0 XA HBOTO Kigumi BLATHHEY b Ta @ NPaBAATH 33 PoKycH, TA AREH
NpOXONHTH HABOAHIMKIE A0 OCOGAHBOT TOYKH dysruii flo).
JlupHeh BHOIGHA3BAHY MO KHHKKY, cTOp. 113.

e R e

4
Ae

0< N < f(@) < M, xoxn a<a-<b (Ibid, crop. 10).
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Va

"

To4ky. Tomi Ha BIATHHKY ab 3aBikIu icHYE Toq\u/g‘ Takra, mo I KoJo 36imHO0-
ern C MicTHTb B CBOI#l cepelmHI Bei koJa 36imkBoCTH, BiJOOBIAHI BeiM Toukam
ab, Roau § 6 BEYTDPIMHEA ToUKa,— PYHKIIA HeMAHYYe Mae 1Bi MiHCHAX 0C06aM-
Bi Toukm. KpiM Toro, perynapmy MoHoTOHHicTL GyHKUIIL f(Z) oYeBmOHO He
MOMKHA IOPYIIHUTH UpPHEIHaHHAM JOBIJIBHBX O0COOJHBOCTEH 11032 MaKCBMAaJb-
HAM Koaou 36imuocTd (C). Orie, He MOHa HIYQr0 CKasaTH PO 0CO6AEBOCTL
Per'yasapHo - MOHOTOHHOT VHEUIT nosa naM Kogdoy. I me sayBamy, I npapmii
KiHellb b BIITWHRY MOHOTOHHOCTH MOke GYTH 0COGJHBOI TOYKOK JMINe TOI,
KOJH permanence’d CGTAHOBAATHLCSA OCTINBRH JOBLCHMH, 1110 ’

. Aoy
I S ey : (3)
: 02k+1

TQK caMo ¥ ToYRa ¢ MOKe OYTH 0COOJIMBOW JAMMIe TO/1, KOJII

;'-21.:
02k

I'm

=r 1, : (3 bis)

Orxe, BEIHO, 110 KPiM BROAARY a6COJI0THO! MOHOTOHHGCTH, IO HOI'0 MH pos-
PAAHYJH BAME, — THOA PeryNsIpHol MOHOTOHHOCTH, MPHAYCTUMI HABKOJIO 0CO-
6JUBOI TOYKH, Aye 00MeMmeHi; 1 KOMHM /I BH3HAYEHOCTH Bi3pMeMO 33 0C00.J1H-
By TOYKY T-Ky b, T0 jada Toro, mo6 npo6ieMa CYyMOBaHHS BiZuoBijHOIO
posbimuaoro TeiabopoBOro paay peryigpHO - MOHOTOHHMMH (QyHEUIAME MoIa
MATH pPO3B’A30K, Tpeba, 106 3HAKH TOCJAIJOBHHX IIOXiJHEX BJ/IOBOJLHSJHA 3a-
KOHY (3).

Kpim Toro, B mpoMy BHOAIKY Malizke a6CONIOTHOI MOHOTOHHOCTH, GYMO-
BaHHA, KOJH BOHO MOIK/JHWBE, MOMHA IPOBeCTH 3BHYAHHUM IpyNyBaHHAM ‘JeHIB
TetinecpoBoro pany B touii b, a caMe TakHd, U6 KOXKHA IpyHa OOYAHAIACD
HeAKHM dneHoM alternance’y.

~3a IEX YMOB, KOPHCTYOYHCH 3 3aldmka R(z) B Lagrangesii ¢opui,
BHJIHO, 110, KOJW iCHYe (QYHEUisA per'yaspHO - MOHOTOHHA Ha ab, To Hicas 3a3Ha-
9€H0r0 rpynyBaHHA '

Dt ) fa-3-b)
n! '

| 5| < B2 | )| < O a0 | o

éb<;r<b, a papg sbira-
6ThCA B 1bOMY iHTEepBasi Tar camo, AK 1 Bel #oro woxigui. fAcHo, 10 B nbOMY
BHNAAKY HE MOMHA MaTH Giabll dK OLHY PeI'VIAPHO - MOHOTOHHY (VHELID,
AKa 0 Majna 3ajadi moXigHi B Toumi b; KpiM TOro, TYT A0LINBHO 3aYBAKHTH,
o QyHEmig f(z) Oyje quasi-aHaldiTAYHOI HAa BCHOMY BiITHHRY ab, BRAKOYa-
049 RiHoi.

9. Papim, ni® sarigumTw, g 6 XTiB 3yUUHATACS (e HA JeAKAX THIOBHX
eKCTpeMaJbHUX 3a/1a4aX, 38’A3aHHX 3 HallOl Teopielo.

PosrasnemMc crmosaTry ABI Taki ampI'e6pruHi saqadi MPOTHIEKHOT NpH-
POJIH, 1110 MATH 34 PO3B'A30K I[OJIHOMH, aHaJgorigdi Bernoull’esuy Ta Eulir’-
OBHM [10J1iHOMAM, TpH 9Y0MYy 8a TpaHAUl HEX NOJUHOMIB NPaBAATE TPHIOHO-
MeTpPHYHI (PyHRLIL. :

1. BusHaynTH HOJIHOM:

(L'ﬂ 2 ; : ;
Poleies i P4 - Pa {4

o ; a
0TS 1edl 3aJUIIOK HAGIMIKABTHCA 11O HyJd HJd




IIpo moHOMOHHL Pyrmyii 17

0 Ha#GinBII BiIXWIAETHCHA Big HyJAA Ha BigTHHRY (0,1) KoJm BiH, a TaKOX
i gosmua 3 Horo mMoxigEEX OO0 (72— 1)-TO ROPANKY BRJIIOYHO, 06epTaloThcsa Ha
HyJs Ha Bigrmeky (0,1) DpHHA#MHI OJEH Das.

2. BuaauWTH THEKJII9HO- MOHOTOHHEE Ha BiATHHRY (0,1) mONIHOM BHAY
(4), Mo BiA Ha#MeHII BiIXuafeTBCH BiN ByNd Ha HBOMY BiATHHEY.

Jlerko mepekoBHaTHGH B TOTOKHOCTI TMOJIHOMIB, 10 PO3B’A3YIOTH Li o6umBY
sagadgi; o6H/iBa MoJiHOMA BA3HAYEHO THM, IO IX OCJIi{OBHI TOXiTHI JOPiBHIOIOTH
HyJeBi To Ha OIHOMY, TO Ha ApPyromy kigmi Bigrmery (0,1). OTi#e po3B'd30K
nmepmoi 3amadi 31iACHIOETHCA TaK CaMO UUENI9HO - MOHOTOHHHM ITOJIHOMOM.

1 oT mMoJIHOMM, II0 MH IX HmIyKaeM0, OYIYyTh TakKi: A’

Pi=u, Pr@)=" —=

Ta BaaraJi 5 x
Poe () + / Po—1 (@) dz, Poryr (%) = / Por () de ;
i ; i

BillCinp Jerxo BUABHTH, IO

Pue) = Dt B 4 = e By

ne B, ¢ BEuler’oei umena, mo IOPiBHIOITBCHA HYyJeBl, KOJIHW 7 IapHe;, TOMY

P, (x) 3aBmam 6 QyHENid a60 napHa, afo HemapHa. Koam m uapHe, n=2Fk,

MaKCHMAJGHAMR YXHJ, 0 #oro NIIyKaeMo, 6

| Ex
| 2!

5 +1
‘/ 2 \)n

£ Y\Q\;f

SasHayy, 1Mo 3HallleHi HOJiHOMH J[y#e IIPOCTO sp’ssani 3 Huler’ommm mo-
JigoMaMe, 60 BOHE CIPABIXKYIOTh PiBHAHHA

1
".2' [Pn (CI}—‘» 1) + Py (‘1'_ )= —
Orme 3 Buler’oBmx moxiHoMiB K, (%) micTaHeMo Hami 3a (QOPMYJIOn
e 2" ('1’ ‘{" 1}

Pn, (‘[) = ’:'-’!,_' En 2 /l ‘

Axmo #n = 2k 1, MaeMo
e

SEET EQk EQk_g 2 2k+1
(1+E)L41_2_ﬂ+m+_“~2<;> [1_

lley ald)

10. Tlomimomu P, () Teliep JaOTh 3MOTy pO3B’A32TH AHAJOTi9Hy 3anavy
He TiApRE NJd I0JiHOMIB, ade # JId JOBIJIPHEX IAKJII9HO - MOHOTOHHRX
GYHEOINA.

A came, MOKHA JOBECTH TaKl TEODeMI.

sgmo ¢yHEia Ta Bel 1T MOXinHi NpEHAEMEL OJ(MH Da3 o6epTalOThCA Ha
HyJdb Ha BiATHHKY (0,1) a caMa ¢ymruis Ha BigTHERY (0,1) MocArae 3HayYiHHA,

2 Hayrosi 3a0MCEM 3 MATEMATHEH

2
In =@

¥



18 0. Bepruwmelin

wtis = S\
TO 11 MOX1AHA 33aJaHOT0 MDOPANKY 72 HeMAHydYe IMOXOIHTH (—2—>’ Ha a6COJIITHE :

A 3 ; < AR 12417
3dHAYIHHA, 1 JHIIe IIOX1THL (i)yHE[I,IH sin E Ta CO0S ? He IIepexogdTrb HObOro

3HayigHaA. TaKoX, KoJM UUKJIIYHO - MOHOTOHHa QYHKNiA He IepeXofHTh Ha
UbOMY BiITHHEKY ONWHHI, {1 MOXiJHI DOPAARY, IV BH3HAYEHOCTH HeIapHOTO,

(m—+1)! . ¥
m=2k—1, He MMepexondATh S i por0 3HAYiHHA (mo ACHMIITOTHYHO JI0-
'm-+1
% 1 (e g : et
piBHIOS E(g) ) IOicHO MoxonaTh Jumle [(z) = P, (z). OTEe Temep IiIKOM

JITEO BE3HAYAETHCH, 10 8 yCIX THIIB PeryJsapHOI MOHOTOHHOCTH caMe IHKJIIYHA
MOHOTOHHICTh HalJy#Ede OOMeMmy€ MONYJL IOCJHIJOBHHX HOXITHHX, IPH 9OMY
3 OCTAHHBOI'0 Pe3yJAbTATy BHXOLUTH, IM0 (PYHRIiA NWKIIYHO - MOHOTOHHA Ha

- i ; e
BigTHHERY (0, 1) MyCHTs 6yTH IiJN0I0 i CTeleHS He BHUIE e

KpiM Toro, Jierko 10BecTH, 0 JOBIIBHY IIAY (PYHKIIO CTeNeHd p 3aBEAA

MOXHA BHSHAYATH DLRHUIEK NBOX OUKIIYHO - MOHOTOHHHX (QYHELIH Ha 6y.Ib -
: 2 :

AKOMY BiITHHRY, KOPOTIIOMY 32 é’jff’ ajle Ha BIJTRHKY [OBIIOMY IhOI'0 BEe 3pO-

OUTH He MOMHA.

SaRiH4ylYH, 4 JojaM, [0 IOHATTA NpO THN B 3aJaHiil Toumi, MO Mm
idoro BHIE SamPOBaJHJM, Biforpaé 3HauHy poJan # Toni, KoJdd HeMae MeBHOIO
iHTepBaNy per'yJasapHol MOHOTOHHOCTH: MHOMKHHA HYJIB IIOCHiTOBHEX HOXigHMX
Ma6e 3sajJaHy TOYKY 8a IMPaHWYHY. SIYIIEHHA HYJIB Iiel MHOEUHH, SKa 3pO-
CTa6é Da3oM 3 MONYJAMH IIOCHITOBHAX DOXiJHHX, 3aJeKHTh TaK0X BII iX
3HAKIB; Ile BT'YIMeHHsA 3MEHIIYEThCHA, KOJH 30iJbIMIYIOTHCA THIIOBI YHCJA.

: RESUME
Le présent travail est la traduction de la conférence faite au Congres

nternational des Mathématiciens a Bologne au mois de septembre 1928 sous
e titre ,Sur les Fonctions monotones®.




Sur la variation minimale du polynome P,(x) mo-
notone dans lintervalle (—1,+1) dont les derivées
P/ (1)=d=a, P,/(1)=0 sont donnés

(Resultat du travail collectif de la Section de mathematiques appli‘(ﬁlées de 1'lnstitut des
sciences Mathématiques d’Ukraine, etfectué par M: M. S. Bernsiein, W. Brecka, B. Rymarenio)

Il est connu, que chaque polyndme monotone du degré impair n =
= 2m -1 dans lintervalle (—1, 4-1) peut &étre présenté sous la forme

Pue)= [ 10 @+~ Vel a)

ou U(z) est un polynome de degré m, V(r) un polynome de degré m —1,
en supposant, sans restreindre la generahte que P,(—1)=0, car tout poly-
nome non négatif dans lintervalle (— 1, 4-1) de degré pair 2m peut éfre

mis sous la furme1!)
U2(z) + (1.—x?) T3(x).

Ainsi le probléeme consiste dans la recherche du minimum de
]
Pu(1) = [ [U3)+ (1 —a2) V() da, 2)
=1 L
que nous pouvons désigner par L, sous la condition, que
U¥1)=a=a? 2U'(1).a—2V2(1)=0. (3)
Nous introduisons une variable auxiliaire U’(1) =d, qul dmt satisfaire seule-
ment aux conditions, que
2d.a—b=272%1)=0.
En cherchant le minimum de lintégrale
: b
/ U'(x) dz
=1

sous les conditions, que U(1)= g, U’(l)—d nous trouvons que ce mini-
mum est

i 2 [a2m? (m—2)2 — 6adm (m+2)+ 1242 (4)

m? (m - 1)% (m - 2)2

1) Polya und Szegd.— Aufgaben und Lehrsétze aus der Analysis. B. II. Seite 82, Aufg, Ne 47,
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D’autre part le minimum de I'intégrale
41

/ (1 —a2) V(x)dx

o

e g b
sous la condition V2*(1)= ad-—7, a pour valeur

8(2acl—b)
(m 1)% (m

(Tan S

(5)

Ainsi
12d7

m(m-2)

si nous prenons pour ¢ se_ulement des valeurs, qui satisfont a la condition,
que 2ad—b=0.

Mais
oo 8 12 ,am(m—2)\°
T T2 m(m—1)2 (m—2) [m (m—2) 9 6 >+

2a2m (m —+— 2
i 3 = _b]'

8
"o (m+1)2 (m+ 2)

Ly = mi la m (m—+2) — dad +4— b],‘ (6)

Done

e 2
L”=~3(m—|—1)2 [a mzm(m—kz)J’ ' (8)

si la valeur dza—%ﬂ est acceptable, c’est a dire, si -

wmm2),

(32
L5

b=

-

a*m (m—-2)

,alls
3 0

Au contraire, si b >———

L,= atm(m—2)-} -

8
m (m—1)2 (m—2)

que nous recevons en prenant la plus petite valeur d= 2% qui conduit a
Gn = V(Q;) = O.

Les formules indiquées ne sont pas valables seulement pour a = 0. Pour-
tant dans ce cas nous trouvons directement, que

£ 3(0) o
Lﬂﬁ?”(m—{— 1)2 (m 1-2) (10)

qui rentre comme cas particulier dans la formule (8).

N

=l (9)

i
!
|
|

D —



Sur la variation minimale du polynome monotone Pp (%) y 2}

En passant aux formules asymptotiques, nous voyons, que si’ g sa o

= Am?, alors
16a - I 3k ]
o fpie (m - 1)2 1 om : £
g1 o =2 et Agl, ou si A <0.

0]

(s

Au contraire si 8 =2 et A>1 ot 0 >2 et 4 > 8, alors

%o
2
=G0

P 3a < 3k 3k ) 5

T 1) ~1—¢W2%m—4
[IPO HAUMEHIIY BAPISAIUIO MOHOTOHHOTO IOJIHOMA P,(x) B IHTEP-
BAJI (<1, 1); DOXIABRI SKOTO (Py(l)=0==82, Bi{l)=10) :

(Pesyaptar konertmBHOi mpani C. H. Bepumreiina, B. ®. Bpxesxn ta B. 0. Pumapenra Ha
BiAALII DPEKIaIHOT MarTeMaTAkd Ykpaimchkoro lueruryry Maremarmanmx Hayx)

( 1 lbis)

Bimomo, 10 BCAREA MOHOTOHHWE IIOJIHOM HEIApPHOI'0 CTeleHd 7=2m--1
B iHTepBaJi (—1, 1) MOMHA HAIHCATH TaK:

a

Po(@)= [103@) 4 (1 —a2) V() da, L

1

ae U(x) e moniHOM cTemeHd 7, a V(x)— I0JIHOM cTemeHs m — 1, 3 JIOJATROM

YMOBH, fiKa He TOPYIIYE BaradbHOCTH, MO P,(— 1)=0, 60 KOKHHH, He BiL'6M-

HE# B iHTepBa’i (—1, 1) HONIHOM CTemeds 2/ MOXKHA HAITHMCATH B (opMil):
U2 (@) -+ (1 — 22) V3 ().
OTsxe 3aayvya 3BOUTHCS Ha Te, IMI06 3HANTH HaliMeHIIe B3HAYIHHI

+1 ‘ :
Po (@)= /’[ U (2) 1 (1 —a?) V()] da, (2)
£F
1103HAYMO #H0TO depes Ly, 33 yMOB, IO
U2(l)=a=a?; 2U' (1)a—2V2(1)="b. (3)
YBeniMo MoIOMIKHAN ﬁapameTp U’(1) = d,— Xajt BiH JHNIe BIOBOJHHAE yMOBY
2ad —b=2V72(1)=0
(6epraioyd B MiHIMYM HHTel"pa,JIh

+1
. [ U2(x) dx :

3a yMoB, mo U(l) =a, U'(1)=d, 3Baiijemo, oo He# MiHiMyM

i —mr(mt 18)2 (m -2y | @me(m —+2)2 — 6adm (m - 2) 12 @l @

7’) Polya u. Szegt.— Aufgaben u. Lehrsatze aus der Analysis. B. Il S. 82, Aufg. No 47.
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3 mpyroro Goxy, MimiMyM iHTerpana

i
f(l —x?) V2 (x)dx

ot

b :
3a YMOBH, IO V?(l)zad—g IOPIBHIOE

8(2ad —0) ;
T mm 12 (m+2) (B}
Orae
: o 8 e 12d* g
L”:mmm(m—f— e (mF2) [a in(fn+2)—4ad—{—m—(mT2)— bJ , (6)

AKOI0 1718 ¢ GpaTH JHMle Ti 3HaYiHHA, [0 CHOPABIKYIOTH YMOBY 2ad— b= 0.
Age

L B 1?2 (m+2) [m(mlj— 1 — LBy,
+%m (;n—]—z) -—b_—] : , (7)
A. TOMY ‘ :
L mfi‘gz |a— m(q%:zjj ’ (8)
AKII0 3HAYIAHA 14 d — @m»{?%ji?_) € MOMJIuBe, TOOTO KOJM
| e v )
HaBmakm, agmo b > q—z—m—(—giﬂ TO
& : - 94_)
L":m(m—}—ll)gz m ) acm (‘m+2)+m(_7ﬁ——2)_3b (1

: % : b
siKe NicTaHeMo, B3SBIIH HaliMeHIIle 3 IPUIIYCTEMUX 3HAYIHD d = e
oo BiXmoBimae Ga= Viz)==0.

JdusHadeHl (QOPMYJH He rofAThcd JHIIe NJd ¢ =0, ajJe B [bOMY pasi 6eslo-
cepenHbO 3HAXOJHEMO, IO :
—8(b)

m(m—-1)* (m -+ 2‘,)

Hapepeny gopMyay HicTaHeMO AK OKpeMH# BRIANOE opMyand (8). llepedmormu

Ln: (10}

J0 ACHMOTOTAYHHX (OPMYJ, HepecBimuyeMOsh, M6 KodAHd E:k:Am“, TO

16a / 3k )

Pl e At
& (m—J,—l)Z( 2m?2

(11)
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: 1
opr 0 <2 a TaKOK IpH 0 =2, Aé-?:, a Tako® npm &k <0,

. 1
KoIm & 0=—=21 4 > —

P B TAKOXK, KOIH 0 >21 4 > 0, TO

i 8a [ 3k 3]62]_

BT R e R






W. BRECKA ef J. GUERONIMUS

Sur le polynome monotone qui s'écarte le moins de

zéro sur’ le segment donné dans le cas ou les va-

leurs de ses deux dérivées premiéres sont données
aux extrémités opposeées

Nous allons résoudre le probleme suivant:

Déterminer Voscillation minima dans Uintervalle (—1, -F1) d'un poly-
nome mon décrorssant : '
Y(x) = e+ i@ . . = Cn

de degré mon supérieur @ w, si Y (—1)=a?, y'(1) = b

§ 1
Soit
yle) = f u(x) () do

.
—1

ol foutes les racines de w(x) se trowvent dams Uinlervalle (—1, 1) el q(x)
n’a pas de racines dans cel intervalle. On trouve facilement que

wi=—1)F9, w1} >0, wW{lj>0

Nous voyons aussi que q(x) me peut pas avoir la racime r—=-—1, car
alors on aurait y'(—1)= 0. Plus lein, si q(@) = (1 —z)s(x), alors

y" () = 2u(a) w' (2) (1 — x) s(x) — v2(@) s(z) - v(7) (1 — ) S’(m)

et pour =1
y'(1)=—u*(1)8(1) <0

dons, q(x) ne peut mon plus avoir la racine x = 1. '
Supposons que le degré de q(x) dépasse Pumité. Alors on pourrait con-
" struire le polynome
e
Hiw)= [ w@) lg@)— 2 (1 | @) (e )
2 ' ]
ou
st S g S
— 4u(1)w'(1) - ud(1) 2

==

T — - ; T o
e T ¥ T
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et & est choisi de telle maniére que

: g@x) — 2 (1+x) (e —x) >0
pour —1 < < 1. A
Alors y(z) satisfait a toutes les conditions de notre probléme et y(1) <<

< y(1). Par conséquent le degré de g(z) ne dépasse pas l'unité et nous avons

y(x) :/'uz(a')d.r pour n=2m -1
<)

oA

_I/(CIJ):/ wHx)(z=x)dxr (>1) pour n=2m-2.
e

§ 2
:
Soit # = 2m -+ 1. Nous devons donc minimer Uintégrale L = / u?(w)da
1

sous les conditions que

wA—1)=a>, w(l)u(l)=

B [

Posons

ne

z Y
; () = zl o Pr(2)
g k=0

ou Py(x) est le polynome de Legendre. Alors nous devons minimer

m

iy Y
e 2k -+ 1 (1)

=y
sous les conditions que
m 1

w—1)= 2 arPr(—1)=a
=0
m m (2)
sdele R
'll«(l) un (l,) — Eakpk(l) . 2akplc (1)'-——' -
. k=0 k=0 3
Les conditions d’extremum nous donnent
a o ; e
—27_{%3-:&(—1)—%@{/»0(I)Pk(l)—%~u(1)PkmJ (3)
(=01 2 . m)
d’out
2L = Aa - ub? (4)
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Plus loin:
4
Vi

4 X i — 1V = da =14 ¥ @k+ 1) u [@’(1) Dk 1) (— 1)+
k=0 k=0 : & k=0

+@(1)E(2k+1)(—-1)’*‘Pk’(l)] |

"

4Vak_4u(1)—-x 2(2k+ 1) (=1 44 [u (1) 2(2k+1)+

+u<1)2(2\k+1)m’(1)j

42akp,,'(1)— dur/ (1)—12(2k+1)(-1 kP (1)+p{ 1) 2(21;-{—

1) P ) E (2k+1) [Pk'(l)JZJ
k=0

ou autrement

4a = AA +u[Ew' (1) 4 Fu(1)]
4u(l) = AE 4 u [Au'(1) 4 Bu(1)] (5%
4u'(1) =AF -+ u [Bu'(1) -+ Cu(1)]
ou 'on a posé ,
4= 2 (m—1)2
B E 2k +:1}Pk(1 ) Pl =2 ey 1,12 i
=0 ‘
B i e S e e e =y
0= 2(2k+;) [Pe(n)]e = " 2T (6)
k=0
= k1) Pty P —1) = 1) (0 -2)
k=0 5
= E (2 1) (— 1 = (= 2)" (1),
=)
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[Le calcul de 4 et E ne présente aucune difficulté. Pour calculer B
et C nous utilisons la formule

PICERPAEE O
=0 :
iyt PO P +a—8) B O P |

i+J-+1

Enfin pour déterminer F on prend la formule de Ohristoffel-‘

Vm 1) o) Bty m 1) o) Pl — Polt) P w,

k:O

En la differentiant par rapport a « et en posant ensuite x =1, y =—1,
mous obtenons le résultat voulul.
Nous avons

[ (AF — BE)—4E]A

“l) = o (Br —A0)—8Bu—t 16 i)
[#(CE— BF)+-4F '
W)= 2B 4C)—8Bu |16 ol

En faisant le produit de (7) et (8) nous trouvons

oo TR AC) — 8By} 16)° :
— 2 [uw(AF — BE)+4E][u(CE— BF)J-4F) : ('}

En substituant =(1) et «/(1) dans la premiére équation (5) nous trouvons

2 2 2
ABE
E A B|-+8(4AB— EF)u—164

F B

U/Z

De (9) et (10) nous obtenons I'équation pour wm:

g WA~ BE) - 4BJI{CE—BF)-4F] B S

[ |AEF| » |2 s
w2l B A4 B|-8(AB— EF)—164

1y J. Gueronimus.— Sur l'écart minimal quadratique d’un polynome de zéro dans un
intervalle donné.

Communications de la Société Mathématique de Kharkow. Série 4, tome i, p. 17.

2) Journal fitr Mathematik.— Band 55. Seite 73.
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Pour les grandes valeurs de m nous avons

-~

A~m? B~%m4 C~112m6 B~ (—1)"m F,N(:_ll:”ma
Celle e g N e
AF— BE s CE — BF ST AB—FE.\»—Z
AEF i
A B
{FFBC
Alors P'équation (11) prend la forme
8(4 +4) (2—2_4> b o
PE O T
(\4—8—{—23——16>
¢ Lok . Ao
ou 2=mwm'. De (10) nous trouvons b
Donc
Ape o Seph? : ]
moga L 9
oll g, est la plus petite racine positive de ( 12)
§ 3
Soit
By o (et (3
o ~ cms. - (14)

(Zogins e
e
Alors, il faut distinguer trois cas.

7k =
m e

2 ——t
L~2ﬂ+§ﬂ/12 ~3)ca?

T2 mi—e

L0220, zO=16(1/1'é~3)+

Si 0 < a<t2, alors le rapport du second membre aa premier tend vers.
zéro. Par conséquent

2a°
W~
me

507 g 2gj+8(VT2+3)ca2 2a2 | 8()/12—3) b2
T g e R i e
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Si a>2, 4 —a< 2, alors le rapport du deuxieme membre au premier
tend vers zéro et

- 8(Y12—3)eaz 8(Y12—3) b2
s m4—(l oo m4 ——_..

II. @ = 0. Alors de (14) nous trouvons 2, (un nombre fini), et

puisque le rapport du deuxiéme membre au premier tend vers zéro.
1. Soit enfin o < 0. Alors de (14) z,= 48— km*

2a2 | 24ca?
[ =
Donc
92
L 2@
m,z
Finalement pour a <2 7
;2 ,
bt (15)
our a=—>2 7
202 | 8()/12 — 3)b* |
1 ; (16)
me= m
pour a>2 15
8(y 12— 3) b2
o __(V__—L = (17)

m?

Comparons notre probléme avec celui de M. S. Bernstein ou la derivée
premiére seule est donnée !) (pour x = — 1) et avec le probléme de M. W. Bre-
€ka ot la derivée seconde est donnée 2) (pour z=1). Le ealcul montre que
dans le probleme de M. S. Bernstein

2a?

done a=0 et L~—
m

selon (15)

Dans le probleme avec la derivée seconde le calcul montre que

e :
¢ TR 2 ' Vs
t LNS(‘/IZm4 il selon (17)

donec a =14 e

1) Lecons sur les propriétés extrémales et la meilleurs approximationdes fonctions analy-
tiques d'une variable réelle®, professées & la Sorbonne par S. Bernstein, p. 47 —50.
2) Comptes Rendus, t. 186, p. 1187.
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_ § 5
Supposons maintenant que

Y (—1)=0, y"(4+1)=0a.
- On prouve aisément que

y(m):fzﬂ(w)dw H{—1)=0,pour W= 2m-1

—1
€

,z/(a;)zfuiz(m)(l—{—m)dx pour n=2m - 2.

—1
Posons n = 2m--1. Il faut minimer
-
T / u? (x) do
s
sous la condition que
2
Uf~-1}=0, ‘w(l)u (1) = % :
Posons

w () = 2 Py ()
k=0

ou Py (z) est le polynome de Legendre.
Nous devons, done, minimer

o 20
e 2 2k -1
k=0
m 7m ™ b
2
E Iak(—'l)k=0, 2‘ O . E akPkl(l.):_z"
k=0 k=0,

sous les conditions que

k=0
Nous trouvons facilement que
; L
. iita.
0=2A4+u[Ew (1)~ Fu(1)]
et 4 (i) = AE -+ [Aw' (1) Bu (1))
i 40/ (1) = AF -y [Bu' (1) + Cu (1)]
o0u 4, B, G, E, F ont les mémes valeurs qne précédemment,
De (18) nous trouvons

= #1E (O Pu 1)

et 4Au (1) = —un[Eu' (1 Fu (1) E-+ Au [4Auw’ (1 Bu (1)
L R R R O e )

(18)

(19)

(20)
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De (20) nous trouvons
’ 44
T AB—EF V(4 — B (AC — F?)

et en substituant les valeurs de 4, B, G E, F, on trouve fmalement 1oseil--
lation cherché

ﬁ4b‘)
T m(m-2)[3m22m—1)F2V 3(7n~+zzn——z)(7nz+o'hi)]

Pour #=2m -2 on trouve

24b5

(m—l—l)(m—i——‘z ) [3( 7)12+3)1z+1 1/5(21n3+6m—|—1) 2rn2+6m 1—3]

Pour les grandes valeurs de m on «

On péut obtenir cette formule de (16) en y posant 2> 2.

§ 6
Supposons maintenant que

y(—1)=a? y"(1)=0.
Soit

€T

W) = /‘u2 ()q (x) dux.

(J
!

Il est clair que w (1) =0 parce que g (1) =0,
Plus loin g(—1) 3= 0 parce que y'(—1)=a? F 0.
On démontre aisément que

2

;/(at):fu‘l(m)dx, w(l)=0 pour n=2m-|1

=1
y(m)=fu3(a;)(1—a:)dw, % (1) =0 pour n-:2m-{—2.
)
Supposons le contraire. Alors on peut construire le polynome

€x

Yu (@) = f u? (x) (1 —x)* [¢g (x) — L (1 @) do

-1
o1 4 >0 est choisi de telle maniere que

q(m)——l(l +x) >0
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our —1 << 1. Alors yn (@) satisfait 2 toutes les conditions de notre pro-
1éme mais Fion , s B aaseE ey iy : G g

Yn(1) < (1)
ce qui est impossible
Nous devons donc minimer 1’1nteg1a1e (en posant n—2m+1)

1

L= [ u2(x)dz
4

sous les conditions que 7 e
‘ u(—1)=a u(l)=0.
Alors

m

e Bt [ B

k=0

Les conditions d’extremum nous donnent

4a; i A
.2k_'_"i‘—~_;ka(.. 1) - pPr (1)
k=0, 1, 2,...m)
d’otn
ra
: L=E ; (21)
Plus loin

=l§(2k+1)PR2(—1)—‘—‘u’§(2k+1)Pk(l)Pk(—l).
: '.7, - : k =1 g (22)
0_12 2k—|~1)Pk(1)Pk(— 1)—|~y2(2k+ 1) P (1), - o

k=0

Si on trouve 4 de (22) on obtient de (21)

S
T mi2m
Pour »=2m 4+ 2 on trouve
T il
m2 - 3m

Pour les grandes valeurs de m on trouve la formule asymptotique

4
e L
m2

On péut obtenir cette formule de (15) en posant « <C2.

3 HayeoBi aOMCKH 3 MATEMATHEH
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B ni# crarri ME po3r’A3yeMo Tary sanady : !
Suaiimu Havimerue i0TUNCHHI 810 HYyAs & twmepsani (—1, 1) mono-
MONH020 NONIHOMY, WO He cnadae

W) =@+ e@” 2+ ...-Cs
CMYNHA He U020 3a N, KU OaHo
y(—1)=a? y'(H1)="0.

‘Mu morasyemo, 1mo y(x) Mae BH[

£

y(x) = f u? (r)dx, n=2m-1,;

4

y(m):fuz(a:)(zi:v)da;, n=2m-} 2
el

b2 ;
IIpmuyckaipoyd, 110 a§~cm“, Ta n=2m -1, MA 3HAXOJHMO :
: a2
npm a< 2 BlAXHMJEeHHS L~ 0 (1
ul =2 = L""’?iz"l—8 VIZI——gbZ (2)7
sV 12—3)p2
» & = 2 ” L~ ( )b (3)

m4

‘ Jlaai, mpuyckapym, mo y'(—1)=0 Tta y'(1) =0b% uuE mOKasyeMo, IO
MaTHEMe Micme ¢opMyJaa (2).
Komm ¢'(— 1) =a?, Ta ¢"(1) = 0, ME [0BOIEMO, III0 Ma€ MicHe dopmyaa (1).

e ———



4. TEPOHIMYC

Y3araabHenssa Teopemn Huler'a mpo GpaxicToxpoHm

Xai#l ToYka I A6 GWJH, II0 MaE CHIOBY QYHELID U, pyXasThCA B3I0BE
TagRol KpHBOI JiHii, mo06 iHTerpa

[e(as
2
MaB MiHiMyM (4K 3BH9alio U+ h= 7—”;—; o(U) moBiabHA (bymmia U. Koam
o(U) = V2(U + k), maeno BidpHEE pyx; KodH ©(U) = —~——x=——Ma6M0 6pa-

V(o U +h)
xieToxpony).

Pisranasa Euler — Lagrange’a IanTh
Fo_ i, 06018040 do] (0
dst o(U) dU lLox ds ds :

Xait £, m, » 6yAyTh KOCHHYCH THX KyTiB, M0 IX yTBOPIOE TOJOBHA HODMAJb
Hammol JiHil 3 KOODIWHATHAME OCAMH, o, 7o, 7, KOCHAHYCH THX CaMHX KYTiB
i BimbHOro pyxy. Toxi mMaemo

BU avlv dx

1/ —S_ = oy - AR (O R
>

Mu GawmMo, LIO 6 KOJICHIL MOWYE HaWOl Kpusol it paditoc wpusutu iide

8300601c MiET CAMOT MPAMOT, A% DAL MPAEKMOPTT, WO T ONUCAAG O HAWE MOWKE,
KOAU O, NOUWUHAIOWU 3 16020 MOMEHMY, GOHQ PYLALACL GLA6HUM DPYLOM ).
Hposm:ua Halol CHJAHM Ha GiHOpPMaJdb JOPIBHIOE
| U U 07
l dr Oy 0Oz
gl
! ds ds ds
| @z @y @z |
| ds? ds? ds? ]

Otke F»—Ta Ny = 0, T00TO HOPMALLHA Pearyis ti0e 630062C 20806H0T HOPMAAL? ).

1) Appell.—Traité de Mécanique rationnelle. Vol. I. Chap. XV, probl. 10
2) Appell——lbidem, § 255. Théuvreme d’Euler.

3*
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Pagnioc rpuBuHHE Hamol anBo'l‘ ,ILOpiBHIOG

cP(U) I/F2 U
a 14 BUJIBHOIO PYXY
| b 2@
NE= =
aT?
]/FZ e
SEERBO OO0 e Sl (e da e rpathis
e e
: 0 ¢(U) - ' \
3 piBHaHHA
, P
= & + n— ;
SHAXOIUMO HOPMAJBHY DEAKLin : ek
U &
_*[ ¢(0) 1] £ . . 8
a60 imakme N= (@ —1) B @

Arwo mu xovemo, woo pa&wocu %pufmuu HAWOE MPaekmopii ma 6iabnoi Gyau
nponopumm mpeda oo
; U)

U—I—h) d T gcp(U), ¢ = const

3BIZKHE o(U) = (U4 h)%
Togl A N=(c—1)F,
Kolm ¢=—— 1, ME Ma6MO 6p‘aXicToxpOHy.

. Hons mel '90——9 - N=—2F,.

TagmM 9HHOM ME HlGTaHeMO Ak okpevdit BAmaNOK, Euler'oBy TeopeMy:

ﬂmego MOUKA, PYLTAEMELS, 6300601C OPAXICMOTPOHW, MO HOPMANLHE DEAKULS
fi0e 63006JC 20/106HOT HOPMAAL Ma O0PIBHIOE (3 00ePHEHUM 3HAKOM) NODGITNIT
HOPMAALHIT CKAAOOBIT CuLl.

J. GUERONIMUS

GENERALISATION D'UN THEOREME d'EULER SUR LES BRACHISTO —
. OCHRONES :

Supposons qu'un mobile. parcoure sous l'action d’une force dépendant
d’une fonction de forces donnée U la courbe qui rend minimum lintégrale

ol B -2— ‘et ‘g (1) ‘est une fonction arbitraire 1 ap e it dalmah
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Pour ¢ (U) =V 2(U—F k) hous avens le mouvemetitdibre; et pour o (1)
—__1 ___ le mouvement brachistochrone.

2(U~+1)

Les 6quations d’Buler - Lagrange nous donnent

@z 1 de(D) [ﬁU" ﬂfd_w]

RS

i~ e(U) dU ‘| dxr  ds ds

~ Désignons par I, m, n les cosinus des angles de la normale principale
& notre courbe avec les axes et par l, g, %, ceux de la normale prinei-
pale de la trajectoire libre. Alors R

L e dEdsey oeon Wkl we g ety FolR (81’]’-)2
E_V#idU‘7—lu ol lf._‘/(-(ﬂ/—{—(_a—y_>—}— v

Il est clair qu’'en chaque point de motre courbe le rayon: de courbure 63t
dirigé suivant la méme droite que celui de la trajectoire que le mobile décri-

rait s'il devemait libre & partir de ce point'). e
La projection de notre force sur la binormale est égale a e Sel
oT et 6U0_g@_(]: : ESIer ’ rii st
4 e TR e o
Fo=o | do dy de
ds - ds ds
Sl o
-ds?  ds* ds? atE

Donc Fp =0 et par conséquent N, =0; c’est a dire la réaction normale
est dirigée suivamt la normale principale?).
Le rayon de courbure de notre courbe est

_9(U) 1

e
S

et celui qui correspond a la trajectoire libre est égal a

L

R D O B
au \2
Vr—(4)
d’ou
o _ 2AU+1)9'(T) S s
: ?(0)

1) Comp. Appeli. — Traité de Mecanique rationnelle. V. I, chap. XV, probl. 10.
%) Comp. Appell. — Ibidem, § 255. Théoreme d’Euler.

T ——

(1)
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On trouve la réaction normale au moyen de I'équation

N Fp= ’”?”2
d’our
‘ 2(U-+h)g' (U) :
: [ #(0) J 5
ou autrement
Ne (g—"— 1) Py, ‘ (4)

Si mous voulons que les rayons de courbure de nolre courbe el de la
trajectoire libre soient proportionnels il faut que la relation

2(U+h) i;—([,ﬂ =2 (0) ¢ = const.
soit satisfaite, d oii
1
o U) = (U+h)?7".

0o = CO et N={c—1) Py

Alors

Pour ¢= —1 nous avons le mouvement brachistochrone.
Alors :
Qp=——20 et N=—2F,.

Nous avons donc obtenu comme cas particulier le théoréme d’Euler :
dans le mouwvement brachistochrone la véaction mormale est dirigée swivani
la mormale principale et opposée au double de la composante normale de
la force.




A. J. TEPOHIMYC

[Ipo mafiMeHTe BiIXWIEHHA BiJ HyJs MOHOTOHHOTO TIO-

JiHOMY, KOJIM 33JaH0 3HAYIHHI OJHOIO KoeinienTa,
§1

Sajmagy, mo TyT il mogaHO, 3OPMYJHOBAHO TAK:
satimu HalimeHne 6i0TUACHHS 6i0 HYAS 6 tHmepsasi (— 1, - 1) MOHOMONHO20
HecnadHozo noatHomy

y (@) =0 +ox* ' .. ot 4 o.n,

CIYNEHS HE GUUO20 30 N, KOMU DaHO BHAMIHHS Woe0 Koedivienma o

(3amauy po3p’A3yBaTAMeMO ACHMITOTHYHO, BBAXKAIYH, IO % 3POCTaE MO
6e3KOHEYHOCTH, aJje [/ 3aNWMAETHCSI KOHEYHHM).

Hawomy nosinomosi moscemo 0amu makuit 6uenad

y@)= [ ol@)dx
s

de ¢(x) >0 dan —1<w<1.
Yepes Te, mo mepma IOXijiHA Hamoro IoJNiHOMY He HeIaTHBHA B iHTep-

BaJi (— 1, 4-1), 4cHo, mo Bei kopeHi ii, mo Jexars B iHTEpBadi (—1, 1),
MOMKYTh GYTH TiNbKH NapHCTOI KPATHOCTH.

Xait
o(x) = (1 —o)* (1 )8 w(z) q(),

e KoMHe 3 49Hcea o i B mopiBHoe a6o HysaeBi, a6o0 oXMHHELI, %(r) MOTIHOM
CTynend m, a g(x) He Mae KopeHiB B imTepmaini (—1, +1).

I06edim, wo Q(T) MOKCHA 660CAMU 34 NOCMIUHY GENUIURY .
Xai :

@) =01—ar(+afue), y)= 3@ ds

R =YD =M@
0‘1—10’;

je depes o; 3asHadeno koeimienT upm 2" B moxiHomMi y(z), a HOBUTHBHY HO-
cTiliHy BeamuEHy A BEGDAHO Tak, m06 ¢(x) —A >0 maa —1<Lor<1 i 6i(a—
- )\0'1) > 0. TO,Z[i :

: R'(x) >0 Mg —1l<z<l,

>

T et P T ST A AR T e

e

TR e A S R TR

S
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T06T0 ToJiHOM, R(7), CTyIleHa He BHINOIO 33 %, TeX MOHOTOHHHM B iHTepBaJi
— 1<z < 1. Horo koedimieHT TpH 2"~ I0piBHKS, 09EBAAAIKE, O . TaxuyM YHHOM
MOJIIHOM R(:v) 3aJ10BOJIbHAE BCi yMOBH Hamlol samadi.

Xait ;>0 i 0;>0. Toxni

07

‘—(—l —(_—’ (1)
()] ;

~ 60 BiXWJeHHA HAIIOI0 MOJIHOMY y(x) B igTepsami (—1, -1) .He Gixpm 3a

BilXuJeHHSA AKOT0 3aBI'OJTHO {HII0T0 MOHOTOHHOI'O IOJiHOMA, CTyHeHH He BHI]IO[‘O
3a 7, KOJH IX KOG@)H],IGHTE npa gt I[OplBHIOIOTI) OD;HH]Z[U,I

Age Tomi- ¥ S ISR RS
Ry YR—MD gy DO
0’1—)\61.
Ortse, 3 HEPIBHOCTH 5
1) _y(1
y() - y(1)

Skrbata oy, i 01 1
BHXOIMJO 0, mo F(1) <y(1), a e DOKa3ys, 1110 (opma u*(x) (11— w)a (1 —i—w) q(a:)

He MOXJWBA, 60 %(Z) moNiHOM, SKAI HalMeHIIe BiAXHIAETBCA BI HyJId.
Komm ® 6yJyo 6

To SCHO, IO IOCHTH POSLIAHYTH (POPMY
w(x) (1 — 2)* (1 4 x)B.

_AmanorivEEME MipKYBAHHAME MOJKHA IOBECTH, MO #pw O0Yy0b - AKUT SHAKAT
d; i a; Hawo./uy NOMNEHOMOBE MOKCHE Oamu fopmy

w)—'/(1~w)“(1+a:)i3u2a/idx

0e a =0, =0, a0 a=1, =1, woau m HENAPUCIE G0 L a=H0 8 ==

ado o= 1 8=0, %K0U M NAPUCTE YUCAO.

y

§‘ 2
Orme, HaM TpeGa o0epHYTH B minimum iATerpas
- :
L:g/,(1—m)a(1+m)@u2(a:)dx
—1

R ymom mio o; Mae 3ajlaHe aHaquﬂ Jlna nporo npnnycho =

Zak Pk

o




IIpo natimerwme ei0xusenmns 610 HYAA. MOHOMOHHO20 NOMHOMY

e Pk(w)—H()pMOBaHHIZ[ IIOJIIHOM J acobi, Toﬁ'ro
R Ao i lﬁ:fzs
/ (1L + a:)B Pk(w) Bt
| : 1 k = S.

Xt " P =dla L

Han mpeda HAUIMY GCUMRMOMUYHE SHAYIHHS d( ) 86AMCAIOYW, S BA KOHEUHE
we10. CﬁOpHGTVGMOGL 3 MEQEPeHIisaBHOr0 plBHaHHH ToJiHOMiB Jacobll)

(1 —a?) P'y(2) + [8— o — (a-84-2) 0] Pul@) 47 (1 - a -+ 4-1) Pal@) =0,

a00

n—2 n—1

1—-—502)2 (n—s)(mn—s—1) d(n) pee? Ly o) E i d(gn) g

8=0

—(a+@+2)m2( ) dP g 8'1—}-n (n4a+B+1) zd(") gt =o0.

3piBHDIIYA Icoe(pmlenm npa "%, MH mc'raHeMo pmHaHHa
d(n)(Zn s—i— —{—S—[—l) = —(%—8+2)(n—s+ 1) d(")2+
(1) s ("—S—Fl)d(gn)l,
a6o, iHakmie, JJIg BeJHKHX 3HA4iHb 7
~2$(Z:.(9n) &iE "dgz—)z e L 8) dﬁﬁl | . e (3)
Hepmmit Koedpinienr di” merko HamECATH, KOPHCTYOTHCH i3 (opUyTH

L mtetp): ]/,(zn+a+p+l)n!m+a+ﬁ)!f’>
O =g nlnTalp! 245 () (- B)!

Komm M@ cropuctyemocss 3 opMmynm Stirling’a?)

- nlNl/.E@ nn

2

TO JeTKO HalnemMo, Imo

3paliiM me d‘") IlominoMoBi Jacobi P,(z) MOKHA NaTH Tamm BHIJIAL 4)

,‘ 2 0! ! a)l :
Pp(x)= 1//£ n_;z+;tlpzz+a)|(z:l_i:p)—}_ﬁ 7;_;’-“? <_n’ n—+

Fatpt1, ot 152,

1) Pélya und Szegt.— Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis, Bd. Ii. S.'208.
2) Ibidem. Bd. 1I, S. 292.

%) Ibidem. Bd. I. S. 79.

4) Encyclopédie des Scienees Mathemathues ’I‘ome 11, volume 5, p. 231.
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e

Fla, b o =1+ 2420000y

rinmepreoMeTprdHa (QyHKIiA. SKmO0 HANACATH B miii TiMBPKE 1Ba HAUBHIII

9JeHd, TO HaUleMmo, 110

w_ o/ Crfetpfnnintatp! (@Entofp—1)!
g ]/ SR T kT B(n— DT Fa BT P

Kopueryouncs 8HOB i3 dopmyin Stirling’a, M HalieMo, 10

n g
an~25E . (5)

I3 (3) Jerro sHaAUIEMO, LIO

" nd™

) ’l’Ld( n) j
P SO R )

06edim, Wo 0% KOHEUHO20 t ICHYE Popmyaa
W ! Y
i % ) ( i 4
G P .

 Bleduny = BFI ST SLrT e g1 (7)

I3 (6) 6agmmo, mo 1A =1, opMyna (7) OpaBIHBa.
1Togedim, wo woau eona npasiusa Has t=1, 2, 8...8, MO 60HA npasouss ma-

i = 1)s+1 e dgn)
to-H 1)~ —nd D+ =B~ T T

: (— 1) 0 d®
Tl e

xooe 048 i=s-1. JliicHo,

AJie BiHOINEHHA Jpyroro d4leHa miel' CyMH IO IepHIOro dWieHda MHpPOCTYé 20
HyJs, KOXNH 3pocTae 7. Uepes 1e

s+l s+l 3(n)
L (—' 1) n dO‘
28-+2 22(&-[—1) (S + 1) !

Tar came
it 1)s+1 n* 4™
() nd™ w ! :
2 (25 -8) i, s~ — nd 5y, (0 — By e~ 2% o1 =7
3 o] 1 o 1 1 c
R, U . U )

T e 2T e

-3Binciae. BUXOOUTH, IO

1 s+1 s+l 4(n)
d(n) = (— 1) i d(l
28-+3 22(S+1) (S + lv) ! ’

T Te—_—
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‘mo # Tpe6a 6yJo noBecTH. Omolce, 0CMAMOUHO, KOPUCMYIOWUCH 3 popmya (4)
¢ (5), mu 3HATOOUMO, WO
i AE B 0 +§
T S ) B e ity 2 B AT, S
o Va.s! : v Va s!

e 4 Ta § KOHe4Hi 9meaa.
. §3

Tenep Mu Mo:KeMo HimiHTH 10 posB’AsaHHsA Hamol samaui. Ilpunycmimo
cnovamxy | =2k. Mu MaeMo

N e T Y e R f (1—x)* (1 - z)f w(x)dr.
. i —1

3asnauiM uepes A koedimienT mpum z?m totf y pupasi
(1 —@)= (1 +2)Bu? (@) :

(depes s 3a3HaYEHO CTyHiHB w(x) i n=2m-+ta-+B-+1).

Tomi (n — 2k)ow=

SHali[eM0 BHpas nna A B 3amemHOCTI Bij KOedimieHTIB posRIany u(T)
8a moxigomam® Jacobi. Maemo

<20 - itk —1
i T 2 O i gy e ) (B —a) E Dyj i O+
7. j=0 3, j=0
i+l h—2
+(—1 .)“_lyaﬁ 2 By m—i Gm—j,
3, j=0

ae Ci,, Dy, Ei MaOTh Tare 3HAYIHHA :
1. as ¢ me J 00Hi6T napucmocmu :

k__'b_"—_] k—’-i_:’—
(m 7,) (m —) (m Z)
G~ E; D (e~ zﬂ)’f‘ EI 951 2(k A B LR
r-td g p—td
(m—z) (m—J) u (m—i) (m—j)
Dy= E "_'2"_-7—1)+1+ E |d2s+1 d 2 (k s———-—l)
S=
g i+J
i e gl :
(m=t) am=f 5 (m—1) (m—j)
By = E Idgs dg(\k_s_‘%tl)‘!‘ E 'dst dQ(k_eJ_?’ 2)+1-

8==0




4—4. . R L Fohs Tai : i Pepo’fb’f;ﬁ@y@ ot

. .« HopmeTyno4Hdcs i3 \(I)opmyJ.IE (8),. HAMEMO, - IT0 43 o

it/ v oo

k—-— iy
2s+ ‘H’} k_s_mj—_j e j—2(k—s—"+")+a+ﬁ
(—m)*.2 e 2
e _ At , 255 o
T | w.s) (k-5 — ) | 5
7
ot a+f it ek g a+f .
2 n =125 L - — k—s——]—l m—)—20Ek—8— —=—1) =l —0— .
+Z(_m)s Ao el i A
7 ) \
3=0 ﬂ.s!(k—s—~2——1/!
= o okiatp 2
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e » i . ; Z+] 1
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Mu ofMemENUCH NHINE MEDIIAM YJIeHOM, 60 ADYTHH WIeH CyMH 6yne HOPALKY
it
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By A i "uepes me Horo BimHONIeHHA 10 [EPIIOr0 WIeHa MIPOCTYE N0 HYJd,

KOJHZ 3DOCTAE . ;
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Jlergo Gauatw, mo Dy & Ey IIOpH,I[Ky‘ He BHIOTO 3a M 2
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- OcrarTodno Cij ~
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' 3a3HAYMBINM Yepes i Ta j GHCHA OfHAKOBOI TADHCTOCTH, TA Uepes 4; TA
Jy wHCJNa PisHOl MAPHCTOCTH, M MOHEMO HALHCATH : :

AR i4j<2k k_*:g’ n—2k—1 : o
| (—mn) i Qm—i Om—j e ;

N, ~ (— 1) e (7{'—3%7)' S ;

1 : %, J=0

2 = 21?/ )k _il+’; +1 L0 ( B) / i
= 1 2 a—28) Om—i, Om—;,
+(_ 1)“ oy m—i, Um rl+
ol
(i),

%1y /1=0
iz+f1£2k—l L 'il'Fjl'PI‘ :n;2lé. :

: (—mn) R O —i, m—!.x
et (B—a)i < ( : rl-ﬂrl—l) :

depes Te mo mpm zi T4 ji Pi3HOI MApHCTOCTH yMoBa 4y —j; <2k, emmanemﬂa
yMoBi ¢y —j; < 2k—1, To npyrmii Ta Tperidi wied GROPO‘lyIOTBCH. G sihy O
OcTaTouno ‘ 4 ‘

i+ =2k

k4a
Qm—i am_j i % (—“ 1) . TEGQk' (10)

‘ % 'Lﬂ <l sy
,,-:o(k—%z)!(—n)? ey

A = ‘ : i

Orxe maM Tpe6a oGepHYTH B minimum

{ “m
L= E a2,

r=0
{» Y "

Jcopnc'ryloqnc}, (bopmy.noro (10). yMOBH extremuma IAThH

Ap_i = - iy it | ' 11
E (—n) ;1 Z+.7) e

_,zxe = ] (modz) Ta z—{—] < 2k. 3BIJIC]JIB M 6a‘mM0 mo a,_O npn 'r<m——
— 2k. lloMHOKa0YA (11) HA Qp—i Ta II],ZICyMOBy]D‘IH 1o 7, Hannemo

; Tk gedh e iy AR ¢ .ZIL : (_‘_‘l)k—ka JUSop , R Ly
o T pET_on—2%—1’ :
BBinRiNg s ‘ \

(—1)F+2. qop
Pl _on—2%—1'

G e
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I3 niEi#iEEX ONHOpiAEAX piBHAHP (11) 3HAXONHMO DiBHAHHA, moe6 HAHTH A:

1 \ 1 1
k—!—-x 0 g e s
1 1
O Cwemnr om0
1
m 0 0 —“—‘?b

Y mpoMy HeTepMiHAHTI (2k 1) MOpAIKY eJeMeHT

gon® i=j (mod 2) Ta i+j< 2k Komm & i=j—1 (mod 2), a6o i-+j> 2k,
10 Cyj=0. ME MycHMO Halrd HafoiabIui 3a MOAYJIeM Kopilb (bOT'0 PiBHAHHL..
Po3ropraioud nei NeTepMiHAHT 33 CTYNeHAMH A, MA MOKeMO HAIHCATH:

A2+l [1_' 12k+0 (%) =0,

1 ; :
Ie gepes 0 <E> 3a3HAYeH0 CYKyIHiCTh dYieHiB, B AKHX B 3HAMEHHHKY € 7.
TakEM 9HHOM IJId 3HAYiAb 7%, MO OesKOHEYHO 3POCTAITH

7 1
)»~E—

Ta

k! | oo |

Sl e (12)

(OgeBHiEO a =0, KONV Oy Ma€ BHAK (—1)¥, Ta =1, ROJA BHAK Oy ONHAKO-
BHH 31 3HakoM (— 1)F*1),

§ 4

Poseasmomo menep dpyauii mosrcauguii sunadox 1= 2k—-1. Tak cawve, JE.
i paHim, MH HaiaeMo, IO

o j=k 41 i+j%2k :
Noger ~ (— 1)¢ ¥ ,Chuni O j~+(—1)* (§ —a) 2 ID;" Am—i Om—j
T 1=0 £5=0 ‘ [
itjzo—1

4 (—1)*-1aB E E;}. Am—i Am—j -

4, =0

e |
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1. Xait cnosamry i ma j 00Hi6T mapucmocmu.

Toni
k._'_‘U
(nwt) (m )] (M~t) (m—ﬂ
C,= E d, (re—s— er’)-M‘F E: 254+1 2(k o "“)
(m %) (m = + m"') (m I e 3
Do (ks < Dos 1 2(k s—El 1)1,
8=0
‘+‘71 k—“”—t"—l ;
(m %) (m—f) (m‘i) (=gl
E : d, (r—a— HJ 1)+1+ E' 2841 d2(k-—s—'—*—2'_’—1)~
8=0" . :

Kopmcrynuncs ia dopuynm (8), ME Haiiziemo, mo

n—k—1 i A1 bbb
AR e e et e
i s i . 5 r
: v (k) g (Y
et ;

a E, mopanky n 2
II. Xaii menep ¢ ma j neodnarosoi napucmocmu. Todi

P vl z+1+1
2
C..— (m—1) (m~]) m i) (m —J)
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: Eldzs Ay (3 s “’"1)“‘ E 2641 Dok—s Sy,
g0 8=0
k_i+2+1 - e q,-}-J—J—l
: 2: (i) i) E: 40, <m )
Dij: dy, 2(k e °+J+1)+1+ 2541 O k o “‘“’1)’
8=0
1+/+1 z+/+3
et Py ol 47 o)
E El 2(1:——8 ”’“)‘!‘ El 28+1 2(k —s— S
aBimciJm
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s(p e
2
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Orme MH MasMO ShsonE e T R W naiius Bl
4 j=2k+1 . 5t i i o'l
N N 1 P Y o RIS
nc?k—}-l"‘( 1) 7 + Qg —i am—j“]—
Lo %, i=0 A n(’c—-——é—‘z)' ;
2k o o ity
; g =mT
+(‘_1) (ﬂ—a) : Z—!—j anh—z‘“m-—-j“‘"
£=0 %(k—— )‘
it B 0 i
a - (_n) g
+(— 1) : : ZI_I_J k! m—1i, Bm—i, »
) %1, 1=0 47 (k_ _'—'_2L""_) !
-a6o mpocTime
by jy= 2k 41
Qm—i, Am—j, (— 1)o+k  Aogryy
41 g —1 ST Tom—ge, gL 1 (18)
f,,j,zo (—mn) 2 (lﬁ——l—£*>!
ne ¢ Ta J; plBHOl TapHCTOCTH.
Mu MycmMO 3HOB u6epHyTz B minimum
L= Elaf i i oh e
r==0 A
mpHE yMoBi (13). YMom extremum’a ,IL&IOTB
;\afm—-i o~ e -
1 y+Hji—1 . » ¢
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2(—n) ey
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Y UbOMY JleTepMiHaHTi (24 -1 20 HOPSAOKY eJeMeHT

1
C"q:j == T T

(—mn)” 2 ‘/A'*,:sz_>1 !

a8 i=j—1 (mod 2) ra t+j<2k+1. Koam ¢t=j (mod 2), aéo t4-7 >
>2k-1, 10 C;;=0. ME MoXeM0 3anmeCATH Hallle DiBHAHHA Tak

1 3 5
2k+2 2% LS5 S
A +—k!2‘1‘+0\‘n‘)"‘0:
w0 1 Tty :
BIOKINSA ACAMIOTOTAYHO A -~ l”.—" FOIU

T | Oog11 | k!
L~ on—2%—2 o1 (14)

Dopuyam (12) ra (14) MomHa 3'6/IHATH B OIHY, a caMe

s el

o1y (15)

IIpr /=0 Mu nicraremo BiIoMy ¢opMyay Ye6umopa, 1)

wn | 6, |
S =
Hpr /=1 mu nicranmemo hopMyry
T ! Gy J
L e (16)
AKY MOMHa IiCTATH DO3B’A8YI09H SaraJpHINIy 3ajady, a came HALOOHCEHH.
MEHIMAALHO20  G10TUNCHNA 85 HYAL  MHO0KEPAMHO - MOHOMONHO20 ROAEHOMY

(h~+1)-20 nopsaowy, woau sidomo HAMIHHA 6020 Opyeoeo woefhiyicnma 2).
Binxnrenus nopismame

L - e nllsll.nh“)’lr y (17
=2 bV 2T 1) :

Komm y (17) h =0 (mo BIIOBI/la€ MOHOTOHHOMY IIOJIHOMOBI),

‘ MH HicTaHeMo
bopuyay (16).

J. GUERONIMUS

SUR LE POLYNOME MONOTONE QUI S’ECARTE LE MOINS DE ZERO
DONT UN COEFFICIENT EST DONNE

Résumé

Le but de ce travail est de résoudre le probléme suivant:

Trouver [oscillation minima dans Vintervalle (—1, ~+1) du poly
non déeroissant

Yil)=s ogat g L0y ‘o4 g,
de degré <m, si son coefficient o, est donné.

1) I, J, Ye6rimen. — O hyHRUMAN, HanMenee YRIORAWUINXCH OT myad. Colpanne cogn-
Henu#, . I, erp. 210.

?) W. Biefka and J. Geronimus. — On a
of A1 order. Téhoku Mathematical Journal.

4 Haygosi saumckn 2 MATEMATHEH

wome

problem concerning the polynomials monotonic
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(On suppose que n augmente infiniment tandis que | reste fini). L'oscil-
lation minima cherchée est donnée par la formule

. @lol.k! k=[—l—]

2n—-l—1 t nr—1 2

Pour Z=0 on obtient la formule connue de Tchebycheff

alG|.n

e 2n—1

B T R e




W. GONTCHAROFF

Note sur les moyennes carrées du module des déri-
vées successives dune fonetion holomorphe dans le
cercle - unité

En désignant par f(z)= Ecuw” une fonction holomorphe dans le cercle

0
|x| <1 et continue avec toutes ses dérivées sur la circonférence elle - méme,

posons
2 2a I
%=%Jﬂmmmmm ﬁz$/ﬁf¢mwmw@ﬁ (1)
T
0 % %

LR A e

ou I, est le carré de la moyenne carrée des valeurs que |f®™(x)| prend
sur le cercle |z|=1 et I, la méme chose relativement & l'intérieur du cercle
~ consideré. On peut dire aussi que I, (n==1) est I'aire du domaine riemannien
engendré par lan —1-iéme dérivée f®@—1 (x) et correspondant au cercle -unite.
Nous nous proposons ici d’établir une inégalité qui lie entre eux trois
no:rrIllores I, I, et I; (0<<p<gq) ainsi que celle qui lie les nombres I, 1,
et 1),
unel que soit le nombre entier positif #, linégalité suivante est
vérifiée : :
P,=(q—p)@n+q—p)[(n+q 1P L—q@n+Dln+9—)P L+
+p@ent-29—p) 2L >0 (2)

L}

Posons, pour abréger,
Iy=|e >0 (r=0,1,2 ..

On trouve aisément

(&a] o0

I = i r, L=32on, L=,
0

0 0

1) Quelques autres problémes du méme genre ont été eétudiés par M. Bernstein (,Sur les
fonctions absolument monotones®, ,Acta Mathem-tica, t. 52; ,Sur une propriété de la fonction
exponentielle®, ,Annales Scientifiques des Institutions Savantes de I'Ukraine*, t. 3: -Sur la crois-
sance des polynomes*, CR, le 1 octobre 1928).
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ou P'on a posé
AW =@—p+N@—p+2..r, . p@=F—q+)E—-q+2).. v
Dond, il g’ensuit

oL

lpn — E ':Jn“')lj,, 3

»r=0

ol ¢, (v) est défini par 1I’égalité
£ '\'Jn (’V) - 4.4", =T I;n ;»2 (V} + (J‘n (l/z (’V)’
avec :
dn=(q—p)Cn+q—p)ln-+a)!?, Bu=q@n—+q)|(n+q—p) ]
Cn=p(2n—+-2¢—p) [n!].
Jatfirme que ¢, (v) est positif pour toutes les valeurs entiéres de v (v 2> 0}
sauf les valeurs » =n-1-q et v =mn-}-q—1; dans ce dernier cas, on verifie
immédiatement que I'on a . :
dn () =t (0 +-g—1) =0. (3)
Tout d’abord, on obtient, pour 0 v <p—1 ,
U (v) = Ay > 0.

Ensuite, si p<<v<<qg—1, Ua(v) se réduit a 4, — B, 4* (v), done d,(v) dé-
croit lorsque » parcourt ces valeurs en croissant. Par suite,

Yo (V) 2 b (4 — 1)
(g —1) =
: td—pa— [[et+a—p+1) ... m+)’
g ) gl : e O ST
g p)[ @—p—1)! }l =1
qg(2n—+q

— {e—p)(2B+-g—p) l

Or, il vient:

La quantité entre parentheses figurées étant une fonetion croissante
de m, elle atteint le minimum pour # =0, et ce minimum étant zéro, on a
Yn(g—1)>0 pour >0 et ¢,(¢q—1)=0. Done, pour p<v<q—1, on
obtient ‘ ‘
b (¥) 20,

le signe d’égalité n’ayant lieu que dans le cas ot w =0, v=¢—1.

Plus loin, on g’assure queela dérivée 4, (v) (v étant considéré comme
une variable susceptible de prendre toutes les valeurs réelles) mne possede
qu'un seul zéro réel plus grand que g — 1. En effet, on trouve

Z(w) (v i
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T 7 I wd ok

: ) : ’ iy 5 .
Le rapport @) est un polynome en » qui croit d'une maniére monotone

A(v)
avecy,si A=¢ — 1. Comme on a
¥ i
/( 3 H('p—"«ub) e g1
s q q Ty — .
Wil b e Eﬂ T, A 0—w)

ou les v; et les u; vérifient les inégalites
g— 1> >0—2> > ... 2q—t>m>q—1—1> ... >1>H1>0,
s S e el R R e e e B e e > 1 >ke 40,

(4 5 s . d
k) croit aussi avec », si » > q—1 (car ceci

A'(v)

il en résulte que le rapport

g—1 .
est vrai pour le produit [/ (v— ;) ainsi que pour chacun des facteurs
P :
V—Uu; , 2 , g
w——‘;:") Par conséquent, d’aprés (4), ¥, (») ne s'annule qu’'une seule fois pour
L

v > q—1; soit », la racine de V'équation ¢, (v)=0 (v,>g—1) (cette ra-
cine existe car l'expression en parentheéses dans le second membre de (4)
croit de 0 a oo lorsque » parcourt toutes les valeurs plus grandes que ¢ —1).

En vertu des égalités (3), on a n-4-q—1<v,<n-}gq, done

W, ()<< 0 pour ¢q—1l<wv<qg-+mn—1,

V'u(¥) >0 pour v=q-+n.
Par conséquent, on obtient
Yn () > (g0 —1)=0 powr g—1Lr<g+n—I1,
by (¥) > (g-+m) =0 pour »>gq-n.
L’inégalité (2) est par suite démontrée. I'égalité n’est atteinte, dans (2),

que dans le cas ou l'on a I, =0 pour toutes les valeurs de » sauf »=mn -
—+qg—1 et v=mn-g, donc pour les binomes de la forme ‘ ‘

Admettons maintenant que, les valeurs de I, et de I, étant données, on
cherche a déterminer le maximum des valeurs possibles de 7, ainsi que les
fonctions f(z) pour lesquelles ce maximum est atteint (0 <p <gq).

L’ inégalite (2) nous fournit

Ip é Kn == An ln + Bn lq: . (6}
ou l'on a posé ;
_a=p@enta—p)| tg! !
q(2n-+4-q) m-ta—pit|"

q(2n-+q)

__pent29—p) n! ;
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Le nombre » étant susceptible de prendre toutes les valeurs n=0,
1,2,...,1il s’agit de le déterminer de telle maniére que K, soit aussi petit que
possible. Les A, forment une suite croissante et les B, une suite décrois-
sante; on déduit de (6 — 7) que l'on a

‘ Knp1 = Kn
suivant que

Iy o Ant1— 4
I() o= Bn oo Bn—H

Or, le second membre de 'inégalité précédente peut étre écrit souns la forme

' Ko s v p e ( i AN ___:9___>
g—p |+l \! +%+q—p+1) : 2n+q+2) (1 2n—+-q/
P n! / s \ R ey ~\9 SR
Uit 1) (1 J et ) ]

WG o e
g e A e 2n—-q-F2

et cette expression se réduit a [(n—+1)(n-F2)...(n—-+¢)]2. Soit N la valeur
de » définie par

I8 o5 ‘ v
[N(N4+1)...(N+qg—DP g-;--< [(N—+1)(N+2)...(N-+q))2; (8)
alors on obtient
Bo By > 2B >Ry Kui Ky

Done, c¢’est 1a valeur » = N qu’il faut prendre dans 'inégalité (6) pour

‘obtenir le maximum pessible de I, (ou bien #= N—1 dans le cas ou le

signe d’égalité a leu dans (8). Le maximum est atteint pour les binomes de
la forme (5), ou il faudra poser =N (ou %= N —1 respectivement).

Inversement, supposons que, trois nombres I, I, et I, étant donnés,
Iégal té6 (6) a lieu lorsqu’on donme a % la valeur N tirée de (8). Alors, il
est possible de construire une fonction f(z) telle que les carrés des moyen-
nes carrées du module de la finction elle-méme et de ses dérivées d’ordre
p et g (0<<p<q) soient respectivement égaux a I, I,, 1. Toutes ces fonctions
sont comprises dans la formule

f(@) = 2%+ (s)/ Twig+ 12V Tvsq),

ot 'on a
Iy _1:——1-— (N - q)2 Tgiries o Sl ki -
o g (2N--9q) LG N R e e Y
: s | i die o ST '
Pl = g (2N-1-q) ‘ [(VE1):. . (N-Lg—1)]? i J

et ¢ et 5 sont des nombres complexes arbitraires de module 1.
En particulier, soit p=1,"g =2 Alirs

4 @rt1)(n+-2) o Pl
e o et " A(m-F1)
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; ; 3 ;
Par exemple, si L 4L, o a L<hi+7 I; si 4lo<I,<36l, on a

;o 5 _ 20 7
I < gIO_I_?)_,Il; S1 36]0éIgél44IQ, on a Ilé-g—]o—l—ro—éfg ete.

Sans entrer dans les détails des calculs qui d’aileurs ne different= pas
essentiellement de ceux qui ont été développés plus haut, je vais indiquer
les inégalités qui se rapportent aux moyennes carrées a lintérieur du
cercle - unité. On trouve, pour 0 <p<_g, o

B UL B (9)

At @ nl @b Ris Dl iy 1) gl |
n ¢@nFe+1)mte—p+1) |teg—o)

B= p(2n+24—p+n(n+l)[ n! J", (10)

ol

g@2ntq+1)(n+q9g—p-+1) |(m}q—Dp)!

n étant susceptible de prendre les valeurs 0, 1, 2, ... Les moyennes I et
I, étant données, la valeur » =N qui rend minimum le second membre de
(9) est définie par l'inégalité ;
% I i
N[+ ... N g— 1P+ <FE<E+HDIEF+2)... "+
O AN +g+1) (11)

Inversement, si les nombres Iy, I, et I, vérifient I'égalité (9), les fone-
tions auxquelles il correspondent sont comprises dans la formule

f () = 251 (¢ V Twgg + 2V i),

P i)
ST N o 1)

oll !
ot Iy
(N+ 1) [(N=2)... (N=pf 1

'(N+q+1)13——
_ WAy Wgbyf AT
tre = TN ) [[(N+1)...<N+q*1)12(N+q) N""J’

et ¢ et'n sont des nombres complexes arbitraires de module 1.
En particulier, soit p=1, ¢=2. Alors

g et1)m42)(n43) < 1
2 on 3 T (mF1)(2r+3)

. H #* % & 1 = i e ; 03
Par exemple, si /5 < 125, on a 7 <210—1—3—I§; si 120 << I <7215, on a

By

» 24 3 1 s S x * 5 1 *
I <3Io +1_0F2; si 72016 < I < 24015, on a [i é(;i)Io —1—2——112 ete.
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B. JI. TOHYAPOB

HOTATKA IIPO KBAJPATHYHI IEPECIYHI MOJIYJI MOCJIIOBHAX
HOXIOHUX O OYHKIIHU, I'0JI0MOPOHHUX B KOJII - OTUHAIA

PeszwoMe

B wiit worarmi moBongmMo, mo BemmummM I, I, Ta I, (0<p< gq), WMo IX
BU3HAYEHO DiBHICTIO (1), IPH [IOBiIBHOMY WiJOMY 72 >0 3al0BOJLHAIOTH HEpiB-
nocraM (6). Hasnakm, ski 6 ui Gynm wdcaa I, I, Ta I, KONH TiNBKH 3a]0BO-
JeH0 HepiBHOCTI (8) Ta (4maA = N) (6), TO MOKHA BW3HAYHTH TaKy (DYHKILII
f(x), mo6 BoHA 3a/0BONBHANA DPiBHOCTAM (1) (408 n =0, p i q). -

Moni6ai mo uux TBepHMeHHA, W0 /0 BeJAYAH g I; i Z;‘ (mmB. (1)).




M. KPABYYK

IIpo mHaOimene poss’g3aHHd JiHIAHAX DuQEpPEHILisIL,-
HUX PIBHAHDL

Hexait mimiiiHe JmepeHuisapHe piBHAHHS
L[y] = A@)y® 41 A @)y D+ ...+ 1 Ay = f(@) (I
Mae Ha iHTepBaJi (0, 1) 3a yMOB
k—1 g ; k—1 ; ;
b, a? y*(0) -+ Nal P (=0.(=1,2..k
\ i=0 i=0 :
¢IHHEH iHTerpats y. BymemMo mykaTd HaGaumeHO el iHTerpat y dopmi
Y = o™ 0o(X) + @™ () + ...+ ag:’ilc?m_l(a?),

BH3HAYal9HW CYIMHHAKEA o™ i3 piBHaHb
1. 1
[Llyn) dbsd= [ T8 (i=0,1,.., m—1) (1)
0 i

Mu poBexmemo, 10 kKodm HademHo pibparm ¢yHKLIT ¢, §; To Gyre

Ji== lim Ym

m —» co

Tark caMo, ROJIH CRCTeMa JiHIHHEX THepeHiANBHAX DiBHaHb

Ljly;, Yos - - Y] = A2y, _Jr Aj Aj(x)y, ;l— A Ap(@)y = i)

33 DABHYHHX YMOB
k

k
Ny 0+ Felw)=0 (=1, 2...k)
=1 1

i=1
Ma€ Ha iHTepBaJl (0, 1) eIMHHUHA pPO3B’A30K

Yiy Yoy« Yk
To MOZHA TaK Ji6paTH GYyHKUIL ¢j, b;; M0, BHBHAYABINY CYIRHHUEH @) 3 piBHaHb

1. 1 ;
JLi (1, Yo, - - - il Ajbpda = /fbA.ieﬂdﬁli (i=0,1,..., m—1;j=1, 2,...k), (IV)
. 0
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e
) ) 5 (m)
Yim = a;? "f’jo(x) =+ “;11”) chJ(a’) At “j?lmq ¥, m1(Z);

MATHEMEMO
yi==1m gy, (i=1,2...k).
M= o0

IlsmuMu cnosamm, jgasa gagepenuigasHoro pissanng (I) rta (1) maemo
I0BeCTH 36iMHICTh cnoco6y HaGamxeHol iHTerpallii, BE3HAYEHOT0 PiBHAHBAMHA
(I) Ta (1V).

Mg o6mesmyemocd TYT BHOAgkoM, kKodu posw’askm saxad (I) Ta (III) copas-
IEYIOTh 00HopiOni ninilini yMoBH Ha KiHmax inTepsaay (0, 1), 6o Ha HbOIO
MOskHA 3BeCTH # BHMAJOK YMOB HEoJHODPiIAHAX, 3acTyOHBIIH (YHRUII ¥ Ta Y
BigmoBimHO (yHKUiAME z-p(x), & -Fpix), ne p(x) Ta pir) 6 MHOIGYIEHH
3 BiAMOBiNHO Mi6paHEM®W CYYHMHHAKaMH.

Jlesawi Bucainm nisi posBigku crmeao momaHo B Molif 3amitni B Comptes
Rendus ITapmsskoi Axamemii Hayk (T. 187, p. 411) Ta B maparpadi 3 apTu-
kyny ,lpo cmoci6 mafiMesmuX KBaj paTiB Ta NIPO ermoci6 MOMEHTIB y Teopil
paéammenol iarerpanii amgepennianpuux piBHanp® (Bieri Kmisepkoro Iloni-
TexHniyHoro laeturyTy, 1928).

Tak camo BHM3HadeRO mpani akax. M. Kpmiaosa, mo 7X aBTOP BHEOPHCTAB.

1

Jlanmi HaM JioBemeThCs KOPUCTYBATHCA 3 CHCTeMH (QYHKIIH

q.‘)O(m): CPI(QJ), .(‘P.‘Z(‘,B)a +Hiky (1)

Mo Mae HACTYIHY BJACTHBICTL. ; >

PosrnanbMo Ha intepmani (0, 1) 36ip ycix ¢veEEnin F(x), mo ixfl 7—¢z

poxigai F®(m) icEy0Ts Ta cnpaBaxyots Lipschitz’opy ymoBy d-r0 eTynens,
1 Hexait koxHy 3 (yHEIIF F(r) MomxHa HabIAMKeHO NpEJCTaBATH CYMOH0

T ) s AT (mi) o m)
B @)= el 0 o b T2 9 ()
3l CTalMME Cy4YHHHUKaMH [ff’m) TaKk, 10 pisAAL

m

E(x) — F (x), F'lx)—F' (2),... F(2) — F¥z)

€ BIiIIOBIIHO

Si:—k+f’) Bt JIM(:U (r—k40) My () E(;-—kf-d)(tm) N ﬂImk(m) (2}

B Smer WNRT S oY S = it

& My, Mmp,... My, 6 obMemmeni GyHROII BiX m Ta Bix . [licnga mocainiB
C. BepuuiteiiHa 3a Taky cweTeMy (1) MOMHAQ B34TH, HaOp-

s

[loni6ui cmcreMu HaswBaTAMeMO (7, k£, 0) OOBHEMH a0 a6CONIOTHO IOBHAMH.
Kosnm He Bei hyERNil F(2) MaloTh 3a39adeRy BAACTHBiCTh 100 cHcTeMHE (1),
a JAme Ti 3 HAX, 10 COPaBIAYIOTh JiHiIHI onHOpiNHI TpaHMYHi yMOBH

k—1 k—1
D@+ Do Fhy =0 (=1, 2,...; B) (3)
=0 =0 : ]
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W

T0 TaRy CHcTeMy (1) Te:x HasHBaTHMeMo (7, Kk, d) IIOBHOW, ajie YMOEHO, 38
yMoB (3). Hanp., xoam 8 ¢ymenifi F(z) B3iTH Ti, MO0 MAlOTh mepionx 1, TO 3a.
cacTeMy (1) MOKHA B3STH

i 1, sin'2ax, €os2ax, Sin 4wy, COS 47T, ...
Konm o6MexHTHCA THME (QYHENiAME F(z), 10 CHPABIKYIOTH YMOBA
F(0)=F'(0) = ... = Ft—1(0) = 0,

TO TAKOK CHCTEMOW Oyne
pk gkl gkt
s ’ g

JloBenivo, Imo Baaradi sa ymos (3) cucmemy (1) moxwcna OiGpamu mar,.
woo yci Pynruii o cnpasdxcysau mi cami Yymoeu (3):

k—1 k—1 ’
30 0) 4 Rah P (1) =0 (7=0, L,.., k—1, 1==0, 1, 2,..) (4}
i=0 =0 "

Copagji, 6 6e31i4 MHOT0YIEHIB, WO J0JEpHKYIOTH yMOB (4); BispMiMO 32
9o OOWH i3 HAX, HAWHHIKIOI0 MOJIHMBOIO CTylNeRA lo,, 3a @, — ApPYIkH, 1aJb-
[IOT0 BHIIOCO CTyMeHs I, i T. X. O4eBHAHO NOYaBuy 3 MeBHOTO 3HAYKA V<
< 2k, 1i MHOTOWIEHH MOXHA, HANp. BAGPATH Tak:

@y (2) = 2P (1 — X)?, Ppy1 (T) gt (1 )P, pua s P (L)

¢ 9Hedo p € HameBHO He Gimblme 3a k. JL0JyYHWBIIM 10 TAK YTBOPEHOI CHCTEMH.
pymEni ¢;, we
Lodl, i ghric phtld i gt gl d)

%
picTageMo 0YerHIHO a6COJI0THO TOBHY cHeTeMy. OTike icHY6 (YHELIA

n (@) =™ 4+ g™+ g gl A g T
m—1

4 g™ e D1 @),
i=0

oo copaB/mye YMOBH

111 s F o e(?‘—k—l—()) . _[41’_., ﬁy,m 4! e(f,v-—k-]—()) F(k)_ F’(:) e E(T—k-i—é)

S m m ml e mk ?
ne QyHEIil : :
_r—Ek+9) c(rr—k-po) _r—k+06)
= PR s 6 THOY (2). :

3 HBOT0 BECHOBOK, IIO 3 IMOXHGKOW0 THOY (2) MHOTOYJIEH
: m) AfT Bt L L1
I @=0"+ 0" g+ ..+, T F g A gl

(m) _ L+1
o A -+ ...
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copaBikye vMoBH (3). TmMuacoM cmcTeMa DiBHAaHE

—1 h—1
220204+ X 9P =0 (j=1, 2.k
3=0 K =0

CIIPABJ#Yy6ThCA, 3 OPMALY Ha 1061p QYHRUIA @, ¢,..., JddIle HyJSBAMH Bap-
TOCTAME cydmHHEKIB ¢ ; oT#e BCi BOHH B cyMH Fy, () 6 Maxi THOY (2), &
cyMa

m—1 y
By, () —gm (r) = E ﬂm'} @i (x)

T==0)

€ Tex HAGNMKEHHS QYHKUIL /(x) 3 moxmOrow THOY (2).
Tar caMo MoHA YTBODHTH h cHcTeM (hyHKOiH

(@), op (@) o).  (F=1,2..., k) (5)
BiZIMOBiZTHO IOBHHX MO0 (hYHRIIM

F} ('T)v FV? (le), fslay -E'k f:l;)} (6)
3 HOXIIHEMHA
By, B o B ()

mo copaBaaylTsk Lipschitz’ori yMoBu &-T10 crymeHs, 3a yMoB

ke k
7T 4') T
2“? 1’_7'(0) Ea;ﬁ‘_] k,

j=l fe=1

(Hh=0  (j=1,2,..., k) ' (7)

Inarure kamyun, & crcrem QyHRUIHR (5) TalThcd IiOPATHCH TaR, HAUp., ¥
§opMi MHOrowIeHiB, 10 BCAKANM 86ip (pyHKIi# [} Mo:xkHa IpeNCTABATH BI/INO-
BiJHO cyMaMu

H—1
o) A . ¢ i
F}m e f;z : Pji (@) (=1, 2,.., k)
i=0 3 3
3 UOXHOKAMM THIIY
r—140) My ()
= jm — gpr—+e ]

ne My oﬁmemeﬁi (pyHEKOIL BiX x Ta Bin_ .
Jaxi ckpisp yBa:kaTAMeMO (YHEIIT ¢; Ta 7; 32 MHOTOWIEHH.

2

Hosenivo Teopemy, Imo maji MaTEMe OCHOBHE 3ﬂaqim_iﬂ. :
Teopema 1. Romu p-ta moximsa ¢ymrmil I'(5) e ckinueHa Ha iHTepBaJi
(0,1) ra cnpaaxye Lipschitz'oBy yMoBy Ha iHTepBajax (0,%), (x,1), a QyHRIIL

By (x), 8 (1), 82 (), ...
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TBOPATH a6CoOJIIOTHO IOBHY CHCTEMY, TO € Take HaOJIAKeHHES

m—1

6 = X a™o, (&)

=0
 uiel pvHEOIT, mo
30

M M
f (e g —;Lr a6o ;n—g; (8)

0

ne M, e obMexeHa (QYHKIia Bix m.

Llogid. Y Bearid Todni iHTepBaJdiB (0, © — k) Ta (x, 1 — h) MOXHA Tpen-

crapatu I'(§) dyHEOI6H

F(E):%f[’(&)d& (9)

8 TOXUGKOW /Py (§), ne P, BeamduHa o6MemeHa. 3 IPYToro Gorcy, Ha iHTepBadi
(o, 1) dyBKLio F(§) MokHa IpeACTaBHTH JiHiiHOH kKoMGiHamien I, (§) 8 GyHE-

IIIH_
B0 (8), B1(8),.. s B (§)

3 MOXHOKOW THLY I —'m~P~' @y (§), ne @ 6 BeIHIAHA odmemena Ote # pixk-
gang I'— I', Ha iHTepBadi (0,1) 3a BHHATKOM Xi6a mpoMimor (z—h, =) Ta
(L—*h, 1) & BeIHYHHA THIOY

(3 (E) *‘f*' bt Qm (S&)a
a Toxi

f (['— D)2 e = (puh - qul=*m=P2)2 4 rph,
(1] :

.,
—(041) ;
A€ Dmy YGmy, Tme © OOMeaceHi Qywruil Big . Basgsmm TyT m? 3a h, nicra-

HeMO [IEPIHHH BKGJI])I TeoOpeMu. IleI‘KH mpocto BHIINIUBAE 3 lCHVBaHHﬂ TaRo1
T (), mo

I'— Iﬂm i Mﬂ(b)
mr

3ayBasmMo, IO KOJIH

/s
I'(¢) -—icru ) (=0, 1,..

. e

ae G(z, &) € Green’opa ¢yHROiA JTiHifHONO DHQepeHIisabHOro piBHAHHSE
k-ro (k>>1) DopagrRy, TO HANEBHO 33 ) MOKHA B3ATH 0, a KOJAH (7 (I, ,) 6 ‘me
# cEMeTpHYHA, TO NPH [==0 MOMHA B3ATH p=1Kk — 1.
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5

OgeBHHO, cACTeMY (QYHKUIH ¢; MOKHA 3aCTYNHTH CHCTeMOW (YHEIil

—1

n@) = Dk e @)+ @ (@=01,2,..) (10}
i=0
ne kO e crali Y@caa, 100 BH3HAYAKTHCA 3 PiBHAHD:

1
/L[v{;m]Acpg"’daf:O (=01, .. m—1;m=1, 2...) (11)
o

TLTKOM, KOJH

1 1 1
Ll s da, [Lled dgdo,.., [Tlen—i) delde
0 4 e

1 1 i
[Ligd 49 da, [Lig) dgPda,.., [Lion-s)deda
0 0 (0]

#0 (12)
. . z |
[Lig) 49 am, of Lo Aew o, ..., [Llom—i) 45 do
0 0 0
_ana Beix Baprocreit . [loBHa cHeTeMa (YHRLIM
;i dr'()) ‘%’1, "PB: & e ln (13)
Ma€ BIACTHBICTD:
i .
fL[(pm]Ang")da::o (l=0,1,...m—1) (14)
3

‘Tag caMo cHeTeMy (DYHRIIH (5) MOMHA 3aCTVIHTH CHCTeMaMd 3 QYHEIIH

—1

by @ = DI 0 (@) + 95 @) O e L W T

=0

“TelK IOBHEUMH, [0 CHPaBIKYOTH PiBHOCTI

1
ij [Y1m, Yomy « -« Yiem) Ajk'{j;.:)d.’lf =0, (l=0,1,..., m—1)
]

AKIMO CHCTeMa JiHIAHHX PIBHAHL IIO0 k;;"’

) ] 3 £
L Yo Y] A dm=0 (=0, 1,...m—1)
0 ;

‘Mae OMH 1 JAIIe OJ(MH PO3B'A30K JIIA BCiX BapTOCTEH 7.
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[lomo HepiBHOCTH (12), TO IpH HeosHaYeHIM YHHAURY A BOHA COPABIMY-
sThes HameBmo, koiE GyHEmT ¢ minifiHO Hesamewmdi, 60 TOXI, AE BiJOMO,

1§ 1 1
k) (k . % k) q..
fAz cpf) ) cpf) ) dx, /A2 cpgk) cpgc) PhE s /'A2 C?(m)_l tpg ) da
0 bt 0
>0 (18)
i 1 1 «
ky (& e Ky B dp g2 B .
fAZ g0 ) da, / A2e® 5B e, Q/A B el dr
0 a

[

[[eit BUIANOK HAIP., MAEMO, KoJA (YHRIIT ¢; CHPABIEYOTH rpaHR4Hi yMOBH

9:(0) = ¢ (0) =...=¢{ (0)=0
ei()=g' () =...e¢ " (1)=0
Hexait B 3araJpHiM BHIOAIRY,
P @) =P (@)=...= oM (@)=0; ¢\ (@) £0 (19)
Tofi HYHKIIL
TN ()

(P'v.’ :?1;4—1' “Pv+2" €5

6, 09EBHIIHO, JiHifHO Hesasies®Hi i IpH HeosHAYEHIM A

1 7 i X
f L o) Ao da, f L%os] AP d, ..., [ L [om—1] 40P da
0 i o

1 1 1
® 7. Vo R i S T e ® g
E)/1 L [90] A9, da, Of L fpora) 4%, da, .. ,b/L[cpm J4gh.de | oy

1 1 il ¥
Lol 495 dw, [ Llgen) Aey,d,... [Tlon—i) Ay, da
0 : 0 0

Omme 1 3a yMoBH (20) (pyHENIL (13) Hi6paTH MOKHA 3riJiHO 3 PIBHAHHAMH
(11). Cnpasxi, ui piBHanHA He cynepeuHi, 60 Cepe/l HAX € AKpas CTILIbKH ai-
HillH0 HesaJeXHHX, CKiJIbKE cepel GYHEIIH

Ky & k 3
cyf) ), @y ),..., cp(m)_l. (21)

4

Hexaii aipifine nagepeHuidnbHe piBBaEHA

L(y) = A@y®+r 4,@) g+ ... MA@y =T(@) (22)
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nopsinky k>>1 Mae Ha imTepBaxi (0, 1) mpHm A=1 6JAHHA iHTErpaj, IO
CHOPaBIEYE yMOBH- (23)

S0 Dol =0 (=1, 2,8 (23)

1=0 4==0

INomyra#Mo jtoro HaGawWkeHnd# BUpas y (hopmi

m—1
(m)
Ym = 2 a,-m @i, (24)
i=0
NPHNYCKal9y, NI0 iCHYITh i copaBamyoTh Lipschitz'oBi vmMoBH 8-To cTymeHA
$yRBEnil
5

A(r—k)’ A(Ir-—k), ), A.;:—k), f(r—vk)

i mo QyHEUil ¢; TBOPATEH (7, K, 6) — IOBHY CHCTeMy 3a yMOB (23). He ¢ircy-
WYE 3pasy BapTOCTH MapaMeTpa A, N0GepeMo CYYRHHHKE o\ 3TiLHO 3 piB-
HAHHAMY :

/L [ym] 4 u?q /f(p(k) dx (0,1, v M —1) (25)

IO MOSKJHBO 3 OIJIALY Ha YMORBRH (19) Ta (20).

Teopema II. Komn ¢yngnii ¢ TBOpats a6comwTHO LOBHY CHCTEMY, To
BHpas (24), e cCyYHHHHKH a‘ ) CIPaBNKYIOTh DPiBHAHHA (25), BiZpisHASTHCH.
BiJl iATerpaja y IbOro piBHAHHA JiA BapTocrTell mapaMeTpa O6JHM3BKHX 10 1
Ha BEJIMYHHY CTYIeRS MAJIH3HH MEHIIOro, Ak

cr—k-{-d ( )_ ﬂ[m

o \,Trl == W& 5 (26)
ae M,, & dyHRUisd, OGMemeHa Bix m, » Ta 7, 3aJemHa Bil A, A, ...4r Ta f.
losid. BopoBaIWBINA 333HATEHH:
: Um = Ym — Y, Sy (27)
MOMeM0, 09eBHIHO, Ni6paTH Taki cygmHEHEKA b, mo Gyme
T om—1 .
k 1 r—k
= W e 2%)
=0
Toni cucremy piBH&H (25) MOMHA 3aCTYIHTH TaROK :
®) g o
/L[um]Acpi dp=0 | (i=0,1,...m—1) (29)
0

3aBIAKHM PiBHOCTI (28), MOMKEMO YTBODHTH 3 piBHOCTe# (29) HACTYNHY Jii--
HiAHY EoMG6iHamimo :

1
' J L[] (A0 450y g — o (30)
» g
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k)

3asHAUABIIA 4Yepes 7 PIMHHAND L [Um] — Au,, , nepenmmeMo piBHICTE (30)

Tak:

1 :
[ (A 1) (A 457 d =,
0

8BilKH, 38 [0IOMOr0K HepiBHOCTE ByHAKOBCHKOTO, HiCTaHEMO :
1

1 1 T
fAz (u;’:))z dz — 2u ]// 42 (u;i:))z de ’/(ﬂm b eg——k—kd))z da +
0 0

1
; i
fre

e | <

Ie

i
2

e A RN LN
]/ /’ R o /‘n - g

1t 1
f (Au,:))?- dx < f(!"lm ;‘ +J€Z—k+a)/ 2 dx (31)
0 0

3Bigcnm

oTHEE

dazgaumBiiE Green’oBy PYHEIIO BEpasy
Ly(@)] = A(@)y® + Ayzy*" ...+ A(@)y
32 yMOB (23) gepes G (z, £), MAaTHMEMO:

o' (@) = J WD Lhipier
; | (32)

................

2 (@) = f 7 ﬁ:ﬁ“ L [tom(®)] &

5 Hayzomi BaNECERE 3 MATEMATHER
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ne B CyYHMHHEEAX A;4;. . Ar, T ysaro § samicTs . B3dBIMY Temep 3a QyHK- :
nio I'(§) Teopemn [ Haparpacpy 2 CTyNHEBO q)vm{[m

) ) Bt -

i momaBIIM 10 piBHOCTeH (32) HaJEHHO ni6paui minifni koMGiHanii 3 piBHOCTEH
(29), nicTaEeMo :

@)= {200,511 8

m

@z, 8) . L [um B)] d

m

U () = f )
-

g f Vo (@, %) . L [t (£)] 4,

Jie B 3a3HAYEHHAX 3rajaHol TeopeMH
‘ m (@) @) ot
S Bl Y A =12 .. 0.

Om:xe, 3 orsiany Ha Bimomi BiacTmBocTi Green’osol (OVHRII], MaeMO :

il

f( (2) )2 = (7‘) ( ) .

0 m

Jlaji, BUKOPHCTABINHE 3HOB HepiBHiCTb ByHAKOBCHKOIO, JicTaHeMO 3 (33)

U () < ( ) L2 [wm (§)]dS -

{1 m ()2 ( ) L2 [um (§)] A§

m

(=T1¢

e = f rmones

IIi mepiBHOCTi, WO BHROpHGT&HHI sasesmuocta (31) ta HepiBHoctH Cauchy,
MepeTBOPATECA B HACTYIHI:

(O] < s f (|| fde = 0n 1, k),
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3BIITKH
[ m(m)] <4 k—{—- ) M2e ( )J g; 1) + _+_u2 ((r—k—i—d))?]dg, (35)

ge M MaKCEMyM MOMyJiB (PYVHEIIA
1" )\Ah }\Azi"';\Ak'

I3 mepiBHOCTEH (35) JErKo BHUBOJUMO :

( )

4(k MZ S

( + ( ) (r ]..—{—O)]ZV (i=01, 1’“’}‘;___1)’ (36) i
—4(k1-1) M2e 3 ' '

AKINO YHCJ0 7% Hi6paHo Take BeJHEe, MI00 3HAMEHHEE [HOr0 BADPasy 6yB !

TOIaTHIHA.
[lmM mOKa3aHO, IO AJNA BCIX BApTOCTEH A GAHM3BKEX 10 1 pLERHHMI

: Yool W g
MaJ0Th CTyNeHI MaJW3HH BilMOBINHO He caallil Bim cTyNeHA MaJW3HH BUpasy

s(r—k+é+ i) g g (r—kfa-q-' g_)

m

[ @] é -

Koaw cucmema @GyHryii q:(k) He 6 a0COMOMHO MOGHA, MO, W00 BUCHEOU
Yb020 NAPAPAPY SUUUNUCS NPACOUSL, JOCUMb 6 PIEHAMHAX (25) 3acmynumu cp(k)

Pymryic x.

SlcHo, Mo B 0CHOBHOMY MHOJaHI BHCIIIW He NOPYMYOTHCH, KOXM HPAMY-
CTHTH, II0 (1)3 BROIT A4y, 4;...4s, [ M2OTh UepepBA; CJILX TIMBEA MOaHI BHImE
MIPKYBAHHA 3aCTOCYBaTH 1O DPiBHaHHA, Jie 3aMicTh THX (QYHKUIR y3dT0

x+h x+h o+-h
i il
f fAl L, thk da, ]7: ffdﬁl;

e , i ],
1 3MeHIIYBATH /1 HaJBKHHUM POo6OM pasoM 18 =

5]
Koam

G @, §) =G((s, =), (37)

TO Ha mifcraBl meopemu [ naparpatﬁy 2 MOMKHA IIepury 3 pisHocTed (34) 3a-
CTYIIATHE TAKOI0: Y

1

U BY et f L2 [un ()] d8, |
. C/ : » |
A ] :
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. 200 Tarow

(@) < 4 1) M2 B f [P+ i (o 7)ae,

110 3 HOIOMOrol0 HepiBHOCTeH (36) mia i=1, 2,...k—1 Qa6

—oyf (r—t1o)\2
h(2) K N, 20,
ne N, —obmemena ¢yErmia Bimx m. OTox 6avyuMo, INO DPiMHELA Ym — Y Mae6
B IbOMY BHIANKY CTYNiHb MaJH3HH He CcJIa0lIMid 33 CTYHiHbP MaJH3HH YHCJIA
m — (+3—1); 3BigcH, Ha mizcrasi saradbHol Teopil HaGaEEeHAS DyHRIiIA MHOrO-
WIeHAMH, BEBOJIEMO, IO CTYNiHb ManmsEd pimummi ¢ —Y™ ¢ me caabmmir
BiJl CTymeHd MajW3BM 9HCHa sp—(r+o—1-N):
Pos6epemMo nornanHinie BENajok piBHAHHA

y'— Ax)y = f(z) (38)
33 yMOB ;
y(0)=y(1)=0,

I[0 ARpas3 CHOpaBIEye BEMOry (37).

B npoMy Brmaiky Ta # y NeAKWX BaraJbHHEX II0JaHHWIl BWINE CHOCI6 6
TOTOXKHHMA B icToTi 3a Ritz'oBM BapiamiiHmM anaropaTMoM i moBoguWTH HOro
80ikHICTD yCAKHU Das, KOHW IIyKaHa (ymHEnia y icmye. Jlocainm M. Kpuiosa
Hajy| [yie TOYHI BH3HAYEHHA [OXHUGOK HAaGJIW:KeHHX iHrerpaniB y Ritz opim
cmoco6i nna pisEEX BamaAMBAX BunankiB. ToMy 3acTOCYBaHHA HAINHEX 3arajb-
HUX MipKyBaHb /10 Iiel 3anadi 10faeMo 6es MOAPOGHIb.

Sk Bimomo, Koam My Ta 7, € iHTeI'PadH ONHODiAHOrO piBHAHHS

" —A()n=0
W CHPAaBIKYIOTH BAMOTH :
L1 (0)7 T2 (1) = O’
To (reen’oBa (hyHRUiA 3amadi (38) e

0y (§) M2 ()
AR LU o
| 12 (§) m (@)

1'1(0) 1, (0) "I §>%

Crooco6oM cTymeHeBUX HaGIH#EHb 3HAHIEMO

11 (2) =%'( (0) v (x), M2 () = 2" (0) v (1 — ),
e
s@) =t [ [A(@)da-[ _/'A( o fA(x)dwz)dma+...
Orxe
ar max | v |max| v | e Lo
G(ZE)(é ]0(])[ \4|D(l)!Vﬂ’

PU—
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bi ()
M = max | A(x) |,

a |o(xr)| MoKHa B3ATH HAGIHIMKEHO 3 HEeNOCTAYEI.

2
Benmumna, mo B ¢opMyaax (34) sasHaveHa depes e,gf*), Tenep 6ynme, AEK

BijgoMo 8 TeopeMd I Ta 8 Teopil HaGaHMmKeHHA QYHKIULE MHOrOWIEHAMH, CTYIEHA
MaJH3HH He CJalImoro 3a CTYMNiHb MAalH3HH 9HCIA M2 a caMe He [epeBH-

HIyBaTHMe

e — e max |G¢|
g2 — — e :
m=9 am|o()|V U™ e (40)

Ie () He 3aJeXHTHb Hi BiI m, HI Big PyERmiin 4 Ta f.
HoknaBmu 7r=2, 8§ =1, MaTAMEMO Tak CaMoO, IO

Nmam|y|—l—P’ (a1)
m

k0| | O i
() .emié = ;}7] <k

m () s

e k He 3aJexHTb HI Bim m, Hi Bim ¢yHENiA 4 Ta f, a
N =maz|A'(x) |+ [max | A(x) |12, P=max!|f'(x)| 4 max|A|maz|f(x)|.

3aMicTh piBHOCTe# (35) MATHMEMO :
1

@<sd [t Ey)a

0

a60 ( :
, B
N T i S A e
3BiIKA
. max (y) -+ P
g, DR G (43)
Ormxe :
knmP| - BN
1 < [l 55 B, o
ARIIO ;
S

m
IligcraBuBium (44) B paBY CTOPOHY HEPiBHOCTH (43), micTaHeMo:

Nmax|ym| +P
m—kg, N

|\ Ym—y | < bt -

8y  Nwmaw|ym|+P

% : e
1—8M2e? ge® (45)
m —kN e

I—SMZG,S?‘
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00 # Jae MOXHORY HAOJHAKEHOTo IHTEIPANY Y, KONH B3ATH Hij yBary piB-
HicTh (40). :
B zaraasHiM BEOajgry Oyime
5 et 2t kmax  y® |
;71 & krd)‘é B T e (46)

m (@)

Je k € craja BeJWYMHA, HesasdexHa HI Bim m, Hi Big A4, 4,,...A4s [.
3 Ipyroro 6oy, Hamle AudepernisTbHe PIBHAHHA BE3Hadae ¥ 4k Jipifny
¢yHrnio Big ¥, y',... 9% 1. Orme 3 (36) MasMO:

P A A A M) OO (47)

(0@
;?/.,: oA y ,mr—lt;é

L]
v

Xe L; Ta p JeTKo BUSHAYHTH Yepes k i 4epes Mojayxmi QyHEml A4y, A;,...dx [
T8 IXHIX HDOXITHEX, a '
ST S S e
L 4(k+1 Mzs(.?)
f = e +)___L(Z) . (48)
1—4(k+1) M2e®

BssBmm m Take Bexwmke, Mo6 6yi10

> |-Li 1
L= Elﬁﬁm<1’

6a4mMo 3 (47), 10 -

p+ly_!+ly'1+-..+ry<k—1>i<"+Jy’"‘ﬂy;”'ﬁ”*lyf)—i

Toni mepiBHiCTE (47) MOXKHA 8aCTYIHTH TaKOI :

o_ 0 L ot |+ Y|+ + |y 57"
m y !<1__L .m’l'——k-]—é o

(=071, . . 0lk—=1%

mo # nae 0oXMOKY HaGIHEEHOI'0 IHTerpany y, Ta #ero %k — 1 IOXiZHAX, KOJH
BiZoMi, X09 OW Jy#e HaGIHAKEHO, 3 NMEPEBHNIKON CepejH] KBaApaTHYHI Bap-
TOCTi BeJHYMHH

9GO0 gt e G,

O ™7 g o

6
InTerpania cmecremm

ok :
Li[ys, Yo . . ] = 4j(x) ;' —H\J'E Ap (@)= fi(x) (G=1, 2,...k) (49)

3a T'PaHAYHHX YMOB

e k
,-;“?) 4:(0) —!-gkag:’?r;y,,(n.: 0 (j=1,2...k (50
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& DiBHOBaMHa 3 33/la4el iHTerpaii 0JJHOro aipitHOTO piBHAHHA K - IO HOPANARY,
mo ii posi6paro Bmme. ToMy 3amady (49) posrasiHeMO KopoTko. [IpAITyCTHBIIH,
mo masa A;j=1, i sa ymoB (50) BOHA Mag GIUHUA PO3B'AB0K:

Y1y Yoo Y,
HIyEaeMo #oro B gopMi cy™

m—1 4
Yjm =— E:(l)a’_;:n) c?j@' (j == 1’ Dot k)) (51)’
1=0-

Ie (yHROii ¢ ysaTo s cucreMu (5) maparpay 1, BH3HAYA0YH CYYRHHHKHE
ay” i3 cmeTeMH piBHAHb:

1 1
ij [1ms Yoms - - Yrml Ajw@-d:z::j'fj;{,-x;idw G=1, 2,...k; t=0, 1,...,mM— 1)
0 0
(52)
Sk i y BAmaKy 0JHOTO JA(pePEeHTIATLHOIO piBHAHHS [-10 HOPAJAKY, MOKHA
JI0BECTH, I0 14 cHCTeMa He cymepedda. BOpOBaluBINA 3a3HAGCHH
Ujm = Yjm — Yj (f=12...k),

mepenumeMo (52) Tak:
; :
_/'Lj[u,m,uzm,...,ukm] d:tde=0"{j=1,2...k; =10, 1,...m—1). (583)
0

Konm Bei ¢ymrmii Ay ra f; MaoTh IHOXigHI 7-I'0 HOPANKY, IO CIIpaB-
gxyloTh Lipschitz’ori ymosm 8-ro CTymeHd, TO 3HaWIYThCA Taki CYIHHHAKHA
8™ mo Gyne

Jh
mm—1

P o P Ve
i Ji S

4; @
=0
Orse 3 piBHOCTeH (53) MOXHA YTBOPHTH TaKi JiHiAHI KOMOIHALIL:
1
ij [@imy Yom, - . . rm] [A; uj’m—}—e’.—”‘?] g =10 4] =124}
0

Jjm

3BifcH JerKo BHBOILHMO :

¥ B ;
N> : 2 2 2
f (45%,) dac =y / [ 4l 4.l ) o, (60
§ § :

me p; 6 o6Memeni yHRLIL Bim 7.
3 Ipyroro 60Ky, 3a3HATHRINE depes

Gll (99, g)r G12 ('-T” E)’ v .y le ({1’.: §)
G21 (CL’, g)» G22 (CIJ, é.)) ety G2k (fl", §)

. - .

Gy ({B, E), Gz ({E, E)s O Gur (, g)’

IO IS
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Green’oBy MATHINI0 CHCTeMH (49), MATHMEMO:
!k
U, () = f > Gy (@, &) Li [ttym ), om B), . - . them ()] A, (55)
0 =1 ;

ne B pyHrUiaAx A4;, Ay, f; samicTh @ nocrasieHo & Tak camo, sk y maparpadi
4 QyHENI® Gy MOKHA NpeICTABHTH JidifiHOI ROMGiHANiEn 3 (yHEMiR

4;(E) & t=o,1,.., m—1)
o oL
3 CepelHbOI0 KBaJPaTHYHOK IIOXHOKOI Yjm, AKA HIe M0 HYJNS pasoM is L B

ABUTH CTYIWiEbP Majusuu miel moxm6em. Toxi 3 momomorono piBHOcTeH (53) mi-
€TasMo 3 (55):

1
) < 7, j L [tim ) tam (9, .. won B) | 0E" (F =1, 2...k),  (56)
0

4 3Bigcm
1 ¢
\ 2 2 : g e r— 2 - - -
ujzm (z) émmf[u;‘m—{—um s ST (em 1+6) ]dE (=1, 2.0, 7 45}
. :

e

m—co
Pismocti (57), ar moxiGHI piBHOGTI B maparpagi 4, J0BOAATH, M0 PiEHAMI
Uim = Yjm — UY;

MalOTh CTYIIHb MAaJA3HHW BHIMHH 3a CTYIiHP MAJNW3HM Ymciaa m——1+9). Jlokma-
HIILHA Po36ip NHX NOXHOOK HAGIMKEHAX BapToCcTeR y;, (DYHELIH y; MA OIy-
€KaeMo, 60 B MipKyBaHHAX He 6ya0 6 HiJOro NIPHHIMIOBO BiAMIHHOrO Bif
TOr'0, 0 MOJaHo B maparpadi 5. ‘

3ayBaxkMo TyT [le, IO TPAKTHIHO MOKHA, YTBOPIOIOYHA HAONHEeHI iHTe-
IPAIH Yy TA Yjm, OpaTH (YHKUI] ©; 3 a6COJIOTHO IOOBHHX CHCTeM. AJe TOIi
LOBONUTHCA B CHCTeMaX (25) Ta (52) BIIKHIATH [0 CTIJIBKM PIBHAHB, 06 Cy-

9VHHUKH aﬁ’”’ Ta af.:”’ MOIVIE CIIPaB/IHMTH, KPiM pemITH NAX piBHaHb, e i rpa-
HuyHi ymoBH. Tark MomHa BUSHaYaTH MOGNHKEHO U 3aralbHHH PO3B’A30K, KOJH
JIHIIATHE cepell THX CYYAHHHUEIB & HeosHadeHAX. [[pYrHEM pasoM BacCTOCYEMO

mofaHi 3aco0H 10 pO3R’si3aHHSA PiBHAHB iHTEI'DAJIbHHX.

7
BacTynmBmE B piBHOCTI (24) QyHEUii ¢; PyHKUiAME ¢; 8 maparpady 3,
OTiEe MIYRAIYA HaOAn#eHHWH iATer'pas piBHAHHA (22) y (opmi diHidHOI KOMGI-
Hanil 3 OyHROiE ¢, JicTaHeMO iHTer'patd y y (opMi panmy:

_y—_—“o‘?o—{—“l‘h—l—%%—l—---,’

mo 36iraTHMeThCA 3 OrJANYy Ha /[JOBeJeHe B Maparpagi 4 i mo KomeH oro
CYYHHHHE @; BH3HAYATHMETHCHA B 3aJERHOCTI JHINe BiN IOMepelHiX CyIMH-
HHRIB @@y ... Q1.

e e
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IIpo nadauscene pose’ azamns ainidinux dupeperyiasenux pieHans i3

Y sumanky, xomd ¢ymrmii o) TRopATH a6CoMOTHO MOBHY CHCTeMY, 06dHC-

JeHHS 3BOLHTBCA HA pO3B’ aaaHHa CHCTeMH HecIﬂH‘IeHHOI‘O THCiNa JiHiFHAX
piBHaRb TIONO @g @y, s, ...

1 B A 1
STAY dx=a, ['L 4] 443 dx
(1] 0
1 - 1 W :! 5
: [TA 4" dx = a, jL [Wo] A 4P dz+ay [L 4] 44" dar
0
(58)

1
fon,‘"’ do = a, jL [l A4 d 4 ay [ L4 44 da-t-
0 0

e f L[] 40P

3ocidHa, KoM
1
J"L [4s] A 9 da = fL A«} ) dac

IJIf BCAKOI [ApW 8HAYKIB ¢, j, To cHcTeMa piBHAHB (58) HePeBOHTHCA HA 1po-
ceTimy :

- §
a@fL[uz A® dg — /‘fmg")dx (=0, 1, 2,...).

Tagm#i BEMANOR MasMo, HAUD., KOIM CYIHHHARE A, 4;..., Ar mAdepenii-
ANBHOTO DIBHAHHSA € CTaJi, & PPaHWYHI YMOBH 6

yO0) =y (0)=...=y"N(0)=0
y()=y' (1) =...=yF& (1) =0.

Roam cmcrema (yHRIIA nb(k) He 6 aGCoJIOTHO MOBHA, TO Hepmi K 3 piB-

HaHb (58) MOEYTH MaTH cmanmmnﬁ BHLJAN, Ha 9YOMYy TYT He CIHHAEMOCE.
[IonpaBja, yTBOpPeHHS (PyHELIH ¢; 6, 38 MNPAKTHIAON0 HOIVIALY, HE 3aBEIH
BHOpaBJaHe, aje, HANp., Y BENAJRY, KOJIH CYYAHHHARE [[HQepPeHLifsdpHOr0 PiB-
HaHHA, MAOTHh BHIVIAX

zamﬁ,

TO BOHO O0XOQUTHCH JeIKEMH KBaJPaTypPaMH Ta DO3B’A3aHHAM CHCTeM JiHIHHAX
piBaanb. [logi6Hi % MipkyBaHHS MOXKHA POSBHHYTH [JA CHCTeM 3BHYAMHHX
JiHIMHUX IUepeHLiANbHAX DiBHAHb Ta /4 JiHIHHAX piBHAHL 3 YaCTHHHHMH
TOXiTHAMH.

Konm sakimuyBamacs us pospinka, 3’ssmracd mpaud B. Trefftz’a ,Konver-
genz und Fehlerschitzung beim Ritz’schen Verfahren* (Math. Ann., Bd 100, Hefte
4 —5), e Texx BHKODHCToBYeThcs (reen’oBy (yHEMID, aje iHIIAM cmoco6oM
1 gume paA mosoay s6iskHocTH Ritz'oBoro cmoco6y B 3acToCyBaHHI A0 JiHii-
HAX DpiBHaHbL i3 YACTHHEUMH TOXITHHMHU 2 TopaAIKYy eJiOTHIHOr0 THIOY. Bed

]
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TPYAHICTh UHAX Ipo6JieM, 3 MOTAALY MONAHOTO TYT cHoco6y, e B mo6opi (pyHE-
il @; M0 MapTh OyTH TYT PYHKHIAME [BoX 3MIHAWX 1 cIpaBmEyBaTH Ipa-
HAYHI yMOBH 3amadi. TyT mi (yHENOIl, 3arajoM Eamyyd, He MOMKHA B3ATH B
dopMm MHOroUYNeHiB. Aje, KOJM 3rOPH BBaXaTH X 3a Jami, To Hami Mipry-
BaHHA, 663 IDHHOMMOOBUX O/MiH, MOMHA 8aCTOCYBATH [0 AYie 3arajpbHAX piB-

'HaHb i3 YaCTHHHUMH IIOXiMHAMH, 10 90TO aBTOP Mae 3BeDHYTUCH iHIIHM Pas3OM.

M. KRAWTCHOUK
SUR L/THTEGRATION APPROCHEE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Entre autres résultats I’auteur démontre le théoréme suivant: ‘
Soit 4y, Ys,...yx la solution unique du systéme des équations différen-

: tielles

Lilyyy yo - sysl = 4, (0)y + Ap () y1 + Ap @) 2+ ... + A (@) yr =
' = fi(x) G=1,2,...k)

Y
vérifiant les conditions frontidres suivantes :

g s he
P lpul0)+ Ml (1) =01 (=1, 2,:..8);
=0

g1

soit encore

Pjo (ﬂ}), Qi (:l;)’ is (:r')! gaia (J e 1’ 2’ = de k)
k systémes complets de polynomes vérifiant les mémes conditions
k k i
Yo om(0) LB iy =0 (=1, 2,. ., k=0, 1,2..)
=0 1=0 .

Alors les sommes

m—1
i m
Yim =, “;i )‘?ﬁ (),
i=0

déterminées par les équations

1t
S L @ims Yoo -+ Ym) — [ @A =0 (=0, 1,...m—1;j=1,2, ...k
]

. remplissent les conditions suivantes:

yj =]im yj/,n

m—>oo

(=190




M. K. KYPEHCHKUI

[Ipo mesri sBuYaiHi lmcbepeﬂuiﬂ.nbﬂi piBHAHHSA

I. ¥ crarri [, M. Cugnosa ,3aMeTRH 06 ypaBHeHifX, aHAJOTHIHHX ypaB-
peniio Pumrrarm®, Kasamp, 1894, pOSIIIAZA6THCI MekiJdpKa THOIB HHQepeH-
nigapHEX piBHans. HaliGinbmie yBard 3BepTacThCA Ha piBHARHHES BHIIANY

y = Py:-+Qy—+R, ' (1)

nas sxoro J[. M. CHHIOB TI07l1aé BAIA[KH {HTeI'pyBAJBHOCTH T CHOYATKY BKA-
gye # BiMOOBINHY pocilickry JiTepaTypy: mocainm Jlermirosa, Dioposa,
OuekcieBChEOr0, IMIMEHEbROTO Ta IHIIAX BYCHHX.

Sl A sayBasKHB y PpO3BiNi OO POKY ¥ 1 1. ,3anrcork RATBCHKOTO
IHO%, JleTHikOoB* BEOAJ0K iHTeIPYyBAJBHOCTH LA (1), KOpHCTYDOYHCH AKHM
Jlernigie, ®nopoB Ta (JeKCieBCHEME NIPEUMIA 10 MOFIABOCTH iHTeI'pyBaHHA

piBHAHD

g 44
y = Fi2 -+ Qy — AL (( = fPede”’ dm)" TE=g

ik

¢ 4 P22 = P(GH— bdem)_ %% —1
€ YaCTHHHEH#A BHOAj0K Abel’0Boi yMOBH

R — Pezj g

opa @=—1, a Abel’oBa yMOBa & Iy#Ee yaCTHHHAN BHUUAJIOK MO6I YMOBH
Lloge , il i fom ., = - 2 [Qaz
Klez) 9 — | Qe dx)+0 R—aPe

ope k=0, C==*1.
Yy possimmi H. B. Byrassa 3a 1893 p. ¥ 17 T. ,MareM. COOpH.* -1I0Ja~

€THCH BHMANOK IHTEIPYBAJBHOCTH

PQ'—QP =2 (sz o pin cps); ¢ — const1);

Hesiki 3 IHIMHEX TOMHJIOK BHIDABICHC

: 1) ¥ rexcri Byraesa 3amicTh c¢P? croite cP2
y 19 7. Maren. CGopm.




e e e S

76 M. K. Rypencoruis

Ied BHIAJOK BIiNINOBiIae JaCTHHHOMY BHIANKOBI MOI0 piBHaHHSA

/ 1 By L[V (e 1Y
e Be ppe S T i
2 +91 +2[(H) (P) B e
(Sitzungsberichte d. M. - N. - Aer. S. SewéenKo Gesellschaff inLemberg. H. X. 1929)
MmO BOHO BOJIOAI6 YACTHHHHMH iHTeI'pajaMu

t__ P‘,_—_P'l. t_ EI_!—-P'I
= e e [ =

g p
RKOJH IIOKJAaCTH

1
s
th 2VC {5y

1l. 3pepuiMo yBary Ha mikaBe poO3KIaTaHHS iHTer'pasly y piBHaHHS (1)
y cTymaHKoBm# Mpi6, mpe Ake Hxe MoBa # y possimeax II. C. ®aopoBa Ta

J. M. Cnnnosa; BiH momas Bayudy igemo OynyBaTH iHTerpyBaJbHi dopME
piBHaHHa Pirkari.

IepeiBiin piBHaHHSA (1) MmigCTAHOBKOD

oty o '
y—?+5[(ﬁ) _PJ @)
o R&HOHi‘IH.OI‘O BHY
2 =224J (3)
] . P/ ! Q / Pl 2
(= ifom=e o2 (5]
MiJICTaHOBROI
e
LRy
8BelleMO DIBHAHHA (3) 10 Takol caMe KaHOHIuHOI (popmMHE
Zy =172 ‘f‘ Jy.

Mieas » moni6mx omeparit piBHaHHA (3) HafyZIe BHIMALY
| ‘ ' = Z 4T,

Je iHBapisuT .J, 3B'ssaHEH 6yme 3 inBapigHTOM .J,_; TOTepenHbOI Omepamii
gopmyaomn .

1
g ;—(lg ) — 5 (g Ty,
BBomaun ckopouenns sammey
(g —1g"T; (gJy:=1g"y,

IHBapiAHTIB J;, J,,... yepes iHBapiAHT J 3aJaHOT0 DiBHAHHS (3) MaTHMeMO

3. TARHX (YOpMyJ :

L=J+%@U~}gﬁh

e e
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1 7 1 7 1 " . 1 " 1 o
Ty J o gty ——latd g (J+--§lg e ~J)—
1 r L 14 _L o/ .

J =J+_]‘_lg!fJ_}_ lgr9J+11g”(J_“_11g,,J_L1g/2J P
4 2 4 iz 3l 4
aalagelya Laparead el Lilgela s g Pl g
i° 2 4 [ 2 4
1 v 1 ” 1 / 1 ls _1_ 4 _i_ & e
3t e Il LI g T g )
_h},lg/zr J_|_L1g"J—i/1g’2J+i1g” Jle ng"J— 1.1g'21)~
Vi 2 4 2 2 4 1

‘ 1 2 _]_~__ " __7717 9 \ .
— g (J—{— g — g JH
Koam micasz m onepaniit 6yue
2lg"J, = lg’2 ]y, (4)
' TOAI MM MaTHMeMO iHTerpat Z CKiHYeHOI ()OpMH, TOMY IO

Invr1=4dn; Zns1="2n;

” 2J7&2
L U R
a00
2o o RE T S R T :
4.5

IaTerpan saiaHoro piBHAHHS sHalifeTscd 3 (OPMYIH

2J2
Z—J’—4JJ12

I =il (5)

Jg’—. oA _»_4Jn—2 Ji"},,,
Jri—-l oy 2Jn—1 Zn

dRYy, RODHCTYROYHCH 7 03HaAYEHHAMH
L

=
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MOMHa [epenucaTd y BHDJIANI :

Nt
Z=j,

-
B
T4

Iy
Yyt In1Zn.

I1I. PippaBEHg (4) MOMKHA IlepelHCaTH TaK:

I JIn\2
o (Jn) At i
saraJpHEM iHTer'pad Horo €
: : S e :
= L b

TarpM YUHOM, KOJH NicAd CKIHYeHOrO pPSAY # Omepamiil ME HpHAIeMO
mo imBapisaTa (7), Tomi iHTerpax piBHaHB (1), (3) MaTHMe CKiHueHY (opMy;
6yne AT
—1=Vi1—4k

2(x—+ k)
a Z Ta y HOicTaHeMo 3 ¢opMyda (5), (2).
g mymxe 4acTHHHOTO BHIIAIKY

Zn ==

n=0,
TO6TO I IHBApIiAHTA

k.
J= L
(@)
OPHXOIHMO ][0 MOMJIHBOCTH iHTeI'DyBaTH piBHamHA Riccati
Z =72 1c(x--k)m (8)
TOJ, KoI® m = 0, a6o m=——2; UL Takoro iHBaplAHTAa W PIBHAHHSA (6) 33]0-
BOMBHAETECH ; 3 BANAJAKY /= 0, BABIAKW NEePeTBOPeHAID U HE30IEHCHO20 3MIH-

HO20 X, nicTameso rascmaEmi 1iouville’is BEIIaImR {HTET'PYBANLHOCTH PiBHAHD
8) mud

o ]
W (9)

(¢ — 9uedo mige mox. a6o Bim'eMHe).
Jpyraii JacTHHHHH BAUAIOK
n=1

HepeBoNUTh piBHAHEA (6) y Take DIBHANHSA JJis BHDaXyBaHHA iHBApIAHTA J

piBHaHHS (3) 31 CKIHYEHHEM I[HTeIDAJIOM : &

Jj” 3( )—[—ZJ— x-j—kkg)z (10)
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Ile piBHAHEA Mac YaCcTHHHHM iHTerpan

i
(@—ky)?

Koqm 6 IOMACTHJNO SHAHTH 3aralpHAN iBTeI'paa piBHAHHA (10), TOAi,
AHAJOTiYHO TOMY, AK Ile po6uThcd NI BHOAAKY % = 0, 3aBIJKH IepPeTBOPCH-
HAM Te ¥ He3aJeRHOTO 3MIHHOLO ¥, MOMKHA CIONIBATHChH SHAWTH HiJdy RIACY
dysrnin J, sga opm n=0 BIAUOBiAaE HOKaMIAKAM 77 BELIANLY (9), mo
BOHH Jal0Th CEiHdenmi#t inTerpas piBHaHHS (8).

J =

Bumajnok piBHamHHA (10), juIa %y =0 aABIA6 c000K0 piBHAHHA I. M. Camn-

IioBa

J// 3 J!‘g ;
7—?(7)“"*0’

apoiaTerposare JI. M. CHHI0BEM 3a J0NOMOI0H (yHKMI Sl (u) = sinus lem-
‘niscaticus w, gry nictamemo 8 ¢yHEOil sinam (w), Kojim AJA TapaMerpa k uiel
QyHENil BATH K2 = — 1.

1V. Teopia piBHaHb

Y =Py @+ Ry 5 G

© fI09ajia POSBHBATHCH JHIIe 3a OCTanHl yacw. PiBHaHHA NpOro BHIJANLY, 34
Appell’em (Journ. de Liouville, 1889); 3aMiHOW 3aJeXHOTO Ta HE3aJIGHKHOTO
BMiHHOTO, 3BOJATBCA [0 KaHOHIUHOI dopmME

ay

) : 12
i B o

e J & a0COJNIOTHUM iHBapidgHT.

3 sajaven iHTer'pyBaHHA piBHAHHA (12) €, Misk iHMHAM, 3B’d8aHA, AK I BKe
BKas3yBaB y posBimni 1926 p., ,MspectHsa KasaHCKROI0 dnm3z.- MaT. O - Ba“, 3amada
Ipo TPOE Tid Ha ofHifr mpocTii: piBHAHHA DyXy £ IpHBIB 10 BHDIALY Giapin
mpoeToro, Him Buraax Euler’is, a6o Jacobiis; Toxl yMoBa iRTEIDYBalbHOCTH
pIBHAHD BHSHAYAETHCA MOIM a’ipreGPHYHAM PiBHAHHAM 4-T0 CTyNeHd, NIpyIui,
Buler’ip Bumamox, 1110 Bid HaJemuTh Jacobi, IpHBOLUTH /10 PIBHAHHA BATIALY (12).

Jlns piBHAHHA BEIIALY ‘ ‘

yy' +py' + 9y’ e ry—-s=0, ; e

KaHOHITHOH (HOpMOW €, 32 KoamosadeMm (,Azcaemosanis o gug. yp. ydy —ydx =
= Rdz*. Jlmceepr., Cnb., 1894 p.) Tara: 157

YY —Y=R(X). - (14)
ITigcTaHOBEA Yz—lz— mepeBouTh KosmosmaoBe PiBHAHHA (14) mo BETEALY
: Z12LRX)P—0; o A

e 6 OJWH 3 THIIB piBHapHd (11); a caMe: BHIIAIOR piBHAHHA (24), IO Ha Horo
pkasas JI. M. Cmuuos, komm M;=1 (apyre pipHanta CHHIOBa (23) MomHA
6yao 6 rem HammecaT:m y Appell’oomy Bmrasai (12). .

Haii6inpm mOBHEe NOCTiMMeHHs mpo (opMy IATErpaty PiBHAHHA

(T-+ Uy)y’ = Py*+ Q>+ Ry +8 (16)

IR
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Ta piBHawHA (11)!) spo6ms E. Hantschel (Crelle Journ., Bd. 112, 1893); ua-

CTHHHHMH BHNaJIKAMH HOro pesyabraTis € pesyabrarTé mocaigis Giintsche 2), !
Elliot (Ann. de I'Ec. Norm, 1890) Ta iHmHX BYeHmsx. ;
YacTHHEEE BHMALOR piBHaHHA (16), Kol P =0 e piBHaHHA BATIALY (13). x

Ile came MoxHa crasaTH # npo pisraHda (11), (12), (14), (15).
SymuHiMOCh JidUIe HAa OIHOMY YACTHHHOMY BHMOaJKoBL piBHaHHA (13),
IHARIIEe — PiBHAHAA (16): 3aJesKHICTH
(¥ — o))" C 03y = 0,04 : : (17)
lag IHTeI'PaJ PiBHAHHA BUIIANY (13) UpH Takill yMoBi mna Koe(iri€nTiB:
{mpp’ﬂL(M—l)pzq +;m’—(m+1)8}” 4 yeppcin 1y +pr—(m+l)_8} L

2pg+p —r e ' 2pq+-p —r

m

= ———[rmp 4+ (m—1 :
GG g )pal ;
GyHEENIL ®;,, ®,, ©; Jerko micTaHeMo depes p, q, 7, S KBaIpaTypaMH.
PiBHanng (17) opm
=1
laé saraJpHH# iHTeI'pan piBEaEHA Riceati (1), a came
__ Co;+w,0,
e O+

A 0, =Y, Ta w;=y, —Ile JaCTHHHI iHTeI'padd piBHaHHA Riccati, a », BuaHA-
9a6ThCA Yepe3 YaCTHHHI iHTEr'padd ¥y, s, s 8 GopMynn

Yo — 4

©g — —— -

Y1— Ys
a Jiid piBHAaHHA KaHOHITHOI (OpMH (3) 3aT0BOJBHSE Schwarz’oBoMy piBHAHHIO 3)

" 3 VA
B {2 V=2, a0 (o, @) =2
(O]

»

w;' 2 \ 0
3aranbEmi inTerpan pipHanms Riccati (1) MOMHa HaIIECATH IIE 32 TAKOK MOGK

popMyI0I0 :
Y=2 1+ 2tg(2+0);
TOLi MiE (YHENIAMH o Ta @ MaTEMeMO 3aJeHOCTI BHIJIANY :
0y = Ql —|—292 , Wy = Ql = Zgz y W3 = i

29/11 1929,
M. Kuis

!) lle Tpe6a maTH Ha yBasi nas Moei posBimRE 1926 p., OpH PO3MIyKyBaHHI opMm inTe-
Ipaxy pisnanas (12).

2) Diss., Jena, 1891 : R. Giintsche.— Beitrag zur Integré.tion d. Differentialgleichung ax

azs
= Py P,y + P.y? - Py3, Berlin, 1893.
%) M. Kourensky.— Procecdings of the London Math. Soec., vol. 24, 1925; pp. 205, 498.
M. Kourensky. — Sitzungsberichte der M.-N.-Ar. S. Sewcenko Ges. in Lemberg, H.
X, 1929. :




. E. OTIEBEIbKUI

YsarajabHeHHS KOCOCAMETPHYHOIO IYaJdiCTHIHOr(
BaKOHY Ha HEKOHIDYEHTHI MepeTBOpPEHHI

. ¥ mi# erarti mocraBieHo 3aBNAHHA MOUIADHTH TBEPIKECHHA, IOJaHe B Ha-
iy HonepefHIM TOCJifKeHH]!), Takok HAa HEKOHIDYeHTHI MepeTBOpeHHS,
PosramagbMo TepeTBopeHHs, BA3HaYeHe CIIBBIXHONIEHHIMN

Bo= Ll 35, .0 (=12 " .n) _ (1)

Jie B maHoMy o6cssi (yHRUIl f; MaoTh HemepepmBHi uacTHHHI MOXiHI, i me
SIr06iau ,

:GQQJ
r‘r')w“') ‘

He BHUKaE. :

Ho6yTOK TOYKOBEX MEPeTBOPIB, IMO CIPABIAKYIOTH HaBeJ/leHl BHIIEe YMORH,
Oyne TakoM TOYKOBe IIeDeTBOPEHHS, TaK M0 CYKYIHICTh IepeTBOpeHH (1) cra-
HOBUTHME TPYI¥, 16 6 i IIomapHo o6epReHi IIepeTBOPEHHH 2).

. IlepersopenHs, BH3Ha9eHi Yepes (1), € HepopManii MHOKHHE B co6i 3), 60
BOHH € OJTHO3HATHI 1 Pa3oM 3 CBOIMH 0GepHeHHMH [IEPeTBODEHHANE HellepepHBHi
Ta CTOATH B ONHIA KJACI 3 TOTOMKHHMH I1€PETBOPEHHESMHY.

OdgeBH1HO, MOXHAa po3DI3HATH [Ba THIHA JeopManil MHOMKHHE B CoG6i.
Ogur 8 HEX, BH3HaUeHHH 4depes (1) 3 mammu HallpAMoM (8 iHBapigHTHOI abo
00epHEH /10 iH IHKATPHECO), 3BEMO IPAMHAM [IePETBOPEHHAM, IPYTHE Ke, BH3HA-
YeHHHA BIilOOBIIHEM oGepHeHUM
M, maHo TPOTHIERHON IHAHKATPHCOI, 3BATAMEMO o6epHEHHA

Orae imnmKaTpuca Bim M, 6yae 3a o6epHEHOIO mmeper
KOJIH 33 MPAMOro NEepeTBOPEHHsA BOHA BMIHIOBTHCA, a60, HABMAKH, BOHA CTAE 06ep-
HEHOW 32 06ePHEHOT'0 IIPPETBOPeHHH, 3a MPAMOI0 ¥ 3aJHUINAETHCH IHBaPIAHTHO.

OsHauMo Temep NOHATTA Mpo XAPAKTEPHCTAKY TOYKOBOI'0 IIepeTBOPeHH.
3a XapaKTeDHCTHARY BBAiKAEGMO BCHAKY pi4 (BekTop alo TeH30D, IapaMeTp,
pyHeLio), mo I posriAnaeMo 3a TOYKOBOIO IepeTBOpPEeHH. ;

SJK y BHOAJIKY KOHT'PYEHTHOrO IIepeTBOPEeHHA 4) PO3pisHBaTAMEMO IIapHCTI
H HemapacTi XapakTepHCTHKH TOYKOBHX IepeTBOpeHb. 3a mapacTy Xapakre-
PHECTHEY OyoeMO BBaaTH TaRy, I0 He 3MIiHIOE CBOr0 3Hauyiggs minuac 3aMigm
HAlpAMY MHOKHHE ; 32 HENADHCTY XaPaKTeDHCTHKY TOIKOBOrO IIePETBOPEHH %)

M IIepeTBOPEeHHSM.
BODEHHA Ta cama,

1) Ius. Rendiconti del Circ. mat. di Palermn. T, LI, 1927, crp. 315.

%) Hop. Lie. — Theorie d. Transformationsgruppen. B. L. S. 1.

3) Ilop. H. Tietze.—Uber Analysis Situs, Hambur

4) Que. Moo npano 1. ¢.1), crop. 317, {

5) Tyr ine MoBa TinekH mpo Tgm.i TOYKOBI 'nepefrnopeﬂna, L0 CUPABNMYIOTE HaBe e v
6 HayxoBi 3aIHCEE 3 MATEMATHKH

ger Math. Einzelschriften Heft 2. H. 1923,

MOBH.

L

MePETBOPEHHAM, [IPH J0MY HAIPAM MHOKHHH
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]2 ‘ 1. E. Ozicreybruil

Tagy, M0 3aJdeXUTh Bil IHAMKATPACH, UDH YOMY Kasdca Iliel [HIAKATPHCH BHU-
3HAYAETHLCA KIAACOK IANUKATPACH MHOKHHH.

Jlerko mo6a4nTH, M0 iHAWKATPHECA HeMAPHCTOI XapaKkTepPACTHKH 32 06ep-
HEHOT0 IepPeTBOpPeHHA HaJeXaTAMe [0 TepIIol RAACH, SKINO 33 MPAMOIro mepe-
TBOpPeHHSA BOHA Halexasa 10 APYyrol KJAACH, 1 HABOAKH.

Temep 10BeliMO TaKy TEOPEMY.

Teopema 1. SAkmo 3a gedopmanii MHomunm M, ¥ cobi 6yme

0 [A”‘a‘-' sy Blabe bll,. iy Jitat e il), L/llr_, sl :umlwzg “oo Mgy s
er')', e g a-l =0, (2)
TO TAKOXK :
0 [44((,1(,,2 ) ,Bf)lbj s /j,l‘ Sgiaty 'ji1 i [I]’ L[xlg e ],7, Ar'l]lll‘lllg Gt mq,. B
Ri'i'r_,. o rq, ¥ a] o 0’ (3)
Je _
by O, o o Oy 5y B0 bibawl I s A e R el
i Aut- -9, .., Ly, .1, TO3HAYADTH P - Pasosl KOHTPABAPIAHTHI TeHBOpH H

BijlmOBiMHO ¢ - pasoBi KoBapiAHTHI TEH30DH MHOKPHH M, Prcka HaJ TeH30DaMA
y CHiBBinHOIIeHHd (3) TMOKa3ye, MI0 Ted30pH NiAJNAraoTh 3MiHAM, 3yMOBJIEHAM
mepexojoM iHAWKATPHCR 3 OJHOI KASCH y JPYyry, ¢ 03HaYae TapaMerp, 3a-

JexHA Bij imgmrarTpucH MHOMHHE, | O I03HAYa€ OJHO3HAUHY JIII0 naj TeH-

30paMu ¥ IapaMeTpoM.
Cmpasii .p 1 q-pasoBHit KOHTPABADIAHTHAI TeH30D € nP YmCes, a00 Biimo-
BilHO %9, 110 BU3HAYEHI CHiBBIIROMEHHAMH !)

0q, O, 0
At - ay — % : s R wap Al .. By 2 (4)
72 » 2)
0xp, 0Zp,  Oxn,

om, Om, Bm .

Bep s v iy
et o By oy,

Jlerko moGaddTH, IO MHOMHHUKH BHILY
OBy Ll
= H e
¥ ox,,

38 06epHEHOI'0 MEePeTBOPEeHHA B3a6MHO MepeMiHANThCA CBOIMH MiCUAMH y BH-
pasax (4) # (5).

BiqmoBifHO 0 [HOr0 3MiHIOIOTHCHA TEH30PH y CHiBBifHOmeRHAX (2) # (3),
mo {X KOHTpPaBapifHTHICTH i KOBapiAHTHICTh BH3HAYAITHCA PAHraMu P 1 ¢, 3a
06epHeHOro MMepeTBOPeHHA HA TaKi, e KOHTpaBapiaHTHICTH i KOBaPiAHTHICTH
BHASHATAETHCA DaHraMm ¢ i p.

KpiM 1poro, depes Te M0 iHIHEATPHCA MHOKHUBE M, 32 0GepHEHOTO mepe-
TBOPEHHS IepPeXONATh 8 ONHOI KAACH B IPYry, TO TeH30DH Ba3HATH 3MiHW,
[0 [MO3HAYAETHCH PHCKON HaJ 3HAKOM TeH30DpAa. :

1) TMop. A. S. Eddington. — Espace, temps et gravitation, partie théorique, Paris 1921, p. 33.
2} Buak cyMu micas piBHAX MOKAMKIHKIB B OHOPIAHAX BHPASAX,AK lle 3BHIANHO,IPONYCKAEMO.
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AJle IapaveTp 3MiHIOE cBill 8Hak 3a 0GepPHEHOr0 NePeTBOPeHHS. 3 iHIIOTO
00Ky BiIOYBa6TLCA DasOM i3 NPAMHEM TaKO® oGepHeHe nepeTBOPEHHA, TAK IO
pasoM i3 (2) rako® i cmiBBimHOmeHHs (3) & TpasamBe. OT#He H Halle TBEP-
JI#eHHd IpaBluBe.

Sayeaxncenns I. Ha wmimerasi TeopeMr | MOMHa 3pOGHTH BHUCHOBOK, IO
i3 cHOiBBigHOMmERE 1)

Pr=gh P (6)
BHHHKAI0Th CIIiBBiHOIIEHHS
Pt = gy, P, (7)

jJe P e KOHTPaBapiAHTHI KOMIIOHEHTH ¥ P; KoBapigHTHI KROMIOHEHTH BEKTODu,
%% T& g% & ocHOBHI TeHsOpH.
Cupasai micTareMo (6), 60 gy 6 TapHCTa XapaKTepPHCTHEA

— P =gy (— Py),

T067T0 cmiBBigHOMIeHHS (7).
Bucnosox 1. Sxmo 3a negopmanii MHOMEAE M, y cobi icHye

Oy, BT, Ly M Bil=0, (8)

TO iICHy& TaK0M
0[—'Aa, —Bb,...,—- s —Ll, —Mm,..., -—-R’]zO, (9)
me A%, B..., B" ¢ xourpapapianTHi, L, Mm,..., B,— KoBapiaaTHI BEKTOpH.

e BuxonuTh GeamocepeqHBO 3 TeopeM: I, 60 BEKTOpa MOMHA POIVIAAATH,
AK TeHs0pa MepHioro paHry, IO 3MiHIOE CBiM 3HAR i3 BHarROM iHJWKaTpPHCH.
Bucrosorx 1I. SIKmo 3a KOHI'DYeHTHOT0 TEPETBOPEHHA IJIOLIMHE B COOi

icaye
U[WI’ WE,- vy W:)7) Ifl; V:’:' s =3 Vn] = 0) (10)
TO TAKOMX €
ZY [—— Ifl, Sy Vz,. O s I]m: T Wl,'_‘ -W’rg,. T T e Wn] =O, (11)
Je W; 1 V; 6 BiImoBifHI BeKTOpH [id HeHopyleHoi M MopyileHOl MJIOIIHHH,
U — ¢yHELifA, 10 BCTAHOBIIE OJHO3HAYHY BIIMOBIMHICTH Mim BekTOpaMm W;
Ta Vi2).

Copasni, cykyusicts KOHI'DYEHTHAX IepPeTBOPeHb CTAHOBHTH WiATPYHY
Ipynd HepeTBOPeHb (1); 3 IHImIOro & GOKY KOHTpPaBapiAHTHI # KOBapiAHTHI Bek-
TOPH 32 KOHI'DYeHTHOIo IlepeTBOPeHHA € PiBHI BeJHYHHOIO.

Mo:kHa Jerko mepecBiI4ATHACH IPABHJIBHOCTH TAKHX [BOX TBePHMReHb, IO
HBJIAIOTE C000K y3aralbHeHHS TeopeMHA (1).

Teopema I1. fIrmo 3a nedopmanii MHOKHEA M, y cobi €

AR SRR B Ty b et :
O[A.l."..,.pbxb,...b""’ B ps,s»...sq’ “]=0’ (12)
TO TaAROHK

O[A""' Vb,b....bq-” B s,s,...sq,";_a"___o (18)

Wlg.. Qp .oo... ? ’ Tylaa.elp < on. .

1) DuB. M, von Laue. — Die Relativitidtstheorie, B. II. S. 40.
%) lle TBepnxeHHA NMOBeneHo B MOTM oexizmensmi 1. c. Crp. 317.

§*

By |
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Tle KOXMteH CHMBOJ!) ¥ NYMKKaX 03Ha9a6 MHOKHHY YHCEJ, M0 BH3HAYAITH TEH-
30DH ,p - ¢“ paHry, yci s iHmi cHiBBiJHOIIEHHS 36epiraioTh Te caMe 3HAYIHES,
AK Y TBeplsKeHHI I.

Teopema III. Slxkmo sa medopmanil MHOKEHE M, y GOO6i €

(1701 e g Ve TRl e e ;
A4y e BT a0 (14)
TO BiZOyBaeTHCA TAKOMR
B 0,b,-.- b S e 8,8 .08
A[Aalaa...ap ..z.... q""’ RT]TQ..-fp .l.....q’ _a]zo’ (15)

le A 1O03Ha4Yae BWpa3, HesaleRHHH BiN iHgmrarpucum M,, iHNI [M03HAYEHHS
30epiraloTh cBO6 3HadYiHHA, AK y TBepasxenHi IL.

Sayeancerns II. Oi3uad] @ TeoMeTpHAIHI 3aKOHH, [0 COPABIEYOTH TEO-
pemy IlI Ta mo Ix MoxHA HammeaTd y BArIAgi (12), a6o (14), MalTh TaKy
BIACTHBICTH, MI0 KOMKHOMY B8aKOHOB! BINNIOBigaé IHUIMN, KA BAHAKAE 3 MEP-
IMoro Ha {imcTaBi AYaJiCTHYHOrO 3aKOHY.

Sayseancenns 111, Jlergo mo6ayury, mo AyadicTEYHEME npHHENEI Poncelet -
Plucker’a e BECHOBOE 8 IyadicTHIHOrO 3akoHYy (Teopema III) B ToMy poay-
MiHHI, IIT0 KOMKHE TBeDIKEHHA NPOSKTHBHOI reoMeTpil, Mo nicTaeMo 3a JOIOMOTOKD
AyaJiCTAYHOI'0 NPHHIMITY, MOKHa BHBECTH TaKOX Ha HifcTasi myadicTAYHOrO
8aKOHY. ;

Copasni, na unigerasi Teopemm III iHBapisdaTH NIpPOSKTHBHOI rpymH, MmO
IX MoMHa BH3HAYHTH B (hopMi

Mal0Th BJACTHBICTH, MaHy Ii6l0 TeopeMol, TaR IO 8 KOMKHOTO TBEPIKEHHS
OPOSKTHBHOL IeoMeTpii, IM0 Mae aramaHy BHOIe (opMy, BAXOAHUTH iHIEe TBep-
nxenaa Ha nigcrasi Teopemm III. Ti cami TBepimeHBs MoKHA BHBECTH OJHE
3 OJHOTO 3a JI0IOMOroK AyadicTm4noro npuenuny Poncelet - Plicker’a. Ax mpm-
KJaj BisbMeMO NJIOINHHY, IM0 I piBEAHHA 6yIe

u1ﬂ71+u2w2+u3w3+1 =0, (16)

e &y, &y, X3 — KOODAMHATH 3MIHHOI TOYKH, IO II MOXKEeMO BBa’KATH 33 KOHTDA-
BapigHTHH# BerTOp. [lmommHa ado piBHaHHA (16) € BiHOCHO MTpPOEKTHBHHX
IepeTBOPeHp 1HBapiAHTHA, TOMY MOXKHA #;, U,, U%; BBaskKaTH 32 KOBapigHTHOr0
BekTopa. [HMEMU CIOBaMH, BHpas

Ul =—<1 (i =1, 2, 3) (17)

XapakrTepusye IJIOIIARY, AROO (X, Ty, %3) € KOHTpaBapidHTHHE BeKTOp i
(%1, U3, uz) — KOBADIAHTHHH BeKTOP.

Te came pisHanHaA (16) BH3HAYAE TOYKY, KOJH DOIMIANATH (%, ©s, Us)
AE HesaJeXHy 3MmiHay, To6TO AK KOHTpaBapifgHTH@N rekrop, i (x,, L) ¥3) AR
EOBapigHTHHEU BekTOp. 3 iHmoro 6ory duepes iHBapiAHTHICTH

"ma;‘=—1

1) Mop. L. A. Schouien. — Ricci- Kalkiil, Einleitung, S. 4.
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Ha Tifcrasi TBepr#eHHs | TakoXx MOBHHHA MATH Miche iHBapisHTHICTH

(— ) (— @) = —1
260
Wy =— 1.

Oraxe piBHaHHS (16), saJesHO Bil TOro, YW MH mifgdac mpAMoi 9d o6ep-
Henoi TpaHcdopMalii BBamKaTEMeMO HOro JiBy JacTHHY AK iHBADIAHTHY, BH3HA-
986 IJIOLIWHY a60 TOYRY.

[loni6HO MOMHA K BHCHOBOK 3 JyalicTHYHOIr0 3aKoHY (Teopema III) BH-
BECTH TaKOJ IHIII TeOpeMH TIPOEKTHBHOI reoMerpii, II0 IX MOHa HiCTAaTH 3a
IomoMoTol AyandicTmumoro mpmHumumy Poncelet-Plicker’a, Te came Mipry-
BaHHg MO/KHA TOMHAPHTH HA IPOCTOP 3 7 BHMipaMH # MOXHA, HAIPHRJIAL,
MOKA3aTH, 10 iHBApIAHT 7 — BHMIPHOF0 IPOSKTHBHOIO MepeTBCPeHHA

ulﬂ;l —I—'ugmg—l—‘.“..—{'—una;n—!—l —0 (18)

BH3HAYA6 TOYKY a60 INIONIMHY 8aJesHO Bil TOro, 9 BBasKaTHMeMO (18) 3a
iHBapigHTH mpsAMoOro a6o 0GepHEHOrO IlepeTBOPEHHs, IO 6 PiBHO3HaYHe TOMY,
9 BBAXKATHMEMO (Ty, Ly,...Tn) 3a KOHTDABADIAHTHUI BEKTOD Ta (uy, Uy, ...Un)
33 KOBApiAHTHE# BEKTOP IH, HABUAKH, (Zy, Ts,..., Ln) B3 KOBADISHTHHHA BEKTOP
i (uy, uy,..., u,) 3% ROHTPABAPIAHTHHU BEKTOP.

o1y
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J. OGIEWETZKI

Verallgemeinerung des schiefsymmetrischen Dualitéits-
cesetzes auf die nichtkongruenten Transformationen

Dieser Artikel stellt sich die Aufgabe den Satz, welcher in unserer frithe-
ren Mitteilung!) ausgesprochen wurde, auch auf nichtkongruente Transforma-

tionen zu erweitern.
‘Wir betrachten eine Transformation, die durch die Beziehungen :

.T'VI; — f, (‘.1'1, .1'2, CR ;l?"), (1)
bzw.
x* =gy (@i, By -« o5 Tn') . B A Fy e vl (L)

hestimmt wird, wobei in gegebenem Bereich die Funktionen f; und g stetige
Ableitungen hesitzen und die Jacobi’'schen Determinanten

% ; t oxt
| un P
nicht verschwinden.

Das Produkt von Punkttransformationen, die diesen Bedingungen genti-
gen, ist auch eine Punkttransformation, so dass die Gesamtheit der Transfor-
mationen (1) eine Gruppe hildet, welche paarweise reziproke Transformatio-
nen enthilt 2). :

Die Transformationen, welche durch (1) definiert werden, sind Defor-
mationen der Mannigfaltigkeit in sich ?), da sie eineindeutig und samt der
umgekehrten Transformation auch stetig sind und endlich mit der identischen
Transformation 7z’ =z in einer Klasse stehen.

Offenbar lassen sich von vornherein zwei Arten von Deformationen der
Mannigfaltigkeit M, in sich unterscheiden, die eine von ihnen, durch (1)
Dbestimmt, mit einem gegebenem Umlaufsinn der M, (mit invarianter oder
umkehrender Indikatrix), nennen wir direkte Transformation, die andere,
welche durch die entsprechende inverse Transformation (2') definiert wird

1y Uber ein schiefsymmetrisches Dualitiitsgesetz, Rendiconti del Circolo Matematico di

Palermo, Bd -LI 1927, S. 315. i
2) Vgl. Lie. — Theorie der Transformationsgruppen, Bd I, S. I. i
) Vgl. H. Tietze. — Uber Analysis Situs, Hamburger Mathematische Einzelschriften,

2 Heft, 1923.
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TR TR T T

und bei welcher der Umlaufsinn der Mannigfaltigkeit durch die entgegen-
gesetzte Indikatrix der M, bestimmt ist, werden wir umgekehrte Transfor-
mation nennen. Somit bleibt die Indikatrix der M, bei umgekehrter Trans-
formation dieselbe, wenn sie bei der direkten sich #ndert oder umgekehrt,
sie kehrt sich bei der umgekehrten Transformation um, wenn sie bei direkter
invariant ist.

Stellen wir jetzt den Begriff von der Charakteristik einer Punkttrans-
formation fest. Unter Charakteristik verstehen wir ein Ding (Vektor oder
Tensor, Parameter, Funktion), das bei der Punkttransformation betrachtet wird.

Wie im Fall kongruenter Transformation!) werden wir gerade und
ungerade Punkttransformationscharakteristiken unterscheiden. Unter emer
geraden Charakteristik meinen wir eine solche, die ihren Wert bei Anderung
des Umlaufsinnes der Mannigfaltigkeit nicht &ndert, unter ungerader Punkt-
transformationscharakteristik aber eine solche, die von einer Indikatrix, deren
Kl?lsse tdurch die Klasse der Indikatrix der Mannigfaltigkeit bestimmt wird,
abhéngt. : :

Es ist leicht zu sehen, dass die Indikatrix einer ungeraden Charakte-
ristik bei umgekehrter Transformation von der zweiten Klasse sein wird,
wenn sie bei direkter der ersten war und umgekehrt.

Jetzt beweisen wir folgenden Satz,

Satz I. Findet bei einer Deformation?) einer Mannigfaltigkeit M, in sich

[ TR ) A e
O[A‘lla2 Gp, B0 RS i Llll,‘..lqy Mmng...mq,---, Rfr,rg...rq,

—0; : (2)

a]=

statt, so ist auch
O[Aa!a,2 s B Brg, ... N LN iy Lkl -lg Frmm,. .. ST Rrare- - Tq —a] =

=0; (3)
WO :

L T e i b, e T o =R ]

und
Al Oy g iy

12

q

p-fach kontravariante Tensoren und-hzw. q-fach kovariante Tensoren der
Mannigfaltigkeit 2, bezeichnen; der Stricn iiber die Tensoren in der Bezie-
hung (3) weist darauf, dass die Tensoren einer Verdinderung unterliegen, die
durch den Ubergang der Indikatrix von einer Klasse in die andere bedingt
wird, « —ein von der Indikatrix von M, abhéingiger Parameter ist und O eine
eindeutige Operation iiber die Tensoren und den Parameter ausdriickt.

In der Tat, der p-fach kontravariante Tensor und ¢-fach kovariante
Tensor stellen »? bzw. n?¢ Zahlen dar, die durch Beziehungen?) von der Form

Atls - -0y — ngﬂl 2 a_x_% R 0%“_1” Aluba .. hy 4) (4)
On, On, O, :

1) Sieh meine Arbeit a. a. 0. 1), S. 319.

%) In dieser Notiz ist die Rede nur von solchen Punkttransformationen, welche den
hingewiesenen Bedingungen geniigen.

3) Vel. A. S. Eddington. — Espace, temps et gravitation, partie théorique, Paris, 1921, p. 33.

) Die Summationszeichen nach gleichen Indexen in homogenem Ausrdiicken werden wir,
wie iiblich, weglassen.
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und

7 b - 2. ;

i - — Ly 5
& 093;1 6%[2 0.’171,1 . ‘o) ( )
bestimmt sind. ) :

Bs ist leicht zu sehen, dass die Faktoren von der Form

o, - oz,
nnd —
ﬁx,,‘ 053.( :

bei umgekehrter Transformaticn ihre Plidtze in den Ausdriicken (4) und (5)
gegenseitig wechseln.

Dementsprechend verwandeln sich die Tensoren in den Beziehungen (2)
und (8), deren Kontravarianz und Kovarianz durch die Range p und ¢
bestimmt sind, bei umgekehrter Transformation:in solche, deren Kontra-
varianz und Kovarianz durch die Range ¢ und p bestimmt sind.

Ausserdem unterliegen die Tensoren, da die Indikatrix von der Mannig-
faltigkeit M, bei umgekehrter Transformation von einer Klasse in die andere
iibergeht, einer Verdnderung, die ihren Ausdruck in Strichen iiber dem
Tensorsymbol findet.

Der Parameter dndert aber bei der umgekehrten Transformation sein
Vorzeichen. Anderseits, findet zugleich mit der direkten auch die umgekehrte
Transformation statt, so dass mit (2) ist auch die Beziehung (3) richtig, da-
nach ist unser Satz bewiesen. :

Bemerkung [. Auf Grund des Satzes I folgt, dass aus den Beziehungen ?)

P = gik Pi; (6)
die Beziehungen ]
Pt — guPs ; (7)

wo P'—die kontravarianten Komponenten und P;— die kovarianten Kompo-
nenten eines Vektors, gs und g#-—die Fundamentaltensoren sind, folgen.
In der Tat, wir erhalten (6), weil g; eine gerade Charakteristik ist,

— Pk = Jir b
d. h..die Beziehung (7). : :
Folgerung 1. Wenn bei einer Deformation der Mannigfaltigkeit M, in sich

OFas, B, . P, D M cos, Bl 0 (8)
stattfindet, so findet auch
O]—4d,, —Bp, ..., — 14y BN SR RSN S (9)

statt, wo Ae, B, ..., B"—Xkontravariante, L; My, ..., R.— kovariante
Vektoren sind. :

Das folgt unmittelbar aus dem Satz I, da ein Vektor als ein Tensor
des ersten Ranges angesehen werden kann, der sein Vorzeichen mit der
ndikatrix @ndert.

1) Sieh M. von Laue.— Die Relativitiitstheorie, B. II, S. 40,
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Folgerung I1. Findet bei einer kongruenten Transformation der KEbene

in sich 7
{“/r(.I/IfI! T'TT‘Z’ DY W!T, Vly ‘[/T‘_’a 875 55 ljl?u) == 0; (10)

statt, so ist auch
U(i ITI, o Vg, Sl 1 ] Vn,, ==y ]’I’rl, XS TJ’TQ, vy T/Vrn) == O: (11)

wo W; und 7; die entsprechende Vektoren fiir die feste und bewegte Ebene
sind, 7— eine Funktion, welche eine eineindeutige Korrespondenz zwischen
die Vektoren W, und V; festsetzt!).

In der Tat, bildet die Gesamtheit der kongruenten Transformationen
eine Untergruppe der Gruppe der Transformationen (1), anderseits sind
kontravariante und kovariante Vektoren hei einer kongruenten Transforma-
tion ihrer Grosse nach gleich.

Es fallt nicht schwer sich an der Richtigkeit folgender zwei Satze, die
eine Verallgemeinerung des Satzes 1 sind, zu uberzeugen.

Satz IT. Wenn bei einer Deformation der Mannigfaltigkeit M, in sich

sy - = G Filo:vnTmeran s ooyt
O[A .l ..... phb by 3 B psy@z.‘.sq’ a]_()_, : (12)
stattfindet, so findet auch
(T il bebasc b e S8 ey fihs ) a
O[Aa;a,.. (lrp.-.A-- q’ e S Rr;’fj...Tp.....-q’4“]_0’ (10)

wo jedes Symbol2) in den Klammern eine Menge von3) Zahlen darstellt,
welche Tensoren vom Range (p-}-¢) ausdriickt, alle anderen Beziehungen

aber dieselbe Bedeutung wie in Satz I behalten.
Satz ITI. Findet bei einer Deformation der Mannigfaltigkeit A, in sieh

Tile RS R o % )
A[A ...... plfﬂ);....bf Picer) e psl.\‘.z.,.sq' j'r (14)
statt, so findet auch
...... biby.. by TP daie wt 3185 < wei (1 =
*4|Aula,, TR R;-k;'gu_rp_ ,,,,, z, —“] (1'3)

wo 4 eine Aussage bezeichnet, welche von der Indikatrix von M, unabhin-
gig ist’ und die ihrigen Bezeichungen ihre Bedeutung, wie im Satz 1I,
behalten.
~ Bemerkung I1. Bs ist leicht zu sehen, dass die Sétze 1, 1I, 1 auch dann
noch wahr bleiben, wenn (2), (12) und (14) Invarianten einer Gruppe der
Deformationen der M, in sich sind.
Bemerkung ITI. Auf Grund des Satzes I kann man der Beziehung

cos ¢ =cos(p, f)=pni [*; o Y1

i ') Dieser Satz wurde von uns auch in dem Aufsatz ,Uber ein schiefsymmetrisches Duali-
tatsgesetz®, loc. cit. S. 317 bewiesen. s

A Negl. J. A Schouten, Ricci - Kalkiil, Einleitang, S. 4.

H Vel M. Lane, loc. cit 9), S0 41




Verallgemeinerung des schiefsymmetrischen Dualitiitsgeseizes 91

wo p; und fi—kovariante und kontravariante Komponenten der Einheitsvek-
toren p und f sind, welche einen Winkel ¢ bilden /=1, 2' die Formel

008 (— &) = (—p") (— fi) t
d. h.
Cos ¢ = p°f; ;
ableiten. :
Ebenso folgt aus der Beziehung?)

sin o = =V g1190 — (g12)? (P'f2 — 21); (18)
auf Grund des Satzes I : %

Sin (—¢) == 1/9“922 SR Bl h et

d. 4

sil g = == /91922 — (") (prfo— Do ); (19)

WO ¢ix (¢4, k=1, 2) uud ¢* die Komponenten eines kovarianten und bzw. / 1
kontravarianten Fundamentaltensors sind, welche gerade Charakteristiken ?
darstellen, o, pi, fi, i, fi behalten dieselbe Bedeutung wie in der Bezie- '
hung (16).

: In: der Richtigkeit der Beziehung (19) kann man sich folgendermassen
iiberzeugen. Wie bekannt, ist2)

i e i o mn s I | 20
: 9 g’ g g’ g g (20)
wobei
1911 91
y | J21 Go2 |
und :

go1 = G135 9% = g'%;

ausserdem ist wegen (6) ; i
D1 =gu P+ g% {

fo= g ' 922 1% ‘

, 21
Dy =G5 D'+ g220% J S
fi1=9ul"+9121%
deshalb ist ' :
Pife—pofr = (PP —0%f") [g11922 — (912)°] (22)
Jetzt bekommen wir aus (19), (20), (21), und (22)
arg. )2 i i
sing == I/@Q%WJQ_L (D222 ) (911920 — (912)%];
) Vgl. loe. cit. 1), \
2) Vgl. H. Rothe. — Einfilhrung in die Tensorrechpung, S. 41.

P rw—1
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o b,

Sin ¢ =5V gufn— (@1 (P12 —2*1");
Wz bW,
Auf analoger Weise kann gezeigt werden, dass aus

ds? = gg.dxtdak; (24)
ds? — g% dx;diy; (25)

folgt, wo ds ein Linienelement und g%, gs— Fundamentaltensoren sind.
In der Tat, man kann ds in der Form

ds = Lda?®;

-

darstellen, deshalbr kann man (24) auch

[Ldx' ? = gadatix”; i (26)

schreiben.
Dann folgt aus (24) auf Grund des Satzes I

[(— B (— da) 2 = g (— dai) (— dag);

wo I und I’ die entsprechenden kontravarianten und kovarianten Koordina-
tenvektoren sind.
Somit ist

(Fodas)2 = g dasday;
oder
ds? = g da;dar;

Bemerkung IV.Die physischen und ‘geometrischen Gesetze, welche dem
Satz 1II geniigen und in der Form (12) oder (14) ausgedriickt werden konnen,
die Beschaffenheit haben, dass jedem Gesetz ein anderes entspricht, welches
dem ersten auf Grund des Dualititsgesetzes (Satzes 1II) entspringt.

Bemerkung V. Es ist leicht zu sehen, dass das Dualitétsprinzip von
Poncelet - Pliicker eine Folgerung des Dualititsgesetzes (Satzes III) ist, in
dem Sinne, dass jeder Satz der projektiven Geometrie, den man mit Hilfe
des Dualititsprinzips erhilt, auch auf Grund des Dualititsgesetze abgeleitet
werden kann.

In der Tat, auf Grund des Satzes IIl besitzen die Invarianten der pro-
jektiven Gruppe, die in der Form :

ausgedriickt werden konnen, die Beschaffenheit, welche durch diesen Satz III
gegeben ist, so dass aus jedem Satz der projektiven Geometrie, welcher die
erwiihnte Form hat, ein anderer Satz, auf Grund des Satzes III, folgt. Die-
selbe Siitze konnen auseinander mit Hilfe des Dualitéitsprinzips von Ponce-
let - Plucker abgeleitet werden.
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Als Beispiel betrachten wir die (terade, deren Gleichung

Uy Ty~ Uy Ty Us Ty =1 = 0. (27)

geschrieben wird, wo X, X, X;—Koordinaten des verdndiichen Punktes.

sind, die wir als einen kontravarianten Vektor ansehen konnen. :

Die Ebene oder die Gleichung (27) ist gegeniiber projektive Transfor-
mationen invariant, deshalb kann man U, U, U, aes einen kovarianten
Vektor ansehen. Mit anderen Worten, der Ausdruck :

u : i
Zi Wil — —1; (28)
1
charakterisiert eine Ebene, wenn (X;, X, X;) ein kontravarianter und (U,
U,;, U;) ein kovarianter Vektor ist. 7
Dieselbe Gleichung (28) driickt einen Punkt aus, wenn (U;, U, Us)

als unabhingige Verdndliche, d. h. als kontravarianter und (X,, X,, X,) als.

kovarianter Vektor muss angesehen werden.
Anderseits muss, wegen Invarianz von

"
Nzt = —1
1

auf Grund des Satzes I, auch die Invarianz von

n
i (—wd) (—x) = —1
g
oder
n
1247 way=—1

stattfinden.

Somit driickt die Gleichung (28), in Bezug darauf, ob wir ihren linkem

Teil als Invariante bei gerader oder umgekehtrer Transformation ansehen,
eine Ebene oder einen Punkt aus. ;
Auf dhnliche Weise kann man als Folge des Dualititsgesetzes (Satz I1I)

auch andere S#tze der projektiven Geometrie, welche mit Hilfe des Prinzips.

der Dualitit von Poncelet und Pliicker erhalten werden kionnen, ableiten.

Dieselben Betrachtungen kann man auf den »-dimensionalen Raum
erweitern und es kann, zum Beigpiel, gezeigt werden, dass die Invariante
der n-dimensionalen projektiven Transformation

: Uy Ty~ oo+ .. UnTn+1=0; (29)

einen Punkt oder eine Hyperebene ausdriickt, in Bezug darauf, ob wir (29)
als Invariante der direkten oder umgekehrten projektiven Transformation,
was equivalent dem ist, ob wir (X, X,, ..., X,) als kontravarianten Vektor
und (U, U,, ..., Uy) als kovarianten Vektor, oder umgekehrt: (X;, X,

Dyita e

Xn) als kovarianten Vektor und (U, U,, ..., U,) als kontravarianten Vektor-

ansehen werden.

25.VIII. 28
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. [I. BJAHK ra M. A. MUKOJAGHKO

[Ipo JlieBi KBaJPHKK B cHCTEeMI IHTEI'PAJbHAX KPHBHX
IIpadposoro pisnanus > Pdx—0

1

[ToMis iHTeI'pajbHAX KPUBEX PiBHAHHA B ITOBHEX Ju(epeHilidiaX
Pdx -+ Qdy -+ Rdz =0, (1)

qepes KUMKHY TOUKY HPOCTOPY B3araliHpOXolsTh IIBi KPHBI, IO [XHI CTHYHI [0~
[IMHA 3JHEBAl0ThCA 3 ILoMAHaME cHcTeMH. 1li ®puBi 8BYTHCA ACHAMITOTAYHHAMK
KpuBEME cHcreME. MOMKHA 1 I BUX YTBOPHTH Take i caMe 30ynyBanHd, fAKe,

AKIIO MA MaeMo TOBepXHI, 6yle KBajpukoo JI¢!).
ACHMIITOTAIH] KPEBI CHCTeMH BH3HAYA0THCA DIBHAIIHAMA (1) Ta

dPdr -+ d@Q)dy +dRdz = 0. (2)

Bynemo KoprECTYBATHCA 3 CAMBOJIA & LIS HAOpPAMEIB y310B# 0/HIEI 8 aCHMI-
TOTHYHEX KDHUBHAX, INO [POX0AATH 4Yepe3 Jady TOIRY — y3LOBH kgpasoi C,
i CAMBOJIOM & /18 HAOpfAMKiB y3gZoBx jpyroi (', Tak Mmo IOpy'T 3 (1) i (2)
MageMo :

Pdz -+ Qoy | Riz =0 : (3)

3P - 8Q8y - 8Rde =0, (4)

JOTHYHI [0 ACAMITOTHYHHX KPHBHX, 0 BUXONATH 3 To90K KpuBoi C, piB-
HaHHg g0l

z=u(s) y=ys) 2=2s)
YTBOPIOOTh JiHIAYATY [10BEPXHIO
b o A e il S S 3 -
5—M$;p“,a—M$+p%,»—ﬂﬂ+p% (3)

Tpu Ge3aMeskHO - GJIH3bKI HpPAMOJiHI#H TBipHi 1i6l MOBEPXHI BH3HAYANTH
edRy MOBEpPXHI0 JpPyroro MmopfAlry, piBHAHAL AKOI NiCTaHEMO, KOJH OPAMiTHMO,
Mo OXHA CHcPeMa ii TMPAMOMIHIAHAX TBIPHAX CKJIANA6ThCH 3 JOTHYHHX [0
ACHMUTOTHTHAX KPHBHX (depaMOaiHiiHEX) TiHIHYATOI MOBepXHi.

) W. Blaschke. — Differentialgeometrie, 11 (1923) -S. 221.

ey
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OTame MOBEPXHIO JPYroro NOPAAKY MUXKEH& 1aTH B TAKOMY BMLi:

e E 0 @) G
/‘*‘E‘”(aﬁap'ds,’ )
i anajorigni ¢opuyrm s Y ra' Z: de
dp_ . (bphe)
Py T s

[Ilo6 o6uHCcaMTH [eTepMiHAT, [0 BXOMATH B HONepeIH (HOPMYyJy, BBe-
AeMo TpieTp, CKJIATEHHH 3 JOTHIHAX [0 aCHMOTOTHYHHX KpmBAX C i (' Ta
HOpMaJli GHCTEMH, I YABIMO BiIUOBiJHI BeKTOpH depes3 #Oro KOMIOHEATH Bill-
HOCHO OBOr0 Tpiegpa .

d2x da ox or dx ox
it . e ST & :bli 177’
a2~ " ds 2 08 052 das oy 03
d [dx dx o o (dx dx o
e ey ~ —+ VP, ) = Lk Ly
ds(as) ds TV e T 3s s,) ol R (8)
apP dx or oP L R
: o it et i vl

B mepmmx 1BoX (popMyJax 3BepHIMO yBary Ha Te, I0

> Pig=0 . P —o,

Y P21,

a B IBOX OCTaHHIX

"~ Koedinientn B ¢opmynax (8) 3p'dsaHl [JedKHEMH CHOiBBiJHOMNIGHHAMH ;

gepes Te 10

S B

a—+bcosb=0 a' b cost=0
p+hecosb=0 p 421" cosb=0 9
a8 cosfi=0 a' B eos =0, :

Ie 0 —gryT MiK acEMOTOTHYHUMHA KPDHBHMHA.
SArmo nmoMHOMEEMO (8); BinmosinHo Ha P, (), R 1 momamo, ToO IiGTaHeMO

d [3x WY B s
pIrr ESE b

i 4epes Te IO ‘ '

& Pga_w)__ Yar 2o NY jafdz)_ NP do
ds\3s/) i@ Bsiii B\ Bsrhir i Lad Bl

v=—@sin206, " * ¥ =—B'sin26;: | (10)

6yme

TO

S
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3aYBaKMO, II0
\ V3P dr dPiz

T %—ngGsme,

ne G—uaiBa vactmHa YMOBH IHTEIPYBANbHOCTH

G = P(Q:— Ry)+ Q (Bo— P)) R (P, — Qn),

TaK IHO

y—v — G ginl (11)

sJRmo nponmpepeﬂunoemo (5) 1 migcTaBEMo vacTHHERAI HOXi/IH] B YHCETBHUK
dopuyaum (7), To :

_ldz a (dx 8m 4z a2 [z Y.
gepes (9) M POPMYJIa HePeTBOPIOETHCA

(Eg Ep E.g,g) =

2

— {0+ pp, 2, [a+p(‘%§+ax+»k+va]§%+p(w+§;)P}=
(%, % ) 405 (w—ff%)—pv][a+p(%+m+m+va)]=

dz ' 1y 1dy ' 1dh v
- SR HE I T on el ol
(ds 8s )[p (}L oL, (ZS)+p)(v g ade a)J

abo
ox
Cebpbu) =v (pd 478 (2, %, ),
ne ‘
1dy Adv  di :
A——-p—a*;ag, S a s e (12}
T€ ¥ caMe :
A
Epsps)—v(d E] aS P))
‘Tak mo (opumyia (7) Hab@Epae Takoro BUIY :
. d -3 = 1 ¢ .
o=—5 A+ pB). (7

5 :
Armo migcraBmMo B (6) samicts £ Ta d‘ji Ixui Bupasd 3 rbopMya (3) i(7),
TicTaleMO piBHAHHA IIYKaHO! MoBepxHi

X =2(s)4-(g +pg) d—f + (p TP — ~—p qB) ~+pgvP. (67)

7 HayEoBi BAUECER 5 MaTeMATHER
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BimmocHo Tpienpa, ckXxaledoro TOTHIHEMH 10 ACEMITOTAYHHX KPHBHX Ta,
HOpMaJel) CHCTeMH, Il MOBePXHS MATHME Take DiBHAHHS:

(v — A2) [vy—m (p.— ‘;1) zJ — 2 —{—%Bz2 = 0.

JARmo 3po6uMo aHaJoriuni 36ynoBaHHA 1JA APYroi aCHMITOTHYHOI EpH-
BoI (C'), micraHEMO Tak caMo IIOBEDXHIO ADPYIoro Iopsaky ; il piBHaHHES BigHOCHO
o0 Uporo Tpienpa:

. A’ : 1
“(vVy —N'z) (v’:r—(p’ e A e 5 B =40
Je
18y Ay 8
A =p'—a 45 = = ———Va' —a'k;
B + v' 88’ v s 3s ;

TeopeMma JI¢ i moiArae B TOMy, [0 Ha BHIIAJO0K ITOBePXHi, I[i KBaJPHEH 3JH-
BaThCA. Y HacC IBOTO HeMae.

CupaBni, nag Toro, mo6 BOHH 3JIHBaJWCA Tpe6a M [IOCHTh BHKOHAHHS
TAKAX YMOB: : !

V=V/, )\:}L/—é/ l’:p—;A, B=Bl.

Ase Bae mepine 3 (11) € yMoBa iBTerpyBadbHOCTH. TaKEM YHHOM B KOXK-
Hif TOUmi cHCTeMH icHy€ ABi DisHi KBaIpHKH, MO NaHi piBHAHEAME (13), (14).

5’

Iad Jadsiioro 8'ACyidMo TeoMeTpHYHe 3HAYIHHA MeAKHX Koedili€HTiB,
10 BXOHATH B (hopMyaw (8).
Fpuenam acmunrorwuunrx KpmBuX (' Ta (' BHSHAYAITHCA TAK:

1 2 : a2z \’ 5 1 :
o — i) RIS 2 2T = hie 2
e (dsz) b2sin2 6, 5 b'2 sin26.

[io6 o6uHCIATH 3aKDYTH ACHMITOTHYHAX KDHBHX, KOPHCTYEMOCH 3i CIIiB-
BIJHOIMEHHA
1_T,, dr d*x d%r)
- o Ads! ds? .ds?

e j
TIpaviTABIIH, IO
dx dw d%) L
M SRS el ak oy PR [
(ds’ ds?’ ds3 g,
JicTaHeMo
1 V. 1 v

p=sin® ¢ sm6 S

e ——

. S
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<

srmo BisbMeM0 Ha yBary (11), MaTHMeMo :

1 i
=L 2=0;
P_l_P

CyMa 3aEDYTiB &CHMINTOTHYHHX KPHBHX CHCTEMH, IO IPOXOATH Yepes MOBIIbLHY

TOYRY, JOpiBHIOE JiBi#f YacTHHI yMOBH iRTerpyBaJbHOCTH.

3

©opmyna Enneper’a - Beltrami, mo 1i ysaraiasHzs mpod, . M. Cmmmos
Bi[HOCHO iHTer'PanbHHEX KpHBHX IldacoBoro piBHAHHA!), MO3BOJNAE TAK CAMO

0GYACJHATH 00YTOK 3aKPYTiB aCHMITOTHIHHX KPHBHX.

Ila ¢opmyrna sa crmemianrbHAM 1060pPOM KOODIWHATHHX oceli Gyje :
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e Siae g
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/
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= 'iGL{—E]Ez'mK.

J0OyTOR 3aKDYyTiB ACHMOTOTHYHEX KPHBHEX JIiHIH nopisuoe Gauss’oBi

KDHBHHI CHCTeMH 2),
4

PosrasapMo coeirisapamit BHANAIO0K, KOJIH f:em'
Y. BUNDAMHEX NJIOMMAHAX ACHMITOTHIHHX KDHBHX.

1) I. M. Caunoe. Coobmennsa Xs
%) O. M. Curnos. Haykosi sanuckm. .. T. [II, 1928 p-, cTOp. 139.

PH KBAIDHK MiCTHTHMYTHCS

PbE. MaTemar. O6miecrsa sa 1928 r., erop. 64 — 73
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KooprueaT® 1eHTpy mepImoi KBaipuKH. -
4
S et
8 p Yo BT R
B HamoMy BHmamry '
.2/0"-—“ 20— A=10

isa (12)
. 1dy
RN 8])
pta v ds : ; i
JugepernineMmo ToTORHICTH !
ooy cos b
ds ds

- -
1 ropHCTaeMocsa 31 cmiBBimHOMmEHH (8) Ta (9) aicTaeMo

SRR e I e A
Ul = sin @ ds’ Bk T 8inb ds (19)

Tak mo (20) 3a gomoMoronon (9) Ta (19) mMEepPEeTBOPIOETHCA TAK :
cosf db _ ‘1dy
sinf "ds  vds
InTer'pyemo 0CTAHHD piBHICTS :

y='lsing

e k—ysnosm (O? cradge.

[TopiBHIOIOYA OCTAHHIO dpoprIy 3 (17), 6a4muMo, IO ACHMOTOTAYHA KPHB&
('—6 KpHBa CTaXOr0 3aKPYTY 1 HaBOAKH, AKIO ACHMITOTHYHA, KDHBa Masg
cTalmit 3aKpyT, TO BiANOBIAHI MEHTPH KBaJpPHE MICTATHMYTHCA B IXHIX BH-
OPAMHAX NJIOIMIMHAX.

Crpasni

TOni
v=Fksin¥.

- Bepeno JOrapETMIgHYy DOXinHY i 8a nomomorom (19) i (9)

8 cosh db

g e
aJe
A_p—aJrldl:
TOGTQ
Yo=10"

RSP IER WREL LS
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5

ACHMOTOTHYHa MJIONIWHA, IO BifmoBijae TBipHil dx adipifigaTol mosepxai
(5), MICTHTH LEHTDP KBaJpHKH.

Crpaszi, acuMOTOTHYHA HJIOTIAHA TIAPAJeNbHa IBOM 0€3MEMRHO - CIHZhEHM
OpAMOJIHIAHAM TBipHHM JIiHiA9aTol [OBepXHI, TaK IO

\ Dudx = 0
M uddv=0, a6o ¥ u(rdr—+vP)=0. § i (20
Jlerko IpHMITATH, M0 KOOPAHHATH LEHTPY KBAIPHEH
' A

bde N gy
Qo EVEH P A

i amajorivno M8 Y, i Z, cOpaBMEYIOTH 3a [OIOMOrOK (20) pIBHAHHS ; ACHM-
OTOTHYHOI IJIOIIHHH

gL &

w2 U(X—z)=0.

Ha BHANaMOK HOBEPXHI MEHTP KBaIPHKH MiCTHTHCA Ha aimili HopMali,
10 I'e0OMETPHYHO O3HAYeHa AK IEpPeTHH BOX aCHMITOTHYHEX IIomuH (Demou-
lin). flkmo 36eperTm Ie 0sHAYEHHA 1 Mg CHCTeMH IHTETDAJBHEX KDHBHX

Y Pdr =03
TO HAOpsAMHI KocHHyCH aiHol HopMaJi BE3HA4aThCHA GIiBBIIHOIIEHHAMH :

@3z, dx+vP) =0, (,dx,Niz—-+vP)=0.

LTI

llenTpr kKBanmpuk Baaradi He MicTaAThes Ha addinii Hopmami. I[I[o6 wue

6yJo Tag Tpeoa :
E : U{(pf ——%A’)dﬂ:—l—v’P} i g,

2; U [(u — A) 8m+vP} i

Konm posrmameMo (21) cymicHo 3 (20) i (21') 3 gopMydaMm
| Y Udz =0, ¥ U WiztvP)=o,

TO [icTaHeMo IIYKaHY YMOBY B TaKOMY BHI:

i TaRo®

1
A v

2

7.
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BLANK, J. P. und NIKOLAJENKO, M. A.

Ueber Lie’s F, fiir Systeme Integralkurven der
Pfaff'schen Differentialgleichung Pdw—0

1

Zwischen den Integralkurven der totalen Differentialgleichung

Pdx+ Qdy -+ Rdz =0 (1)

die durch einen beliebigen Raumpunkt hindurchgehen, gibt es im Allgemeinen
zwei, deren Schmiegungsebenen mit den zugehirigen Ebenen des Systems
zusammenfallen. Das sind die sogenannten Asymptotenlinien des Systems.
Es lisst sich fiir sie dieselben Konstructionen ausiiben, die im Fall einer
Flache zur Lie’s F, fithrt!?).

Die Asymptotenlinien des Systems werden durch die Gleichung (1) und

APdx -+dQdy - dRdz =0 (2)
bestimmen.

Wir -benutzen die Symbole d bes. 8 fiir Fortschreitungsrichtungen lings
den beiden Asymptotenlinien C,C’ die durch einen bestimmten Punkt hin-

durchgehen.
Bs gelten also auch folgende Relationen :
Py 4+ Qy -+ Réz=0 (8)
3PAT-3Q3y - 3Réz = 0, TN

Es seien die Gleichungen der Kurve
T =x(s), y=1y(s), z=2(s).

Die Tangenten zu den Asymptotenlinien, die aus den Punkten der Kurve ¢
herausgehen, bilden eine geradlinige Fliche.

o 8 ’ . 3z
E=1x(s) —l—pgs“, n=Ys)+p %, L=218) _§_p§g (5)

1) W. Blaschke. — Differentialgeometrie, II, S. 221,
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: Drei unendlich benachbarte Erzeugenden dieser Fliiche bestimmen eine
Fléche zweiter Ordnung, deren Gleichungen wir erhalten, indem wir beachten
dass ihre Geraden einer Schar aus den Tangenten zu den Asymptotenlinien
der geradlinigen Fliche bestehen. :

Die F, wird also folgender Weise bestimmt :

o g 0t dp
; $—5+Q(%+5§'%) (6)
und analoge Formeln fir ¥ und Z, wo

i dp (EsEp E.sa-) Vo N
—_——= = . 7
ds 2 (5Ep&ps) . i

t

Um die Determinanten der letzten Formel zu berechnen, fithren wir
oin begleitendes Dreikant ein, das aus den Tangenten zu den Asymptoten-
linfen ¢ und ¢’ und der Normale des Systems besteht, und stellen die
j'e{ntsprechenden Vektoren mittels ihrer Komponenten beziiglich dieses Drei-
kants dar:

dx dx o & S sde , O
F HTs  wm UGty
“d (8z\ | dx 0T ) (dw\ el :
ACd e e oy
P B AP b ‘
s e el el e

In beiden ersten Formeln wurde beachtet, dass

‘ > Pdzx =, Y Pz —o0
und in zwei letzten ‘dass
, Y=,

Die Koeffizienten der Formel ( 8) sind durch einige Relationen verbunden

N, vapaan
.a(ds o §8,) o
a—-bcosh =0 a'—+-b'cosfl =0

p—Xcosb=0 p' -2 cosf=o0 o ar e
a4-Beost=0 ' -LB cosb=0 £ :

‘Da

80 ist

wo 8 _den Winkel zwischen den Asymptotenlinien bedeutet,
Indem wir (8;) hez. mit P, Q, B multiplizieren und dann summieren,

erhalten wir - ;
d (3x - 0 (dx "
Epd‘(a—): EPF(oT)—




Ueber ILie’s F, fiir Systeme Integralkum:en

und da. ‘ | e
pd (@) _ aP p 0 (dm) _ SPdy
ds\Ss )T da 88 ¢ o ss\ds) dsds’.

y = — B sin26, v = — @/ sin26. (10)

so ist

"~ 'Wir bemerken, dass

3P dz dPim e

2(83 ds dsg):Gsme'

wo G die 1inke Seite der Integrabilititsbedingung ist:
G = P(Q:— Ry)+ @ (Re— P) + R(P,— Q)

also
v—y' = Gsin. ; (11)

Indem wir im Zihler der Formel (7) die partiellen Ableitungen aus (5)
hineinfithren, erhalten wir: ;

_[dz d (69;) 8 - @' Bx}
(stpfes) = [Zz? T 3s/) 3 dst TP (as
Mittels (9) kann man diese Formel zur folgenden Form bringen

s :
(EsEpEss)zv (])A—I—sz) (((:’il_f’ 8%, P)

WO

Ebenso ist

da bT
g(asapsps ( = P)

und die Formel (7) nimmt die folgende Grestalt.

fjﬁ’ L A D). g

Wir erhalten die Gleichungen der gesuchten Fliche, indem wir in (6)

die Ausdriicke fiir ¢ und CZZ}; aus (5) und (7') hineinfithren

X=w'(8)+(q+pql)‘f£+(p+pquf pd A—' - P qB) +pqu (6")
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Wird die Fléche auf das Dreikant aus der Normale des Systems und
den Tangenten zu den Asymptotenlinien bezogen, so gestaltet sich ihre
Gleichung folgender Weise :

(x—32) 'Vvy — (p. = ;i) z} —vg 4 ;— Bz2 = 0. : (18)

Fuhren wir dieselbe Konstruktion auch fiir die zweite Asymptotenlinie ¢’
aus, so erhalten wir eine Fliche zweiter Ordnung, deren Gleichung auf das-
selbe Dreikant bezogen so lautet '

‘ e
oy =25 (w4 )e| —vep Ipe—o (14)
WO
S S orn SR e s
P LEEIY e  e (

Lie’s Satz besagt nun, dass wenn es sich um eine Fliche handelt, so
fallen die beiden F, zusammen sollen aber diese F, in unserem Falle zu-
sammenfallen, so ist notwendig und hinreichend, dass folgende Relationen
stattfinden

1 N ! /
Y=gl )x:p.’sz’, A=;L——~—12~A, B R (15)

Aber die erste dieser Bedingungen ist nach (11) die Integrabilititsbe-
dinguné. Es gibt also in jedem Raumpunkte zwei verschiedene F, Lie’s
deren Gleichungen durch (18) und (14) bestimmt sind.

»

2

Wollen wir die geometrische Bedeutung einiger Koefficienten der For-
mel (8) klar machen.
Die Kritmmung der Asymptotenlinien ¢ und ¢’ wird so bestimmt :

1 dzr\? . 1 1
i — b2 sin20 — }b'2s5in26 16
= (ds?) b2 sinb, o b'2 sin26, (16)

um die Torsionen zu herechnen, benutzen wir die Relation

1_7'2(d;1t aze d%)

| s’ ds? ds
‘Wir beachten dass

dr din o dia

B R e ging

(ds ds® ds3) e
und erhalten ke ’

(17}
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also nach (11)
1.1 _g
B

Die Summe der Torsionen beider Asymptotenlinien des Systems, die
durch ein beliebigen Punkt hindurchgehen, ist gleich der linken Seite der |
Integrabilitdtsbedingung. |

3

Mittels der Enneper - Beltramischen Formel, die durch Prof. Sintzow !} |
auf Systeme Tntegralkurven der Pfaff’schen-Gleichung verallgemeinert wurde, : (0
lisst sich auch das Produkt der Torsionen der Asymptotenlinien berechnen.
Dies%7V Formel beim speziellen Auswahl der Koordinatenaxen lautet folgen-
der Weise

1 o
e e e ] o o e e
I(Rle 4G) 2H. II4+1MI—G.IV =0
wo
I=dx2t+dy2, = = d132+71,, ay:, =X Pz
Ry Rs
1 1
Ni=— ~—-*) x dy.
! (Rl R, dlidy

4] Eems v s
e e e
also
i G275 % 1
Rle—d I_I_pz iGI/ —Rle i
1 1 1 1 ‘
e e b)) == Pl — (]
R]Rg 4 G +p'2+ GV RI.Rz g
und daher

. Loe Ciy
T. —4G+R1R2—-K)

Das Produkt der Torsionen der Asymptotenlinien ist gleich der Gaussi-
schen Krimmung des Systems.

4

Betrachten wir den Spezialfall, wenn die Mittelpunkte der I in dem
rectifizierenden Ebenen der Asymptotenlinien liegen. ,

1) D. Sintzov. Mitteilungen der Charkowaer Mathem. Ges. (4) I. 1928 S. 64 — 73.
2) D. Sintzov. Annal. Scientif. del 1’Ukraine III. 1928. S. 139.
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Die Koordinaten des Mittelpunktes der ersten F, sind

1
T _..A)\,, : _P.—_Z—A iR
Yo =9 Z/o—”E zo-—B'
In unserem Halle ist o
Yo=2,—A=0
und nach (12)

1dv
PGt i (18)
Differentiieren wir die Identitit
zj dx Sx
— — =088
ds os
und benutzen die Relationen (8), (9), so erhalten wir:
e 1 afi
e e L el b D e e B ey
bk sinf ds o sinb s . (19}

Die Formel (18) umformt sich nach (99) und (19) so:

cosf db_ 1av
sin " ds  vds
also
: : v=1F.sin§,
wo k ist langst C konstant.

Beachten wir die Formel (17), so sehen wir, dass die Asymptotenlinie C
eine Kurve konstanter Torsion ist. .

Umgekehrt, soll eine Asymptotenlinie -konstante Torsion besitzen, so
liegen die Mittelpunkte der entsprechenden F, in ihren rectificierenden
Ebenen.

‘Wirklich, ist

S0 ist
; v=Fk.sinb.

Die logarithmische Ableitung gibt nach (19) und (9)

v ds~ sinfds ~ 2
-aber
1dv
A=p.—a-}—'v*(% = 91
«d. h.

Yo =0,

&
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5

Die Asymptotenebene die der Erzeugenden dx der ger‘adlinigen Fldche (5)
entspricht, enthdlt den Mittelpunkt der F.. Wirklich: Die Asymptotenebene
ist parallel zweien unendlich benachbarten Erzeugenden der geradlinigen
Fliache, also

' MUse =0
N Udr=0 oder Y UQdv+vP)=0. (20).
Man sieht leicht, dass die Koordinaten des Mittelpunktes
1
Fa h e

; 8a. .y
Lofree. B &'B

und analog Y, und %, befriedigen die Gleichung der Asymptotenebene
SYUu@x—=z) =o.

Im Falle einer Fliche liegt der Mittelpunkt der Fy der Tauf der Affinnormale
Letztere kann geometrisch definiert werden, als Durchschnittslinie, zweier
Asymptotenebenen (Demoulin). Scllen wir diese Definition auch fiir Systeme de-
Integralkurven der Pfaff'schen Differentialgleichung X Pdx =0 beibehalten, so
werden die Richtungskosinusse der Affinnormale durch folgende Relationen
' bestimmt:

: (1, 8z, Adz+vP)=0, (I, do, Ndx—-v'P)=0.

Die Mittelpunkte der Fy liegen im Allgemeinen nicht auf der Affinnor-
male. Soll dass stattfinden, somuss sein

E UK;L’—;A’)da?‘—{—v'P:, =0 (21)
ESU{G—%AFm+dﬂ=o 1)

Betrachten wir das sémtliche System der Gleichungén (21) und (20)
bez. (21') und folgende

N Ude—o0, ¥ U@dx-v'P)=0.

und ebenso

So avhalten wir die gesuchte Bedingung:

1
P‘"‘;’z'A ¥

=

1 B v







J. M. CHHIIOB

OrkpeMi BUMAIKA cHCTeM IHTEIPAJbHAX KPUBHX
Hgadosoro piBHAHHI
B kizproX €TATTAX Ta HOTaTI{a‘X_l) £ ¢TyaioBaB JedAKi BIACTHBOCTI CHETEM
igTerpadpadx kpuBEX [IdagoBoro piBHaHEA
Pdx+ Qdy + Rde =0. (1)

Teopia xpmBmHHW, JiHil acuMOTOTHYHI, i3orponmi, JiHil KpuBHHH, reole-
BAYHI TOMI0 MalTh aHAJOrHW B Iiif Teopii. Temep a Xouy HarH NedKl IPHKIATH
CHCTeM KDHBHX, II0 MAIOTh aHAJOTII0 3 NeBHAMH BiJIOMAMH THIAMH II0BEPXOHE.

I. CHCTEMHM KOHIYHI, THJIIHAPUYHI TA PO3BHUBHI

1. [laTamna npo Tary cHCTeMy, MO yci i1 IIOITAHA :
PX—0)+QY—p+R(Z—2)=0 (2)
TIPOXOIATh Yepes Ty CaMy TOUKY (Zo, Yo, <o) IPUBOLHUTH 10 YMOBH
P(@y—x)+ Q(yo—y) -+ R (20— 2) =0.
SIRIO 114 mpocToTE BisbMeMO ToURY (0, O, 0), [a yMOBa HAGHPAE (HOPMH :

S Pr4-Qy- Rz =0, (3)
BBIARITH
1
_ R=— (Pr+Qy)
i (1) nae
P(rdr —zdz) + Q (zdy —ydz) = 0. (4)

Culcreni (4) MomHA IATH HA3BY KOMIUHOT CUCTEMU.

2. Haniaaprgni moBepxHi MOMHa XapaKTepuayBaTH 8 Tol TXHBOI BIACTH-
BOCTH, MO NpAMOJiHi#HI IX TBipHI, 2 TakKoX 1 HOTHYHI IJIOIIMHHA IapajeibHi
enuHld mpamiit (I, m, m). B Hamomy pasi MaeMo, 1m0 MIOIMAHA CHeETeMH (2)
nmapagenabni (I, m, n), Me6TO

Pl Qm -+ Rn = 0, (5)

1) O cmcreMax HHTerpaJbHHX KpHBHX [lpadoBa ypasnemna Pdx -+ Qdy-+ Rdz = 0.
San. H.-Heex. Kag. Yrpannw, 1. IIl. O6oGmenne $opMyas JHHemepa - BelbTpaMA HA CHCTOME!
HHTerpanbHeX EpHBHX [IdaddoBa ypasuemmsa. Pacupocrpanemue Tteopemsl I'aycca. Coolm.
X. M. 0. (¢) L TI'ayccosa KPHBH3HA ¥ JHHHH KpHBH3HHEI 2-T0 poxma, ib.(4),IL
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i (1) ma6yBae ¢opmMu
P (ndx — ldz) -+ Q (ndy — mdz) = 0,

MosxHa UM CHCTEMaM JIaTH HA3BY YULHOPUUHUL.

8. Jlerko noBecTH, OO0 OGHIBI CHCTeMH € OKpeMi BUNAIKH CHUCTeM, IO

3a10BOJIBHAIOTH piBHaHHH
P ep P
/ ’ !
A 2o Qﬂ'/’ le Qz, Q 5 =24 O’
AP e T

ne6To I'aBcopa KEpuBWHa 1X [nmB. (1), (4)] HopiBHIOE HyJEBI.

AJle MOBHA KPHBHHA JJIA WX CHCTEM He IOPIBHIOE HyJeBi, 60 A" = G2 |-4A.
TakuM 9HHOM MORHA CKA3ATH: CUCMEMU YUATHOPUIHE A KOHIUHE € OKPEME
sunadru cucmem, wo mawoms I ascosy wpusuHy =~0, i Ui cucmMeML MONCHA

HABBAMU DOSBUSHUMU CUCTNEMAMU.
4. AcmMIIToTH4Hi JiHIT KOHIYHHX CHeT1eM

Pdx—+Qdy-+Rdz=0 12 Pr-+Qy-+Rz=0

BHBHAYAKTHECA DPIBHAHHAM
dPdx -+ dQdy + dRdz =0,

ane
d(Pz-+ Qy + Re)=0=Pdzr+ Qdy + Rde+xdP+ydQ -+ 2d R =
=axd P-4 yd()+=zdR
Tomy MaeMo: -
, 4P _dQ_dR
) OESE s
L

[e6To acmMmrToTHYHI Jinil KomiyAwX cmcTeM 6 1° npsaMi, 1o OIpOX0ogATh Yepes:

HOEHTD CHCTeMH

e AN
ot o
2° IIOCKI KpHBi
P _9_E
S Vi

60 3a (a) 2amOBOJPHANTH piBHAHHA A& py-+v,8=0.

AcmmnroTEyrl Jinil uumué‘pu@mm [I0BEPXOHb BH3Ha'1alThCA p]BHaHHﬁME

Pdx + Qdy -+ Rdz =0
IP+m@Q—+nRE=0

3 YMOBOW

T3

dPdzr + dQdy + dRdz=0 i dP-+md@—+ ndR = 0.
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Oxpemi sunadiu cucmen inmesparsrux xpusuwxr IPagosoeo pisnanns 113
Touy : .
1 dg=d_y=§§, e6To Koo y—y":z_‘z";
! m n l m n
g0 OP_dQ_dR 2R
2 I ﬁ B 1e6To Yo e

5. 3 nmpyroro Gory, aHajoria 3 EpwiToBAMH piBHaHHAMH JiHIHYAaTHX mO-
BepXOHb HaBiBa€ IYMKY NOPiBHATH HyJeBi WIeHH 2-T0 Ta 38-T0 IOPAIRY
B BHpasi mepmeHIHKyAsApa 3 (#, ¥, 2) HA INIOHIHHY

2(P+dP+ %—dZP)(X—a;—dm)=O,

1e6T0 Ma€MO TPH piBHAHHA

Y Pdz=0, Y dPdx=0, Y d?Pdx=0.

0z
_ ox’ ,
G‘;zEO KOHIYHI Ta NHJIHAPWYHI CHCTeMH OUM piBHAHHAM He 3aJ0BOJBHANTH,—
IX He MoXKHa BBaMaTH 32 OKRpeMi BHNAJKH IUX CHCTEM.

6. Jlinii wpusunw 2-10 PoAY UHIIBEAPDHIHEX CHCTeM BH3HAYAITHCA PiB-~

0z - e
Komw P=p= @ = ¢ — ~—, MaeMo piBHAHHH JiHIAYATHX TOBEPX0HE, alie KOJIHK
oy’

HaHHAM
| dz dy de
nP nQ —IP—mQ =0
ndP ndQ —IdP—mdQ
a6o

(ldax 4+ mdy + ndz) (PdQ — QdP) =0,
1e6To0: a) ciMeHCTBO MIIOCKHX KPHBHX ‘

P(ndx— ldz) -+ @ (ndy — mdz) = 0,
ldx 4+ mdy -+ nde =0
(a60 x4 my - nz = const)
MiCTHTbES Ha. [momuﬂax HBpIIeHIIHRyJLHpHEX 10 TocTiHOTO Haupamy (1, m, m).
. b) [lpyre ciMeHdcTBO TeX HJIOCKHX KDHUBHX €
‘ P (nda —1dz) + @ (ndy — mdz) — o0,
‘ PdQ — QdP=0
afo B ocTaToyHi# ¢dopmi
P—iQ=0
A(na — ) + . (ny — me) = C,

II0 MiCTATHCH Ha Imomlaﬂax HapaJIeJILHHX TOMY CAMOMY noc'rmﬂomy HATIpAMY
(l, m, n).

8 HayxoBl 3anMCEE % MaTeMaTHRH
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JIGHit wpusunu Te® 2-T0 POLY IS KOHIHHWT CHCTEM BHBHATANTHCH piBs-
HaHHAM ‘

dr dy de
B ey Ri=0
> - dP d@ dR |

3a yMoBH Pz Qy -+ Bz=0, mo 3BOMATHCA N0
(xdx -+ ydy + 2dz) (PdQ — QdP) == )
Ili mBi cHCTeMH MOXHA XapaKTepPH3YBaTH TakK:

1° cepmyni KpHBi: 22— y? |22 =0, P(edz —xdz) + Q(2dy -—ydz) =0,
2° miocki kpHBi: pP-+1Q=0, hx-py = Cz,

gKi MieTdThCa B TJIOIIEHAX, M0 caMi IPOXONAThH Yepe3 BepHIHHY CHCTEMH.

[I. CHCTEMH, AHAJIOITYHI 10 OBEPXOHb OBOPOTOBHX
XapaKTepHCTHIHA BIACTHBICTE HOBEPXOHD 060pOTOBUX, HIO' A€ MOMJIM-

BiCTH BCTAHOBHTH iX ImEdepeHnisnbHe piBHAHHSA, & T4, 10 Bel HopMaJi 1i 3y-
eTpivanTs OfHY IpaMy. Ile O3HAYEHHA IJIA CHCTEM

Pdx - Qdy + Rde =0
G

Zae YMOBY

r Y
i, konm sasHaumMO R — K.S, piBHAHHAM UHAX CHCTEM 6yne
xdx 4 ydy -+ Kdz = 0. (6)

VMoBa iHTer'pyBaJbHOCTH:

mae K==Q(a?-}y?2 2), 100 NIPHBONATH /10 0GOPOTOBHX II0BEPXOHE.
JIinit piens 008 OZ BepTHRAIBHOrO 6 Ti iHTer paJbHi KpHBi, Mo HexaTh
Ha, MJIOIHEHEAX, NapadensEux XO0Y,—Ie € RKoJa:

dz = 0, xdx + ydy =20,

T06TO ;
z=2y ¥ +yYp=0C, {2)

ajle HopMaJal 0 IJIOINAH
o(X—a)+y(¥F—y)+k(Z—2)=0 (®)
B Toukax (@) He sycrpivaoTs Biei OZ B omHiE TodUI:

z_z ] K(ml Y, zO)
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[luTaEHS TIpPO TaKi TOWKH a6 MOBEPXHIO:
K@, ¥ 2)=2—2 | (7)

InTerpanbui kpusi, IO JedwATH Ha Iif nosepxm BA3HAYAThCA AK Hepe-
TEH i3 cdepomn

2 4 i (F—2 )P =C ‘ (8)
JLinii mepudismmi cACTeMH € iHTeI'paJibHI KpHBi, INO J€XKATh Ha IJIOMIH-

HAX Y = M@ ,
xdx (1 -+ m?)+ K (x, mx, 2)de=0. : 9

Haa OZ peprukainpHOl Le € JiHil HafkpyTimoro cmamy, mo YTBOPIKTH.
MaKCHMaJbHHE RYT i3 oce OZ i, 48 OpPTOrOHaJbHI TpaekTOpil 10 JiHiA pua}m
CHCTeMY, BOHH BHBHAYANTHCA DiBHAHHAME :

d_a;,_d_y A WKdz
SRR

JIinit wpusuru 2=~20 pody cHcTeMH (6) BH3HAYAKTHCH PIBHAHHAM

dr dy dz |
O=| ¢ y K | =(dK— dz)(ydz— zdy). (10)
‘dx dy dK

Maemo nBa cimeiicTBa: a) Jimii Mepmiidnni (9); b) aimil (7), (8) raki, mio
HopMaJi B IX TOUKaxX [0 IJiomuHEH (D) 3ycTpianTh Bich Z-TiB B OAHIH TOUL].

11 JIHI HARKPYTIIIOINO CIOAILY

Xait OZ ¢ BepTHEaIbHA IpaAMa, i Tpeba HaiTH

max.c = — Pa'j;Qb '
33’ YMOBH : e
WW+@;%;1
a6o
R? (a? + b%) 4 (Pa—+ @b) = R2.
Maemo -
P—\[(P2+ R?) a-+ PQb] =0,
_ Q@ —A[PQa--(Q* - E?) b] =0,
1 _ (P*4-R)a+PRb_ PQa +(@*+RHb
E % . <k Q
a60

— Re

R T
PT T PEQ

... A . e T T T T T et | il - i,
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ale
dx dy
a= s * b= ?jg ’
OTHEe MaSMO
dv _dy —Rde
ENgTITRe

pisHaHESA JiHi# HafKpyTimoro cmagy HaMmOl CWCTeMH.

LikaBo BiI3HAYATH, IO JJA CHCTEMM KDHBEX JiHIHHOTO KOMILIEKCY MOKHB
SHAATH KOHedYHI DiBHAHHS NHX JiHIA. PiBHaHHS KPEBHX JIHIHHOrO KOMIUIEKCY
MOXHA HAIHCATH TaK:
: ydxr — xdy -+ kdz = 0.

Orx:e Bigmosinmi aimil mafikpyTimoro cmajgy MalTh 3a piBHAHHA

de' . iy LU
By g

[lepmi 1Ba BifHOMeHHd NATH iHTeIpand Z2-}-y?=C.

MornanimMo 3
S z=1V Ccosb, y=V) C.sinb.
Toxui :
dz as ~ C ;
b z_E6—|-‘G.

Orae Jinil BAHEDYTIIIOro cmamy s CHCTEMH iHTeI'DAJNbHMX KPABAX Ji-
HIAHOI'0 KOMILIEKCY 6

2
x=acosh, y=asinb, z:%(e_eo),

700T0 I'BEHTOBL JIiHIL,

IV. KPHBI JIHIHHOIO KOMILJIEKCY

Xa#l piBEaHHS JiHIHHOrO KOMILIEKCY €

ydax — xdy + kdz = 0, (1)
Tak MO , ;
P=y, O=—o R=F, o
MAEMO 3, s '
G =—2k.

Ymosy zmnefpyo'a/zbuocmu 3a006’0./LbHﬂ6' MENEY  CREYLAAHUD szzuuuﬁ
HKOMNAEKC.

HetepMinant A = —k2; A’ =4A 4 G?=
OTae NOBHG KPUCUHA cucme,Mu aopzemoe wyaesi, a Tascosa
k2

“@ TR
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Acumnmomuini AiHET
(dydx — dzxdy + 0 . dz = 0)

HEBUBHAMNCHE. :
JLinit xpueuru 1-20 pody HeBH3HaYeHi: IX pIBHAHHA
O gy’ dr
0 —x dy|=0
CORORAY

3a0BOJBHASTHCA TOTOMKHO.
JItHeE xpusunu 2-20 pody:

y —-x k
O=|de dy dz|=— k(dx®4 dy?) -} dz(ydo—xdy),
ldy —dx 0 ;

a6o sa (1
< 0 = — k(da? + dy? 4 d=?).

JIingi wpueunu 2-20 pody € MEHEMAALHE KPUSE.
Teofeauuni wingi 1-20 pody (HadmpaMimii)

£ e

Yy —z BfyrER
O=|a' ¢ 0 = (22 + ¥+ K @'y —y'z").
o o 0 |

Oco6anBa po3B’A3Ka €

22 _|_ yz _|_ k2 — 0,
3aralbHa PO3B’A3Ka
. y=Cx+C, kz=(" —Cr,

1ne6To NpaMi KOMIOJERCY.
leomesnuni minil 2-ro poxy (HalikopoTmmi!) BH3HAYAWTHCA PiBHAHHAMHA

= — Ny —2\y

yll =llw+2)\xl . (29
zr/ L ) k;\/ I
Ocrange na€ GesmoceperBh0
gl=c—kh

isa (1)
- (Yr—a'y=(c—ENE.

Ockyasauiitaa (CTHYHA) IVIOIIHEHA:
Xy—Yr+k(Z—2)=0. (3)
da nomomoren (1) Ta (2) crIagasMo

¥/ /7 7 /4
w/yl__‘_ylm/’ y/z//__zly/, zfyll_zlz”’

1) Hue. H. Liebmann. — Kiirzeste u. geradeste Linien im Mobiug’schen Nullsystem Math.
Ann, 52. 1899. 120 — 126.




Tis: 4 . M. Cunyos

mo mpomopuifni KoedilienTam (8). Orae MaeMo piBHAHHS

1 - gn
—_— k'(k 'Y ey —yz) | - (y —yx)
y[ ] \k(y 5 0+—k(y yx') }

|

|

Ll W Y y'
— it S VSRR S O\ ) f N 4
e : [(ka, I (zy' —ya )) A 2 i (xy' — yx )}

Lot : S ;
= [M(z2 +yy')+2h (@2 4yl
Bineins, mopiBHIO0YM NepIle Ta TPeTE BiIHOMEHHS
N (@ 4 y? 4 k) 20 (2 - gy') =0,
P e
B o

T06TO

Tomy
RS .
WU e
BemeMo I0JAPHI KOOPIHHATH :

db C'k ; ‘ r4di?
e ds? = et - dre "

:
k2
Z.

g G e
Orme
rd rd d62
(”'2 + Eé) de2 —l-' d’}"z — Cf_:‘—;mz» T
-
Tomy :

L AT Fr [C (% - k2) — k2C'] dr
") V=R R —BCE R (P Y
HineraBnenHsA
BC . k?

'72_'_k2:t, —Cq =da, - — b

NOBOJHTE (POPMYJY IO OCT2TOYHOIO BHIY:

e % (t—ayat
) 2Vit(E—ar+b(E—R)

ak i y H. Liebmann’a,

RESUME
* Rtude de quelques cas particuliers des systémes des courbes integrales
de I'équation de Pfaff
Pdx—+ Qdy + Rdz = 0 (1)

qui présentent des analogies avec certaines classes de surfaces:

; i Pz + Qy -+ Rz =0,
tous les plans
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PAX — oy QY — )~ h{Z—g)=0 @) -

passent par origine (systéme conique)
Si Pl4+@Qm-+Bn=0

les plans (2) sont paralleles & une direction donnée (I, m, n) (systeme cy-
lindrique). Pour ces systémes A =0, donc la courbure de Gauss est nulle,
A" #£0. Les lignes de courbure de 2-d espéee pour les premiéres sont:
a) les courbes spheriques: (1) zdz— ydy - 2dz=0,b) courbes planes p P—A@Q=0,
¢c(Mr1-py) ==; pour les systémes cylindriques ce sont deux familles de
courbes planes '

a) pP—2iQ=0, h(nz—Iz)+p(ny —mz) =c';
b) P(ndx—ldz) + Qndy —mde) =0, lx-+my-4nz=I.

II. Systemes analogues aux surfaces de révolution:

el R
& oy K8

a) Courbes de niveau sont des cercles concentriques: z = &g, T*+y*=1l.
b) Courbes dont les perpendiculaires (2) rencontrent I'axe Oz dans un
méme point z = z, sont découpées de la surface

_ K (wy2) = 2— 2,
par des sphéres
22 4 y2 4 (23— 2)2 = C.
¢) Courbes méridiennes sont
y =mz, zdr(l-+m)+ K(x, mx, z)dz=0.

Ce sont en méme temps les lignes de la plus grande pente.

Les courbes b) et ¢) sont les lignes de courbure. de 2% espeéce.

III. Les lignes de la plus grande pente du complexe linéaire sont des
hélices circulaires.

IV. Indication des courbes caractéristiques pour le complexe limiaire:

Courbure compléte nulle, celle de Gauss 0. Lignes asymptotiques
indéfinies: chaque courbe intégrale peut étre regardée comme asymptotique.
Lignes de courbure de 1-ére espéce sont aussi inddéfinies, celles de 2%—des
lignes minimales. Lignes géodésiques de 1-ére espece (die geradesten) sont
les droites du complexe, celles de 2% espéce (die kiirzesten) sont détermi-
nées par lintégrale elliptique (cfr. Liebmann. Math. Ann. 52).
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leomerpis MoH#xeBHX piBHAHbL

PiBHaEHA Mi% HH3ROI0 OJHOPIIHEX KOODIHHAT TOUKH X Ts L3 Ly T8 HABKOK
KOOPIHHAT TPAMOI DisP13...Past

m T s
#(z; p) =0, , (1)

BMBHAYA6 KOH(irypaiiio, mo crymioBas Bonsdorf — Bulletin Ac. Petersb., 1878,
ajie aB JHIOe NPOCTili eHyMepaTHBHI BJIaCTHBOCTI.

Brunamok m =7 =1 crymiloBann Lazzeri, Veneroni, Kasner, Ogura, 3a
ocranni# gac Chouffeur B nyse mokaagmiit pob6ori Het bilineaire punt-lijn
connex in de driedimensionale ruimte. Amst. 1927 —8° 139 er.

Ilnst » = 1 ToJI0BHY KOIHIHE/eHNiH poapo6mB A. Voss min Hassol Punct-
Ebenen Systeme.

TonoBHa KOIHOH/eHIIS KOHekcy (1) € CYKYIHICTh eJeMeHTIB (z, p), 10
iX TOYKa  Ta NpAMA P MAlOTh IHIA/IEHTHe (3IHTe) I0JOMKEHHH, TOOTO TOUKA &
JeXRATH Ha TpAMid p, a6o OpsAMa p HPOXOAHTh 4epes TOYKY X, 1 TOMy CIpaB-
IEYIOThCA piBHAHHA
HesaJexrEAX € JBa. B mpocTOpi LHX ejJeMEeHTIB MaeMO co’ B KOHeKei (1) oot

3 1ie0 KOTHOHIEHIi6I0 3B’s3aHa NMeBHA iHTerpalliiiHa I[polJeMa: pO3IO-
DITATA Ii oot e;eMeHTiB Ha oo’ iHTerpandpHAX MHOMHH (Integralmannigfaltig-

keiten) 1-10 crymend, o yTBOoPOIOTECS HelepePHBHAM IIepex0oM Bil TOYRHE z
o 6esROHEYHAO - OMIHBBKOI TOYKE -+ dxr yamaoBx mpamol p, i T. in. Tax mp

P = Tiddy — Txdas (6, k=1, 2, 3, 4). (3)
HigerasaMo (3) B (1) i MasMo piBHaHHA 1-T0 CTyHOeHS
e r :
I L., Tg dfl)k @1 dwz) =00 (4)
Hormasmu ¢, =2, Xz =Y, T3 =2, Ty= 1, dry,= 0, MAEMO pIBHAHHA

0= F(z,y, 2 1; zdy — ydx, rdz — zdz, ydz — zdy, —dx, —dy, —dz), (4)

ske S. Lie HazBaB MoHMeBHM piBHAHHAM.

Koam B (1) =1, piBHaHEE Mae ¢opuy Pdx -+ Qdy -+ Rdz = 0, T06TO &
[IadoBe piBHaHHSA, IO Horo cryxminsanm A. Voss, R. Lilienthal, H. Liebmann,
S. Lie (Geometrie d. Berithrungstransformationen B. 1), Rogers, G. Darboux.
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Y cBoiX IpPYKOBaHHX pO3BinKax!) i BHABHB BJACTHBOCTI CHCTeM iHTe--
rpajJibHAX KPHBHUX piBHaHHA (5), IMO MalTh BeJHYE3HY aHAJOril0 3 BIACTHBO-
CTAMH CYRYIHOCTH KPHBUX, AKi JemkaTh Ha [I0BEDXHI, alle IOKa3yloTh i icToTHI
BiMiHE # dyepe3 Te NANTH MOKJIHBICTH IAMOIIe PO3YMITH MOHATTA eJEMEHTY
nmoBepXal Ta Teopilo IOBepXOHB B3araJi.

Hepexix iy BHOmajKy r=1 [0 BHOAIKY 7 > | TArHE 33 C06000 BHAYHI
3MiHH BJIACTHBOCTeH BiJIOBIIHHX KoH(Irypamii, Ha o 3sepraB ysary Codye Ji
Ta TingpecaioBaB pimHrmio Mix [Idpacdopmmm Ta MoHmEeBHMH piBHaHHAMHA. Ile
6 (hart, mo 8yCTpidaEMo IJd KOHeKCY 3 elleMeHTOM (TOYKa, IPAMa) B MJIONIHHI,.
ajJie B HMpocTopi (TOYRa, IJIONIHHA).

Ilo mboro dacy MaeMo Iyse HebaraTo pesyanTaris B reoMeTpil MoHEEBHEX
pisnamb. OcHoBHe & oguu kamitanbaEi peayaptar (. JIi B Berichte Séchsischen:
Gesellschaft, 1898 [rakom Math. Ann., 59-—y ¢parmernTtax II Tomy Geometrie
d. Berithrungstransformationen], aie okpeMi sayBaseHHs 3ycTpizaeMo i B po6o-
rax (. Darboux Mémoire sur les solutions singulieres des équations diffé-
rentielles du 1er ordre Ta inmux. [[lo#10 cacTeM KPABHUX JiHIiHYATOr0 KOMIINIEKCY
He JigiitHoro, To Ha movmiaky B pesyastari C. JIi BkazaB HemaBao L’ainé 2),
a spmpasman Gambier — reomerpuaso Ta H. Liebmann — ananiTagso. B sp’dsky
8 IEM [aJplie cTyHiloBaHHA BiaacTEBocTed [IadoBoro piBHaHHA UPHPOIHO
OpHBEJO MeHEe 10 CIpo6H TOINAPHATE Ha iHTeI'paiabHi kpuBi MoHikeBOro pis-
HaHHA I BIACTHBOCTI, HackinkoM i € I poGoTa.

lozoBHimmi pesysabTaTH 8 IONOBiIaB HA 3aCiTaHHAX ceMiHapy H.- 1. KaTeIpH
reoMeTpil Ta XapriBchkoro Maremarmyroro ToBapucTsa.

§ 1. PAJIIOC KPUBUHA TA TEOPEMA MEUSNIER

Ilepiry BHpasHy BKasiBKy Ha MOMJHBICTH IOIIUPHTH TeopeMy Meusnier

Ha cHcTeMy iHTer paJbHuX KpuBmH MOH®KeBor0 piBHAHHA (4) 3yCTPigaeMo B CTATTL

C. JIi Einige Bemerkungen iiber Pffaf’sche Gleichungen, Leipzig. Ber. 1896.

B. 48. S. 412, axe Fr. Engel migkpeciios, mo mo cyri BoHa € Bie # y Bigo-

momy memyapi Uber Complexe etc. M. Ann. Bd5. MoxHa (4') IepenmcaTd npo-
eTime ;

Flx, y, 2; do, dy, dg)=0. (5)

Ha6ysae Ba:XIMBOro 3HagiHHA Te, 10 piBHAHHA (5) 6 ONHOPIAHE BiIAHOCHO:

dx, dy, dz.
ITonimom Ha ds y BiAMmoBiIHIE cTeleHl MasMo

0y

Pilw;: u, & %45 &)=, (5)

piBHaHHSA TakKOMK OJHOpiAHe BinmocHo ', y', 2/,

P2yl dr=1, (6)

Ta 3 KOMKHOK TOYKOK IIpocTopy (&, y, 2) Ile piBHaHHA 3B'A3ye TaKHH KOHYC,

npsaMomiHifHi TBipHI AKOTO € MOTHYHI iHTeIDaNbRHX KpHBHX (5). PiBHaHHA
HBOT'O KOHYCY 6: v
’ Fr,y,2; X—a, Y—y, Z—2z)=0. (7)

Y Bam. H.- Hoc. Mar. Kar. ¥Yepaing, 1. [II. C. Xap. M. 0. (4), . I, 1, ra Math. Agn. 101.
Ties. ragow . 1. Baang. Coo6. X. M. O (4), Il ra lIL

2) Nouy. Ann. (5), 1II, 1929, axe me pamim P. Demoulin C. R, Paris, t. 24, p. 1077, 1897.
Hme. F. Engels’'Anmerkungen zum III Bd. S. Liés Gesammelten Abhandlungen.
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Koam 7 = 1, koHyC 3BONATRCS Ha IVIOLIUHY. [Laomuny nomqﬂy 710 TBOrO
KOHYCY 10 Tmpmn (:v y’', 2) MomHA BUSHAYHTH DiBHAHHAM

Ly Y o) b (- 8) =4, (8)

Xai M — 10UKa

(m+w’ds R % vdst4..., y+yds4 ; y'dst+..., 2+ds -+ ; 2'dst4-... )

6e3ROHEYHO 6IEsbKa M0 TOYKH (Z, ¥, <), JEHKHTH Ha mfrer‘pa.nhmﬁ KpHBiH, A0-
TAYHA [0 SKOl MiCcTHTRCA B HJOIIHHL (8). Hepueananvmp 3 M Ha NIOIHUHY
(8), ARMO OOGMEXHTHCH YJeHaMHA 2-T0 IMOPAARY,

. 4 Fyy +Fy. ) ds + 5 (B, .o +F, VB

MQ=— L PRt e B e
l/Fﬁ—{—F'?—i—E;?
M’'Q — mapajienbHa HOpMAXi [0 IUIONEHE (8) B Touumi M (x, v, 2).
Axe
m,+y’Fy,—}—z’F2,E¢F(w, TR Ly RS
OTKe

| B +Fyy +Fye
2 YFELFE P2

Xa#t MP — npsaMa, mo ysaoBx il (3) normkasTsed Jo Komyey (7). Sxmo %
M'P | MP, Maemo

W/Q ‘ 1 {',}.

M Q= MP.coso. ; ;
Xait B wrommai MPM upama M'C | MM MC _| MP; vaéMo
i8 A\ MM'Cco )\ MPM'
MC MM’i’

Srmo & ¢=0, ToukE P 72  3IEBAKTHCH, MDD =2R 6 MAMeTp K013,
Mo HpoxondTh d4epesd Toukdm M, M Ta C i

F’ Q.” F " I’ﬂ':,ﬂ
L + ,,_ifii : (12)

R V_F 9 —*—F’)
Has maomuew M PM, mo yTBOpIOS KyT ¢ 3 IIOMHAHOKW M MN, MagMo

BN i M@

% v MQ’2 " coso MIM? i
a6o

—=——— ajle R.=R.cosg, 3 (I
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T06TO, KONE ¢ 3MIiHIOBTHCA Bif O 1o 12—5 1 BigmoBigHWH NeHTp KpHBHHE C OIHCYS
KOJNO HiaMeTpy MCy,=R B IJIOMMHI, Mo IpoXonuThs 4epe3 M Ta NepUeHIH-
KyJdsgpHa 10 IpaMol

H—a " Ty B

sy o T e

ue & wpye Meusnier. Iis %0%cH020 ¢ 6i0no06i0Hul yenmp wpusumu C e npo-
CKYLA HA 6ION0BIONY NAOWUHY YEeHMPY KPUBUHU TIET THINESPALLHOT KDUBOT, WO
1 ockynaytina (cmuuna) naowuna nporodume “epes HoPMas.
" e & Teopema Meusnier, momEpesa  Ha CHCTeMH iHTeI'PAJBHEX KPHBHX
pisHanHa (5), ARy Ha#moB S. Lie. ,

Konm BispMevo IIoBHY moXigHY (5') IO S, MaeMo

Foa + Fyy +Fe'=— (F, 2 +F,y' +F.,2), (In)
‘T0 3aMicTh (12) MaeMo
1 e (12)
R, cosoVF24F24F? :
IV @ =0 ‘
Fo+Fy-+Fz2
el e +yy+zr' (13)

B~ VErire{rp

- Dopuyaa (12°) € popMyaa S. Lie, mo micTathea B 59 ToMi Math. Ann.

B 98 1. Ber. Sichs. Ges. samMicTs ¢ irypye % KyT #0oT0 TOMOBHEHHA M0 90°
MiE HOTHYHOKN MNIOMHAAOK Ta CTHYHOW (OCKYJALIAHON) MIOMMHOWL iHTEIpaJb-
Hol KpHBOI,

Roam (5°) mimiitme sigHocHO ', ¢, 2/, To6T0 (5) 6 IldadoBe piBHAHHS,

(13) mae gopmyay
1 M_.P’x/—l—Q’y’—]—R’z‘” / (13)

e

8 HpOTe 3riJHYy i3 3HAKOM BKJIYHO 3 TOJ, [0 MAaJH paHille; iCTOTHO BOHA
BifipisHAeTHCA Bim (13) THM, M0 3HAMEHHUK He 3aaedxcumb 6i0 x, y, 2. Ane
(18) i (18’) o6maBi He 3aJeskaTh Big MOXIMHEX 2-T0 MOPAIRY, TOGTO yei xpuss
Monorcesozo pisnanms (5), wo mawome my camy JomuuHy NpImy U CMUAHY
NAOWUHY, MAIOMb § OOHAKOBY NEPULY KPUBUHY.

§ 2. BUTAJOK HEBUSHAYEHOCTH§

Hocaig dopmynn (13) nae meplo 3a Bce Te, II0 3HAMeHHHK 3HHINYETHCH,
1° RouH (2, i/, 2') 6 Hampam 0co6amBoi TBipHOT KOEYCY (7), 2° Koam MITomHHa (18)
¢ MiHiManpHa. [[i 06H/Ba BENATKH 3apa3 poarJdiard He GYIeMO.

@opMyia (13) TakoX® MNOPYINAETHCSH, KOJIH

FJ/o 4 F/y +F/e =o. (14)
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SARmo 14 yM0oBa COPABIKYEThCHA JJA BeiX JMiHIMHAX eeMeHTiB, TOOTO JJIfA!
BCiX eJeMeHTiB (2, p), M0 BIOBOJBHALT: (2), QYHKLIA MOBHHHA GYTH iHTEIpa-
JIOM CYRYIIHOI CHCTEMH.

e DU R
Ty 0 e
Tpu inTerpanmm x’ =¢, y =c¢', & =c¢” NUIIEMO O0Ipasy; MIOMKI0 OCTAHHIX
Yl ddl st~ mdp P de

TPbOX, TO i3 e T o "2 MaeMo
P = 0 0 0

()

xy —xy=0", 22 —az' =0% y—yz=0",
TOGTO 3araJbHHE iHTETpad 6 |
P, y,.¢, ye —oy, z2x<zz, zy —yr)=0, (14a)
ne € MonseBe piBHaHHA JiHIAYATOro KOMIIEKCY
; F (D41, Pazy Dasy Doz P31 Pi2) = 0.
Konm yMosa (14) cupaBEyeThCH A JIeAKOro Hampamy (z/, %/, &) i pasom
8 THM sin® nopiBHETHCA O, BEpa3 (12') cTae iM030pHHUM, 10 & miTKpeca0BaB

S. Lie 1. c. Hamae Mu gocainmmo nell BUOAJOR. 3apas Ans [MepeBipKA OOYHC-
miMo XF? nus JdiniAHOTO KOMILIEKCY, IO Mae 3a MonmeBe piBHABHA,

ax’ 4-by' -+ +a (yd —2y) 4B (ex’ —22) -1 (22’ —yz’) = 0.
F,=atpz—vy, F,=bt1z—a; F,=c+tay—f

3BiaRiab
@b e
Bp 4 Fpf B =t ket o) by |+
| : x4 2
@ B ) @ g2+ ) — By 19) £ 0,
R ‘

F/2 +F/y +F ¢ =2y — )+ ¢/ (02 —12) + 2 (fa’ — o) =0.
Koam pisbMemo JdiHiHEE KOMOJEKC B KAHOHIYHOMY BH/i, MA€MO -

(6): ydxr —xdy + kdz =0 (5’):' yr' —axy + ke = 0.
VFC;@—-;y,» F?;,=—m; Fz',zk.'.zFﬁzxz—i—y?—l—_kz._
CU’FIm—}‘»y’F,y—!—‘Z/F/zECC,’yl “J[‘ylm,-EO\_ L

TerpaeapadbHull KOMIIJIERC

ewntas s ki " aPy4 Pos ~+ OPiz Doy + CP3aPra =0
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wae 3a MomsEeBe piBHAHHS
(b—c)xy' s -+(c—a)yd'a +(a—b)zz'y =0

S B3 = (0 —bp 22— o Pl [0 — 0P 4 0 —op el

e e—apprt 0 —opa] 2y (b—0) (c—a)ay
42x'y (b—c) (@a—Db)xz+2Y% (¢ —a)(@—b)yz £ 0.
o F, ‘o F +2ZF =2y b—ct+c—a+ta—bl=0.

§ 8. JIHI TOJIOBHUX JOTHYHHX (ACUMIITOTHYHI JILHIT)
MosHa # 18 cHcCTeM iHTeI'PAJLHEX KDPHBHX (5) INOCTABHUTH HATAHHHA mpo
Ti HAOpPAMH, 10 I8 HAX M'Q 6 6e3KOHETHO Mala He 2-T0, a 3 -T0 IOPALRY ;
OTHe MAEMO :
F @ + By +Fid=0. (14)

Kpmei, mo B Toumi (#, ¥, 2) HOTHKATHCA L0 LHX IPAMPX, MARTH 3 Bil-
IOBiIHO0 MOTHYHOK NJIOIMAHOI KOHYcY (7) CTHIHICTH He 1-T0, 8 2-10 HOPAIKY.

MoRHa miaiATE Ko HEX Tpoxu imagme. [[lo6E IoTHYHA IJIOMHHA (8)
RoEyCY (7) 6yna CTHUHOW (OCEYJIANI#HOD) INIOMHAHOL KpHEBOi, Tpe6a, IM0G6:

Py - Py e =0,
Hoo' it glen B o' =0

Alle Hepile piBHAHHH i3-3a oJHOpiAHOCTH (5°) BiZHOCHO sy, & npm-
BOZMTHCA 10 (57), a apyre ia-3a ToTomHOCTH (lI) meperBOpIOETHCI HA (14).
Bogkpema mis [hacosoro pisHaHHS (14) 3BOXATHCA [0

Px+Qy +Rz =0

Piuanng (14) € HOpsIKY m — 1 BiIHOCHO Z, Y, ? 1 IIOPANKY 741 momo
&, o, 7. Posp’sisanna (14) pasoM 3 (5') nae nag o'y : 2’ r(r—-1) posB’d3KiB.

Ore, ceped meipruz wowycy (5') € 7(r - 1) marxux, wo domuurt 00 HUT
KpUGE Mawoms 3 GIOM0GIOHUMY DomuiHUMU NACWUHAMY (8) crmur 2 - 20 nopadxy,
MOOIO MAIOMb TT 300 C8OT OCKYASUITHE NAOUUHI, THAKUWLE ;| ePe3 MONKY. (X, Y, &)
npoxodams esacati r(r—+1) wpusuz (5), Wo mawmo 3 610N06LOHUMU METPHUMU
wonycy (5) emux (ocKyasYiI0) 2 -20 NOPSOKY.

Ymreao 7(r-F 1) nas BCAROTO LiJ0T0 7 € YACIH0 NAPHCTE. ToMy BCGI HAIpAMHE
TOJOBHAX JCTHYHHX MOXYTh 6yTH yABHI.

[ToBeprai4uck [0 BHNALRY HeBASHATEHOCTH, o MW #Horo BiI3HAYHJIH,
TIIKDECIHMO, M0 JA8 MHITHAN020 KOMNACKCY (wo mae Monacese pishanns (5)
6 fopmi- (14a) yci RPAMONIHIUNE MEIPHI KONYCY (7) € eonoeni domums.

Ile MOMHA BHSHSUHTH Iie TaR: Yci NPAMOMHITIHG MEIPHI, WO MAOMb
8 Oamiii mouyi my camy JomuMHy, MAOMb MAKOHC i cniabny cmuvsy (ocxy-
AIYLINY) naAowUHY ).

%) Jlo pignoBizHEx pesVabratiB 8. Lie, Gambier ma: Liebann'a ssepHeMocH naai orpexo.
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4. 3AIAYA BU3HAYEHHS EKCTPEMAJIbHHX PAJIIIOCIB

@opMyna (13), 4K To O6yJN0 HiTKpecIeHO, MICTHTH

, dx Ay dz

e y_ds':p" i T

X

He TIJBKA B YACEJPHHKY, ajle i B 3aHAMEHHHRY dYepes Te, mo F,, Fy', F, He
‘BaJieskaTh Big @, B, 7 Admme Toai, KOonMmE [’ € JiHiiHA BIJHOCHO IHX BeJHYHH,
T06T0 KOJA MaeMo cHpaBy He 3 MommeBHM piBHaHHAM, a 3 Ildadosmm. Yepes
Te JIJIA BH3HAUYeHHA extremum’a paniocy

1. aFm -}—Ql‘f"_l_'vF_
B Vel irPLp,

Tpeﬁa SBAMKATH He TIIBKHM Ha YHCEJbHHEKEA, aje HA BeCh BEDa3 y LUJMOMY, HIO
- 1CTOTHO YCRJIAJHIE 3aJaty, i aHasuoril 3 Teopiei MOBepXOHB, MO HadABHI 6 4
IIpahoBEX piBHAHB, TYT CJIA6IIAITH. A NPOTe 3a7a49y MOMKHA IOCTABATH i MOKHA

1

i1 posp’asaTH. MomHA MIyRaTH eXtremum B a00 M€ OCTaHHE He CIpOILYS

TIoMiTHO 069HWcJeHb. Beauunnu «, B, | 3B’A3aHi COiBBiHOIICHHAMHA
P =1, F@y.z «b1)=0 (¥5)

JHaHIeMo

1
({EJ=1%+@E#+ﬁF%+ﬂﬂ I?F‘TFI%LfV%(ﬁ“+@F+qF)
ga V B} F 4 Ff (Fe+Fo+ 7YY e

M0 MOMKHA 3a3HAYHTH

By (B B R
i Taki & BHPa3H MaeM0 IJd
o(2)
ol sl L e e SR S

Orse yMoBa extremum’a e

7
R A S R

Beamsmnz %, % 4 ganoponsmmors cnissimsomenns
ds’ ds’ ds : :
LY,
,@1 ¢ rdg 3 ,déf :
F. d8+FH ESJ—}‘F"' p e 0.
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Tpn piBHAHEA MOBHHHI 6yTH 3TinHl, 2 TOMY KOCHHYCH eKCTDeMalbHHX
HANOPAMiB 3a00BOJNBHAITL EDPiM (15) me # piBHAHHA

G ey
F, ¥y F/ |=0, (18)
| By
% .
' F,=(F'-|— aF) +BF,, +1F) (F24F2+ F?)—
— (FiF:+ FyF),+ F,F) (aF,+ BF, + 1F})

Fy—(F, +aF), - 8F, -+ Fy) (F2+ Fp 4 %) —
——(FF” FF"+FF ) (@ F,+BF, +1 F))

= (P, —}—aF" BE; + (B (Fr 4 Fp 4 P2y —
—(FF —I—FF —]—FFY)(aF +BF; —{—»(F)

I Bnpaan drmo F oxHopinHi BIIIHOGHO a, B, 71 mopaary 7, 6 MOPAAKY
3r—2, a ToMy (16) & mopAnky 47 —2 BiIHOCHO a, {3 7. Pagom 3 (5) BoHO BH-
sHagae 27(2r — 1) HanpaMiB (BigmomeHb a:f:y). Ase B TIM YMCIHi 6 CTOPOHHI
posp’asku. CopaBii sHadiHHSA, IO BIOBOJBHANTH PIBHAHHSIM

IR S
% i i

oc_:g: ’?, (16)~'—

caMe # 6 CTODOHHI PO3B’SA3KH, 00 BOHE BH3HAYAIOTH HaﬂpHMH (2, B, 1), HepIer-
TUEYXapHi o MnomuHE (8). PiBHaundg (16) MOMHA 3aMiHATH HAa PIBHAHHA:

aF;—BF, =10, oF,—1F,=0, BF —1F, =0,

o0 MalTh 72— 7 CHOINBHAX pO3B’A3RIB, 60 BiX 7? pPO3B’A3kiB [BOX MNePHIAX
MYCHAMO BiIRHHYTH 7 gRo3B’a3KiB o =0, F, =0, 110 He 3aJ0BOJBHANTE 3-Tr0.
Orake sarajbHe ‘II/ICJIO%O?:B’H.’:’RiB cucTeM: (157), (15) €
r2—2r —(r2—r)=8r2—r=3Br—1)r.
PosrasaeMo, 9@ He Moxe GYTH 0JHOJACHO
FIZ-‘O, FQZO, F3=O.
AJie Tl piBHAHHA -eRBiBAJEHTHI PiBHAHHAM
aF + Bl o A P SRR —|—71v
Fi —]—F'2—|—F“ A FaFa,+F3ng—{—F b
:Fy+aF”+B +7Fé;;F+ Tl T o
FaFgm-!—FsFﬁﬁ—}—RrFT? F, Fvv—‘l‘Eﬂ 73+F7F77
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MHOXEMO B TPHOX OCTaHHIX BiNHONIEHHAX YHCETbHAKA Ta SHAMEHHHEA.

Ha @, B, v # M0omaeMo; MAaeMO HOBe BiIHOIIeHHS
¥ al arl g S R e S N
) NF,-(r—1)F, e T

1 BOHO MOpPIBHIOE
D3l
pIWS
A Il MOMKJTHMBe TiIBEM TONI, KOJH DPasoM i
: e 08 i i9 T
2 e =0 i 2 I8 =0,

TaruM pasoM Takmil OpHBIN SHUMEHHS Bimmanas.

§ 5. JIHII KPUBUAM 1-1ro TA 2-ro POLY

SJIKII0 TIOMHOMKHTH (16) Ha BigmoBiNHY CTeNiHb ds Ta 3aMiHHTH ads = dx, |
pds =dy, yds = dz, MaeM0 piBHAHHA B MOBHEX AuepeHIifANax, 110 pasoM 3 (5)

BHBHAYA6 Ti cmcTeMM KPHBHX, [0 MalOTh B KOMHIH Touui 3a JOTHYHY Ti Ha-
IOpsMH, IO BINMOBILalTh eKCTpeMaabHEM pajiiocaM. Tar MoxkHA IONIEPHTH
B reomerpii MoHmeBHX DIBEAHB MOHATTA WiHEl kpusunu (1-r1o poxy). Momaa

BAJIHIIHTHA TONepelH]i MosHadYeHHA «, B8, y, aJe He 3a6yBaTd BHAYIiHHA a:d—f
i 7. 1. Tomi MoxEHA THCATH
| 2 By A R
G B (I San)> RIES R Sl
by FT (Fz’—{-gaF;.f)EFL'?—EF;FY';.ZaF; i

AJle, 38 Apyroro GOKy, MOM¥Ha TIOCTABHTH IHTAHHSA BiIWIYKATH Ti HAIPAMH,.
II0 y3M0BX HAX BiNmOBiBAHI HOopMaldi [0 mJIOWHAHE (8) y [BOX GE3KOHEYHO-

6au3pbKEX TOYKAX ITePeTHHAITHCA.
Hopmane 1o (8)

X—2w Y—y Z—=z

e b

z z!

Ge3roHeYHO GIH3bKa

X—z—d'ds Y—y—yds Z—z—=2ds

B OBy @ E e F b Gl
YMoBa nepermHauus
| de F, dF, |
| 1 ' | .
dy F, dF, !=o. : (17)
ag k., dr,

z 2

9 HayroBl SBUMCEE 3 MaTeMATHEH

i e g I I w-@mn%

R e i

e
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Koxn (5) ssoguthes 10 Pdr - Qdy - Rdz =0, (17) nactb Gesnmocepe/iHbo
piBHAHEA B IOBHHX NIAQepeHnifnax 1 HOPAAKY JiHi{ KpHBHHH 2-T0 pOIY.
Ale B 3araidbHEOMY BEIAgKy (> 1) piBHaHHZ (17) MicTATL JidepeHIidIH
2-ro mopanry. Koxm sammeat: (17) JeTaJbHilNe, MaeMo WIeHW 3 TOXITHEMH

2 -T0 TOPAJIKY
A@" 4 Byy" + €, 2" = 0,

ze : ,
W S S s
Rt / v " LI gl ' 1 | Y
A=ty T Tag Bi= ¢ B, Fy, 4 G
r"l ! g b | /;:/' A4 nALl
~ FZ' _B.U'.EJ' & F:x leyv

06 wnenH 3 &, y”’, & 3HMIMAIACH, Tpeba, 06
Y

4,=B,=0,=0,

“:upo"re Ile Jae He TPH YMOBH, a TiNbKH JIBi, 60
L41 :]:', +Bly, + 015, = O.

MoxHa HaBiTH IIOKA3aTH, 1110 BOHE 3BOIATHCA TINBKH [0 OMHOIO.

CupaBnai MaeMo
'z +y'y' " =0,

B " L F g F, e =—(F,.@ +F, .y +F,.2)

e T ————— i R (o

Muosgnmoe Ha p, v it gomaemo mo (17). I1[o6 27, y”, 2" BEmamxm, Tpeba, 106

A +pF, 4z’ =0
Bl —{- P‘F;v _aj\’y, = O
Ci+pF,+-vd =0,

T00TO
P B 8
B, F, y |=0
SRR VR s

§ 6. TEOJIE3UYHI JIIHII, AK JITHI[ HAWITPAMIIII

BimHOCHO CHCTeMH iHTer'pajbHAX KPHBHEX MoH:KeBoro piBHaHHA (5) MOXKHA
TOCTABATHE TAKOM NHTAHHA Opo Ti, mo Ix BEOpaMHi (rectifiants) miomwam
¢ IOTHYHI IJIOIMHE N0 KOHYCY (7)— KOHYCY, II0 3B'A3aHAN 8 TOUKOL (Z, ¥, 2)

3a (5).

Konm, aK 8BAYAiiHO, [, m, 7 I03HAYATh KOCHHYCH T'OJIOBHOI HOPMAJi

8 0CAMHE KOODJIHHAT, MaEMO
l

o e
e =

x

= ;\
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a00, AKINO HesajleskHA 3MiHHA 6 S,

dg"L‘ 1 . . £ %
d—8§= A Fm, (af, Ys.85 ;'1:,’ Y, Z/) ’
] dzy 1 A 1 14 .
! %2-2;\1?_1/' (ilf, Y, 2,0, Y, Z,)’
: dez
| =\ (&, y, 2; 2, 9, )
ds? 2@y A )

i
_dw dy  de 1 B
gt de? - det I KL FA e

A2

Oraxe, Koum (5) He 6 MomeBe piBHaHHA JiHilYaTOT0 KOMIIeKEY, 3a dop-
Myxon (13) § 1 MaeMo '

T Ay B E,
B BT

1 piBHaHHA Ha#HOpAMiMEX NiHif# Ha6HpalTEL QOpMH
do___ OF, 4y F 4,

= 7 T AL Ti > l;v-‘ )
d82 Fg-' + 'E '1/7 + F,’.r 2
ds? Fot il pdts n
G W g e B =

de  FElTELFe

§ 7. TEOIESHYHI JIHIL, K JIHIT HAKKOPOTIII

Bepeumo imrerpan

/ '/(E%E) +(§'§’-)2+ (gf) . dt,

{0 BH3HATAE NOBKHHY AYI'M EPHBOI, | IIyKasMo Horo extremum ga yMOBH

_ : dz dy dz)__ #
; F(Cc,y,z,d?; CTtl at— =0 (5 )

IlogaTkoBi Ta KOHe4Hi 3HAYIHHA KOOPIHMHAT 6 (ZolYeRo) Ta (@y912;) Bifmmo-

i BilHO BHAYIHHAM ¥, 7, mapaMerpy f{. 3ajqada 3BOJHTHCH HA BHRHAYEHHA a06CO-
JOTHOI'0 extremum’a iHTer'panay

;. ‘
JO—:{[‘ {leg—}—y’z"{'“zlz—}—;‘xlfj(d:) Y, 2, LU,, ,y/’ z/)}dt:Lf Gdt.
0 i

7

9*

\ \ ,_ |

g Too T S S SR
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BeHumEE 2, y, £ BABHAUYALThCA, AK QYHENii / pIBHAHHAME

St 9_@\)_ ﬁG_d(ﬁ_G‘ Gl OG)_O
ox  dt\ow) T oy At \oy S ey ae AP
260 HATIRCABIIM JeTallbHiIe
TR
0x At \y/ ot g2 94 ‘u‘x’)“ !
oF d Y : OF)
;\.’__—"'7 _' . = ,\ T—-’ :0;
Oy dat (Vﬂ;’Z_l_y'?_'_g/Z _!— dy
QF. . -d | & or
A — & — 1 =0.
e di (V;f’2+;y’2_{._5’2 + 62") -
SARmo 33 HesaJNeEHY 3MiHHY B3ATH AYTY S, PIBHABHA 3BOXATECA 10 (opMm
Pl piBoiin g DU
dee - i pEs e deiin )
By B S O 6F}_
Eae @*@*d(w) :
azz SN e
e B—_ds(dﬂ
e
d ozﬂ')* @F e g AR RE dip
dq(éﬁ’ ~adon” +6y0w/y t o T dse
; 0 . dry @F  dz
+ oy aw Towor ds
Pipmanns, xo9 i aimifigi, ame He po3B’A3aHi BiIHOCHO MOXITHAX 2-TC
NOPATRY.

RESUME

Die Resultate der Untersuchungen der Verf. iiber die Eigenschaften der
Systeme der Integralkurven einer Pfaff’schen Gleichung Pdx+ Qdy + Rdz=0
werden auf nicht-lineare in Bezug auf dx, dy, dz (,Monge’sche*) Gleichungen
erweitert. S. Lie hat schon das Theorem von Meusnier auf solche Systeme
erweitert. BEs werden hier diese Resultate wieder aufgenommen und weiter
gefithrt. Der Ausdruck des Krimmungsradius wird aufgestellt (§ 1) und
wird gezeigt, es konnen auf Monge'sche Gleichungen die Begritfe der Haupt-
tangentenrichtungen und Haupttangentenkurven (§ 3), der extremalen Werte
der Krimmungsradien (Hauptkriimmungsrichtungen (§ 4), der Kriimmungsli-
nien 1-ster u. 2-ter Art (§ 5), endlich der geodétischen Linien als geradesten :
(8 6) und als kiirzesten (§ 7) erweitert werden. Im 52 wird der Fall der !

~ Unbestimmheit des Kriimmungsradius untersucht, was wie S. Lie schon
gezeigt hat, auf Monge'sche Gleichungen der Komplexe fithrt.




II. M. CUHILOB

RpuBnua acuMOTOTHIHEX JIiHIR

(JIimT roxoBHHX JOTHIHHX)

JJIA [IOBEPXOHb, CUCTEM IHTEI'PAJIbHUX KPHBUX NPADOBUX TA MOHKEBHX
PIBHAHb TA KOMIIJIEKCIB

B momepemHix MoiX po60Tax A PO3IISNAB NesAKi BIACTABOCTL CHCTEM iHTe- -

rpadbErx kpuBHX [IdacoBux piBHAHB, 10 ABJAKTH BeJHYe3HY aHAJOIID Bil-
[OBiIHAM BJIACTHBOCTAM KDHBHEX Ha MmoBepxHAX. AJse IldacgoBe piBHaHHH 6,
3 OfHOr0 60Ky, OKpeMmil BHIaIok MoHXXeBoI'0 piBHaHHS, 8 Apyroro 60ry, 0xo-
IJI06 dK OEpeMi BHUAIKH fAK IOBepXHi, Tako® I nHQepeHIlidadpHe DiBHAHHS
JiHIAHOTO KoMIIekcy. MoHxeBe & DIBHaHHA i co0i 0XOmJI6 SK OKpeMHH BH-
nanok amdepeHnidipHe pIBHAHHSA JiHIAYAaTOr0 KOMILIeKcY HediHiiiroro. [likaBo,
Ha MOI IYMKY, POSMIAHYTH [Iedxi HOHTaHHA 4 BCiX NOHUX KaTerOpwil RpH-
BUX. §1 BHOpaB NHUTAHHA IPO ACHMITOTHYHI JiHIl ocolamBo TOMY, INO IJdA

JiHif9aTEX KOMIJIEKCiB KOKHA iHTeI'paJibHA KpHBa € pa3oM 3 THM KpPHUBA

ACHMIITOTHYHA.

§ 1. ACAMIITOTHYHI JIHII HA IOBEPXHI

B reopii mOBepXOHH MOHAMGlAbIIe B3aJHMIAI0TE (e PO3IIALY IIATAHHS,
II0 CTOCYITHCA 10 OCOGMHMBAX TOYOK Ta XapaKTepPHCTHKH IOBEJIHKH IOBEPXHI
mo6aE3y THX a60 iHmmMX II kpuHX. Ile muTaHHA [Ay#e IiRase 3 MOTIARY
TONOJOTIYHAX O0COOJMBOCTeH, HalTicHHINe BOHH 3B'd3aHi 3 TOMOJOTien iHTe-
I'paldbHUX KPHBUX [IH(epeHLisabHOro piBHaHHA 1-ro mopasky i W. Dyck,
HI0 JOCJHIIkYyBaB OCTaHHE NHTAaHHS, HaB Po6OTY Ta PHCYHKH ACHMIITOTHYHHX
rkpuBuX (nmB. Katalog Mathem. Modelle, Miinchen, 1892 p.). Mm socepennmmo
HaIly yBal'y Ha aCUMITOTHYHHX JiHigX 1 IXmiX pagiocax KpHBHHA.

Maemo momo 1mporo BimoMmit pesyasrar H. Beltrami, a cawme: papninc
KDHBEHH ACHMITOTHYHOL JiHIl TOpiBHIE 2/; pajilocy KDHWBHHH, IepeTHHY
moBepxHi 11 NOTHYHOIO IJIOMHEHOK ) (144 rimep6oaidaol TOYKHA, AK IiIKpeCcains
Mangoldt B Enzyclop. d. Mathem. Wissenschaften III;).

Pegyaprar E. Beltrami Momua BrsecTu Ges mporo o6MeseHHs, ajxe TpeGa
nofaTH JedKi sayBameHHd. CyTh cHOpaBH B TOMY, IO TOYKA JOTHRY € 0CO-
6JmBa TOYKa KPHBOI IepeTHHY HoBepXHi Ta II MoTHYHOI MIODIHHEHA, SKi MOEYTH
6yTH TYT BHOAJKH Ta SKOI0 3HAYIHHS MOMKe Haéipam BigmoBimEW@ paniioc
thBHHH [e NHTaHHA A Po3B’A3yBaB B iHIIOMY .'MICD;I

1) ﬂBB.,\Hanpmxnan, ,Kype au¢. reomerpii“ — 3am. Xap. Y., 1908.
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Xa#i Touka (7, ¥y, 2) € eNINTHYIHA TOYKA IIOBePXHi, BigOOBigHi acmMITOTH

6 yABHI, KpHBa IIepeTHHY MOBepXHI 3 MOTHYHOI0 IJIONAHOI0 Ma6 TOYKY JOTARY

isonpoBany. Hampmriam, koxHa Touka edaimcoiny € edinTayHa. Koam oci
!

KOOpAWHAT 6 TPH CHOpSEeHi HiAMeTpH, ' =c¢' € [JOoTHYHA [J0ITAHA TOYKA
(0, 0, ¢') 1 mepeTHRae eyinmeoin 0 KpmMBiH

NS
a'z = L8 0,

d 4

=

«

1e6T0 BIOJOBMX ITapH I30TPOHNHHX NPAMHEX, [0 epPeTHHANTHECA B 104l (0, 0, ¢).
dazy’
dax'?
CKaJIEBOT'0 CIAMaKa HAaBKOJO #Horo oci cmmeTpii

@+y2+2—2ax) —b¥ (22 +y2+:2) =0, (2¢<b<4a, Hamp., b= 3a)

Pagnioc xpEBHHE JOPIBHIOE 0O (60 — 0). Jaa o6opoToBEX moBepXoHb [la-

BiIIIOBINHA KPHBA MEPETHHY MOBEPXHi 38 JOTHIHOK IJIOMIAHON = = 2a — b TOYRH
(2a —b, 0, 0) posnagasThed Ha KOJIO

Y222 —dab-+02 =0, v=2a-—b

T8 Ha KOJO - TOYKY
-yQ + 22 =0 =20 b/,

IHO0 € i30Jh0BaHOK TOYKOI

Dopuyia
(F'z F’z)%
gy
me Fwy F:cz 2 -
F” 1 1 (_’I',) y,’ z — O'HHOPIHHI
o KOOpIHHATH)
7

F[L‘FJ P Y& b=icd

LI Liel i30aL0BaHO! TOYKHA Jas B = " Tagom KpHBa y2 = r2(x — 1). TaguyM

YHMHOM, B 180JIbOBAHINA TOYI[1 PalI0¢ KDHBHHH € ©O, aJie o B Toumi napaﬁomqﬁm JBa

HAOPAMKE TOJOBHEX JMOTHYHHX 3JHBAOTHCH, | KDHBA IEePETAHY Mae TOUKY 3BO-
poTy ab0 caMOGTHRY, i pandiloc kpuBuHE € abo 0, aGo oo.

Ha ocradse 2inepOosiuna TOYRa TOBepXHI Mae TOJOBHI MoTHIHI miltcwHi,
i Ha KpHBI mepeTHHY Oyle BY3.0Ba TOYKa. AJle DasoM 3 THM BOHA Mo:Ee GyTH
TOYKOI0 [epermHy Ha OJHIA a60 # Ha 060X BHTHHAX KPHBOI, i pajiloc KpHBHHE
Iy BiAmOBiZHOI BITHHE € oo. Hampmkaan, rimepGoididyamit mapa6osoin 22 =
=x2—y? B Toumi (0, 0, 0) MepeTHHAETHCA NOTHIHOK NJONIAHOKN 2=0 IIC
OBOX TpamMux 22 —y?=0, i pajioc KpEBEHE 1ad 060X € co. KareHoin

WYty Ve 4y —a
a

z=ualg
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IepeTHHASTHCS JOTHYHOK IWIOMHAHOW X = ¢ TOIRE (0, 0, 0) m0 RpHUBIi

2 R T

| 7 i 2,
:=w1g'lii_Lé/iai, a6o j/:iasinh(;)-

Jlaa woxxHOI BiTHHH MaeM0 P = co.

TaxmM 9EHOM TeopeMa K. Beltrami Mae myske o6Me:ReHHE 06cAr NpHKJIA-
MaHHS 1 MiKaBO WifPaXyBaTH BHPas [Id PaJilCy KPHBHHE aCHMITOTHIHOL
Jinii. 6esrocepenHbo. i

AcuMOTOTHYRY JiHiID MOBepXHI |

e=fz y) (L) | i
BifiyIsieM0 MAGepeHNiANbHEM DiBHAHHAM
| rda? - 2sdxdy - tdy? = (2)
ab0

428y’ +ty'?=0. (2

i panmiloc kpEBHHE MOMHA BHEpDaXyBaTH Tak. [HTerpanm (2) maloTh EPHBL i
0CHOBH MHJIHIPIB, 0 BHpIaloTh Ha MOBEPXHi (1) ACAMNTOTHYHI JiHIL Tarnm |
9HHOM 33 (2) MaeMo

y =9 (@)
i3sa (1)
2=1( ¢(@)
3a (2')

d=ptay, ¥ =aq" + 028 +iy?)=aq", H
OTH&E . | i
I G o o 0 ;j
S Vitpd¢ I

Aste Koxm nAepeHLioBATH (2) IIe pas, MasMo

i

% ? 3
k,—}—3ly’—}—3my’2+%y’3—}—2(S—I—t;l/’)’y”:0 (k:g’l‘g e IL) (3)

3a (2)

S —E— ?Ll/, == j—_‘ 1//"[; s S‘l'

i TAKEM YHHOM

1 1 (ksly +3my 4 uy)Vi+p+@
R 2 e Vri— (140 20y +(04+)yH" |
Pajiloc KPHBEHHE ILIOCKOI KPHBOi — IIepeTHHYy HOBepXHi Ta Ii HOTHYHOL

[JIOIIEEY (GHB., HAIP., Mill Kype ,,['eomerp. kpuB.“ 1908 p., cTOp. 135 — 6) BH3HA-
9a€M0 32 JI0NOMOr0K piBHAHHSA :

(kL 3Ly’ +3my'?+ny'3)-+3(-+ty)y" =0,
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a ToMy (5)
’ S O SO (0 ok 17 ok ) w0 ) A )
Room 8 = Vrt—s(1-bp -t 2pgy’ + 1+ Ay ™
i MaeMo BimHOIIeHHS E.\B’eltrami
‘ 38 =2 B

lligkpecnuMo 1me Take 3sayBaMeHHA. Pafioe KPEBHHH iHTerpaibHOI
EKpuBoi (2) 8a (3)

= V'__1k+3ly’—§—3my'2+%yf_ (6)
B 2 = )ri—st(1Ly?)"t
TaruM YuHOM
R yy'?) " )
Bia: Bop =t PO X F iy ¢

A +y)" Vi ¢

Bidwowenns paditocie xpusuni acuMmmomusHoi ainii ma i npoeryii Ha -
naouury XOY Oopienioe dodymxosi 6i0HOWeEHHS KYTie T AIMETHUT eAemenmis
HA KOCUHYC wYmMa domuunol naouwuny 3 naowurnoo X0Y.

' BasnayiMo Tellep IOGyTOR Mip KPHABAHM 060X ACHMOTOTHYHAX JIiHI.
-3HaMeHHHE 6y[e :

[1--2°+20qy, (1 2y - (1 +p2-F2pgy, -+ (T )y,
-aJge
3 j 2s AT A % W 4s2—1i
e el L e R e e

Orme sHaMeBHHE J10piBHIOE

5 I +9 — 2pgs L r(1-F @) — 40— ) (1 -2 - ),
[lommo YACeNbHHEKA, TO 8 KOJHCH 1) BHBHATHB NOOYTOK
(e~ 30y,2 - 8my, 4y ?] [k -+ 80y, + 8my 2+ ny) =
Fiss b
= alr(a,)2 = 2sa,0, 1 —58 T, 5 &,

Fo 5y by

e
A=qgf—s2
TakgM 9WHOM MAEMO OCTATOTHO
EEph
(e g e e
FINY 6A 9A dA)"- Lw g
i T G G ke ARES 4 ) R Y
et e 0 ’r(@y) - ox 0y+t(01: . fry Sy by Rode (8)
BB, 4 A{RQ4p)—2pgs+r(1 )2 — 4A( +-p7+ )}

1) Nouv. Ann, (8), XIV, p. 4, 1804, févr. Ta Uae. Kas. ®uz.-Mar. Q. (2), 1894,
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Il gopuywa sHEIIyeThCA B ycix TouKaxX JiHifd4aTol TOBEpXHI, i TaKAM x
9HHOM MaéMo TaKe TleoMeTpHYHe BHAYIHHA PiBHaHHA JiHIHYaTAX IIOBEPXOHD
B HapeNeHill BuIe (opMi: 6 %00l MOUYE NIHIHMAMOT NOGEPTHE 606ymon M
KPUSUHU 060X i ACUMNMOMUMHUL JIHE D0DIEHIOE HYAe61.

SHaMeHHHKa MOJKHA MepelacaTH 3a J0{I0MOI0K0 BAPasy cepelHbol KPHBAHH

o LA+ —2pgs 7 (14-¢) ;

: [Lsapr gy
Taxmy 9YHHOM 3HAMEHHHK HAOHDas (pOpMH : o B
8(1+p* 4@ A[H? (14171~ ¢7) - AT

B ToYKax, 0 MalOTh CepeIH) KPHBHEHY = 0, Ma&MO

g R |
Ty 8y By !
R e SRR

GO T A Yl it

Ilaa migifigaTol MiHiMaJbHO! ITOBEDXHI I€# BHpas MOMHa 3aCTOCYBATH JI0
BCiX i1 TO9OE1).

§ 2. KPUBUHA ACHUMIITOTHYHUX JIHIA [OAD®OBOTO PIBHAHHS

e S e e

Pdx + Qdy + Rdz=0. (1)
B wmim BHIIQJIKY ACUMIITOTHYRI JiHI] BHIIAAIOTBCA PiBHAHHAM ‘
dPdx —+dQdy - dRdz = 0. (2) ‘!
[omgimom gepes ds, resp. ds® mMaeMo
Px' 4+ Qu' J—Bz/ =10 (1)
Ta
P+ Q4 RS = e

Posropaysium ocTaHHE DPiBHAHHA [eTaJbHO, JICTAHEMO:

Py= Pya - Q- B2 (P + Q)& +

+ (P': + B}z 4 (Qs' + By )y's’ = 0. (3)
;Ln(pepenmmémo (1') me pas i 3a IOIIOMOIOM (3) MaeMo :
Pr' @y -+R =0 (4)

Ilagepennioeno (2') a6o (3) me pas, MaEMo:

O ot dbs ()Pg - ”
2 Rl A ;
ﬁfl? "[ i O’y' Y + 0~ +P3 0 i (O) i

1) B ckopoueHii (})opm meil § wanpyeosano B Ordere o AeaTelpHOCTH MaTeMarnieckol
Kosfepeuunr H.-Tlen. O-Ba ,D,B[‘Y uwHbL — Aekalps 1928. :
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e
0 7 ! 74 / ! / / ! 3
O P (P QY + (Po+RY) i n,
a
aP ()P‘) ’ aFP: A ” i " ' i i
Te= a;a:—[—@l/?/ | Brzz:Pfﬂ"l3+nyys+Rz253

+ 2P oy + Qun) 2y = (P'yy + 2@ xy) 'y
+ Q2P+ Raa)x?2 4 (P'oe 2B z) ' 22
+ (2Q"+ Ry 4 (@ ‘{“ 2Ry’ 2"
+2(P'ye+ Q2+ B'my) 2’y 2"
Pipuanns (4) ta (5) 3 0TIOMOT010 piBHaHHA
]./ .)."” + I// I/f/ | ,’ ,J’ =0

rr

MOMKHa pO3B’dg3aTH BifHOcHO '/, y”, 2”; MaeMo ;
Dy’ = — P, (Ry' — Qz'), Dy' = — P;(P2' — Rx'), D.28" = — P3(Qx' — Py’),

1e
gl e 061;2
Doy = ) ,%PF
2 g g—?g

Toxy pagmiioc KpHBHHU acEMOTOTHY0! JiHIl (1) BH3HaYa8THCA (IOPMYJIOH

oo
D*- =5 — PP Q4 B,
EOO

Ul BYPLO LR (6)
e D
Axe MomHA IeKiIbKa nepeTBopuTn 3HAMEHHHKA :
; ‘ UP) £
‘ A or'

PdP;

= 00

Py
SR
Y E afi’ pY )
-y
—of+

ne6To

D2 —

I

2 9P,
25 o' IM)—

0P, ) 0P, 01%)
(— ( 27 ay)*(Raz s
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— cyMa MiHOpiB MaTpHUi

ey ol
| 0P, 0Ps OB,
or oy 02
TakuM YAHOM e ekt e
1 ok Py VP2‘|_ Q? :‘|"R'), : (6")

Rac bt ]/ \1 P@ﬁg i Q 6Pg )2
a—d\ 0y o'

Azne neli BEpas He MOXHA BBaXKATH 3a OcTaTouHdid. CopaBii BiH MicTHTH :

x, y, ¢, mo sB’ssaEi NpoMix ceGe chiBBinHOmeHHAME (1), (4) Ta
x4yt =1.

ToMy B OKpeMAX BHIaJKax eJiMiHAIil, IO TyT HOTPiOHi, HOCHTH CKI&IHI, —
CRIA[HI HABITH B MPOCTIIIWX BHMIATKAX.

§ 3. PAJITIOC KPWBUHM JIHIHHOTO KOMIJIEKCY

S. Lie — Geometrie d. Berithrungstransformationen, Bd. I, 1896 p. ta Jes-
sop — Treatise on the line complex, 1903 He 12T BKAa3iBOK HIOAO IHOTO.
®opumyaa § 2 He roguTheA. ToMy A HMocTaBEB cofi 3a 3aJady HalTH TaKH
BHpa3. Alle oJHOYacHO B 4YepBHi MmHyJoro pory H. Liebmann!) mas simme-
BiZHy (hopMydy, aJe IPH CIEIiAIbHOMY DO3MONOMkEHHI oceil KoopuuHaT. ToMy
IONIiJbHO HaBeCTH # Mol pesyibTaTH.

Xau

yr' —axy' +ka' =0

piBHaHHS iHTeIDAJBHEX KDHBUX JiHIAHOINO KOMIIEKCY.
Xait, a8 i B H. Liebmann’a 2)

, gy =rcogl, r=r7rginb (1
(1) sabupae GopmMH

r2db —+ kdr = 0. (1)
Xait 1m0 Toro 7 = ¢() — nosiapHa QyHEnia 6. Toxi (1') mae

] > ;
de = —) 7 (O)2db,
3BI1AKIAD
¢ 1 »
a=— | a0yl

y=o(b) cosf

1) Die S#tze von Lie u. Gambier iiber Kurven eines Linienkomplexes, Heidelberger Sit-
zungsberichte, Math - nat. Kl.— J. 1928, Abh, 9.
2) Math. Ann., 52, Ss. 120 — 126, 1899.

o= () sinb ! ' (2)
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PiBHaHHA (2) BHBHAYAOTH iHTEI'PajbHI KPHEBL JiHIHHOI0 KOMIUIEKCY. Y®e BOHH
a0Th MOMIUBICTE yIeBHHTHCS, IO I KPEBI He MAWTh OCOGIHBEX TOYOK,
TO6TO TOI0E BBOPOTY (BY3JIOBi TOYKH 3a MapaMeTPHIHOL hopMH piBHaHE (2) He
€ 0c00JHBI); a came

1y = @' (B) sin 6 -1 () coslf, y's = D'(8) cos H — D(B) sin b,

; sy
zg:ﬁk—@ () (3)

Y MOBH 0COGJIMBOCTH TOYKH €

Pl =0-2y i =24—10;

TOMy Tpe6a, 1106
D=0 i D=0,

T06T0 I TOUOK # =10, JId KPHBAX KOMILIEKCY, IO MPOXOIATH Iepes NOYaToR
Koopawratd i MaoTh XOY 33 CTHIHY (ockynANifiRY) IJIOIIEHY.
3 (3) MaeMo

(gz\)z (Ell;c>z+ (gg )2‘{" (35) = OB+ D' (0 + % @' (0).

\

JHadi
g = (@ —D)sinb 420 cosh, y'= (D" — D)cos 8 —2@" sinb,
o 2@
el ) ke
i ToMy
el JF " @ 9 "
oY= 207 - O(Q"— D)] cos b ]
ga'—a'ed :—{—%[2@’2——@(@”~ @)] sin b 1 (4)
2y —ay = — 20" — D (D" — D) :
Bipcinp paniioc KpHEBHHH
r9 s 1 iy
[@ PRt O
e = e (5)

o D | P
1@".—@,2@"']/1"*'75

1106 BH3HAYMTHE pafioc KDHBEHE AKOICH 3 KPHBUX KOMILIeKCY, Tpeba
samata pyHEUio D (6).
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Mpurnanu: a) @ =a (= coust); rx=asinb, y=acos 6, 2= mab—EKpy-
roBa I'BHHTOBA JiHiA, 7 = a (1 - m?) = consi;

ke

— 2 2 2 — '@’2—@ @H_@ Zd,
e bsinb—acosH e S b ( )

1 :

,E__Q

KpUBi 6 mpaMi JiHII KOMIUIEKCY ;

cost

oy w=(sin6)%, y=cosh Vsin®6

¢) @O =Vsinh, z=

KPHWB3 IepeTHHY
xy = ke (1 —k22?), kex =y @+ o).

Moxxra me iHagme BEBeCTH (POpPMyNy [ pagilncy KPHBUHH :

1 5 Bl 2 il Al D
e i g g
ajie .
1 ’ 7
g = @y —yz % (1)
1 1 ’ l” X -
o= oy’ —u); (1)
OT3Ke
y’z"——z’y":%(w'y”—y'aﬁ”),
TaKO0M
Vo T e & A e !l
g'e ' =— @y -y "),
1 ToMy
1 il)' Weha i Ia,;" S L T & MRl S
LSV ®

KOMILIEKCY
2 i Pi =0,

mo #oro [IdadoBe piBHAHHA €
(@219 + Qa1 & - Ggy) dX - (A1, + g2+ ) Ay - (a13% ~+ a3y —}— a3) A2 =0,

0TH&E
" F / ”_ VA A ﬂ— L agl
1 gy —ya e -y YT —PY ()

BV LR 0 C MEeS

X '-T; 5
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AJde mia (1) MoRHA (opMyaAy (6) IMepeTBOPHTH TAK:
HesaxexHa 3MinHa € S, TOMY

Byt =1
" yy' - =0.
-3a 1omoMorow (1), (la) MaeMo :
£ i " 1 / d /4 U4
T +Y Y + o @y —ya') @y’ —y2) =0

a60
' (ke —y @y —yx) +y' [k2y 4+ o (2y’ — yx')] =0.

Busaaumo

TOAL mONMepeJHI PIBHICTF MOMHa 3aITHCATH TaK:

1 "

et % = RS
Ay — By~ — Ax' - Bx
1 !
zy" —ya’
s e
kB ek
460
e Vo by 5
V A2z y2) — 248+ B (A — k?) - k2 B®
- SRV AU@ Ay B
aJie
A@?+y?) — B =k (a?+y) (2 —yor'P =@y B =K.
‘Orxe
R e S 1
TR Watps
i )
| Ve B Ve
B T ke T — (k- Ly
B b
“os =l o)
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Jlerko BHABUTH, II0 cTHYHa (OCKyJguiliEa) MJAoOMEHA € OfHA [Jdd BCiX
KPHBHEX KOMIIEKCY, IO MPOXONATh depes TOIKY (@, y, 2

Copasnai, Beamuued 'y’ — "y’ 1 T. L. nponopuloﬂamm 0 KOCHHYCIB
KYTiB GiHopMayi 3 ocaMm kooppmHar. TarHM YHROM, TOYKa (7, ¥, 2) Mae B KOM-
TJIexci BiAMOBIAHY ILIOMUHY

yX—12) —z(Y—y)+k(£—2)=0.
Hanpamox motmuHoi (x/, ¥/, ') a6o (a 8 7) cIpaBIMyse piBHAHHA

yr' —xzy + k2’ =0
a60
yo—xB—+ky=0..
Bincine
Yl —am - kn =0

aje A, p, v COPAaBAKRYIOTH CHOIBBIJHOIIEHHA

}\U. _.}__ P’g ._.}_ V’\{ : 0’ }I + 1-1-711 + v = O
Tob6To
% w ;s 1
Y 5

Tk Yeplgpilk

‘ Ilnowpuna JiHIIHO020 KOMNAEKCY 6 NAOUUHA CIUYHA (0CKYAIYIUHA) ¢ e0uNna
0an 6cix 6020 KPUGUT, WO NPoxodams wepes moury (x, Y, 2).

§ 4. KPUBUHA ACHUMOTOTHYHHX JIHIM MOHKEBOI'O PIBHAHHA

HampaMKHE IoJIOBHHX NOTHYHHX CHCTeMH iHTeI'pPaJbHHX KpHBHAX MommEe-
BOT'0 piBHAHHA : .
Flo,y 2, o,y,8)=0 (1)

BHJIIAEMO HTOMATKOBHM DiBHAHHAM

Fi=F, :v—i—F Yy + K2 =0, (2)
adie
0 73

gl Nf__).

= AR A=y
F F( wax

Juadepeniiioemo (1) me pas BiZHOCHO S :

OF 1 r aF l y" OF L

AF

+ ah/ g=0 (3)

e L TR,
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a60 PO3TOPHYBINHE MAEMO:
Rt e P g Sl o B S
T om g o Py P Py 4 P )7+
+(FZ;—I—F” wt_l_er'y _l_F;iyyv yrl+
P, +F o +F g+ F,&)e=0,

Kpim Toro, mudepenninemo (1) 1a

e Tl e
3a momoMoren (2) MaeMo:
FwV'.wf/._}_‘Fl"yUAl_lelzﬂ:'O

/ Il+yl u_l__zl II

Bineins :
rr 4

gl g sl e &
Y Fu—2Fy &Fu—aFy «Fy—yFo

Jlo m@x TPHOX BiHOIIEHD MOMKHA IPHEIHATH YeTBepTe:

e Va;,,z_*_y//c)_]_,,ll") _L T 7717
Vrirr 4 re B VEEYE: =7
Orxe
1 ! yF —zF
i
B Vriiriir
1 ’F ——mF
y”:'_"_',** — =
B VFE FptFr
1 «F,—yF,

BuecimMo 3HafieHI BHpAsH I x”, y", 2”7 B (3); MaeM0 muad E:

1 m( y / z/

1

1
ARV gl +R —lszz

e

» 0 G ay
2 — i St ;
ik ( 6x+y 6y+” Gz)F'

T e VLA oy’ 02
d(AF) 0(AF) 9(AF)
7 T el T

3

(4)

(5)

(6)

(7)
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O(AF) 0(AF) 0(AF)
Axt AN
pinei BinHOCHO %/, ¥/, ¢ 1 mopanky »-+1, TOMY 4YHCeJbHHAE TMOPANRY 27+ 1
1 TaKOX ONHODIOHAM. ;

3HaMeHHUK OTHODIOHEHU BifmHOCHO 2/, ¥/, &’ 1 cTemens 7—-}2-+7r—1=2r-1.

TakaM u9mnroM (7) 3aJemHTH TiAbKH Bil BinHomeHHd HoMiE 2/, ¥, &
1 MoXHa KOpHCTYyBaTHCA JHIIe 3 piBHaHB (1) Ta (2).

Qopuydi (7) MokAa HajlaTH HAOYHIMIO (DOPMH; BHPAXYEMO IJd IBOTG
IeTepMiHaHT TaK, K BiEe BApaxoByBaad D

¥, y', & cupaBnmyOTh piBEaHHA (1), (2), Ta (4); OJTHO-

«

V4 /§ J

Y iR iy e A rF (r+1)F,

i igni e (@2 OF OF,
D12=|’ by e = o o B |
|

(2

oxr’ =

s
oF, OF, OF, | | oF OF, oF: Y
o oy o7 | | Vi 0x " ox 0x

EnemenTn 1-ro0 pAny Ta RoJoHA 32 (4), (1) Ta (2) DOpiBHOBTH 1, 0, 0,

a TOMY : : % ,
s El’fn)z (@ 2_(2:@ 3F1)2
e B ox’ or o

1 MOpiBHIOE cyMi KBajxpaTiB MiHOpiB MaTHIIi:

OF OF OF |
ar' 0y - gste 1
oF, OF, OF, ||
or oy 07 ||

Orae ocTaTOuHA (PopMysa Mid R 6

08, SRERCOEGURN, (0% oF, 07 DR LHSECIEN Hl
- oy 08 0¥ oy 02 8 o0x’ 08 ox' by’ By ox')

J

ey (o) + G+ G2 ®

/ 5

e
Fi=AF=— x’r——J—z’% —|—z’—)F(x Yoo
- px Y oy 0z, S B

§ 5. KPUBHHA JIIHIA JIHIXYATOIO KOMIIJIEKCY
(HE JIHIIHOIO)

JIIHIH9aTAE KOMIITIEKC TOTOJKHO 330BOJIBHAE (2); TOMY KOXKHY iHTEI'DANBHY

KPHBY HOI'0 MOJKHA BBasaTH 33 ACHMITOTHIHY (TOJI0OBHY) JiHi0. AJe PopMyJa (8)

He sroguThed. ToMy Tpe6Ga HocJinHTH Le ODHTaHHA okpeMo. H. Liebmann B cpoiit
crarti Die Sitze von Lie u.’ Gambier tiber Kurven eines Linienkomplexes!)

1) Sitzungsberichte Heidelberger Akad. d. Wissenschaften 1928. Abh. 9.

10 Haymosi BATHCKH 8 MaTEMaTHER

e

e e
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AaB J(okas opuyan Gambier, ane BApasy i paninca Mepmroi KPABHHE A
HeNiHIHOTO KOMIMIEKCY OKpeMo He jaB. J[OTHIHWE 10 MaHOrO nimidan i

KOMIJIEKC ’
E =0
@pik B

Ma€ Ty BJIACTHBICTH, IO HOTO inTer'pasibHi KPHBI B KOMHIA TOINI MaOTh TI
caMi MOTHYHY HpAMY Ta CTHYIHY (ocKyNANifHYy) IIOINHHY, fk 1 1BTErpajbHi
KpHBi [aHOTO KOMIUIEKCY, 8 TOMY MaloTh 3 HHEMH CTHYHICTH 2-T0 HOPAIRY
i Ty camy Mipy 1-01 KpHBHHH.

TagAM 9EHOM MOXEHa 3amumcarn [[dadoBe DIBHAHEA JO0THIHOI'0 KOMIIEKCY

TaK
oF oF aF :
I (xedy — Yo P dz — L) + e — 2dy) —
e (xdy ydl:) & B (ad. di) = o (yd dy)
S da — i dy— i dz=0
0p14  Opay * B,
260
2ol AR oF oF AR or aF.
O=del— Y +7- %- ff) dz(fm = 2 —»)
(dp21 ¥ Ops; b 0Py BE L4 Opi2 +8p32 +0p42, e
( OF or oF
degl———2t+=—Y 15—}
+ g(apls +5p23J+0p43)
TakEM YHHOM MOMHA CKOPHGTYBaTHCA 3 (opMmyH (7) § 3 misa
e 3

ato o |

. i ; aF Ok oF
Toni BHABIAEMO, IO goedinienT Mpu dr € 5 npm dy 6 " upu 4z € 3

i Tormi
e R D e PR S
e : (gt =gy (fxl —x'g)=
R F;p’ Fy/
N RTI rg
VLT
Fz'
RESUME

Es wird in Anlehnung auf vorangehende Untersuchungen des Verf. die
Frage nach den Haupttangentenrichtungen u. Haupttangentenkurven und
deren Krimmungsradien fiir Flichen (§ 1), Integralkurven der Pfaff’schen
Gleichung (§ 2), des linearen Komplexes, fir wiechen — wie auch fiir nicht-
linearen — jede Kurve, als Haupttangentenkurve zu betrachten ist (§ 3), fir
Integralkurven der Monge’schen Gleichung (§ 4), endlich fiir nicht-lineare
Komplexe (§ 5) behandelt. Es wird auf die Resultate Gambier - Liebmann
Bezug genommen. Vgl. folgende Abhandlung.
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CkpyT acHMITOTHYHEAX JiHIi

#AE i B HollepeHi# CTATTi, POSrAANAEMO THTAHHA IIpO CKPYT aCHMITOTHY-
HHX JiHi# (TiHIA roMOBHEX mOTHYHAX) 1° 4NA mOBepXoHb, 2° ;aa [IdagoBoro
piBHaHHEA, 3° I JiHIAHOrO KOMIVIeKcy, 4° mia MoHEBOTO piBHAHHS Ta 5°
I3 TiHIA9aTOr0 KOMIIERCY HeJiHiHHOTO.

§ 1. ACHUMIITOTHUYHI JIIHI IIOBEPXHI
Xa# moBepXHIO 3a/laHO PIBHAHHAM

g=={f(my) (1)

: PiBHaHHA CTHYHOI (OCKYJIAUiHHOT) IIOMHHE ii ACEMITOTHIHEX JiHIH,
TO6TO il MOTWYHOI MJIOIIHHH, €

X&) Q¥ =) —(Z—2) =0, (2)
a caMi aCHMNTOTHYHI JiHIl MalTh piBHAFHS '

rda? + 2sdxdy + tdy? — 0. (3)

ToMy KOOpIHHATH TOYKH C(epHIHOTO BimoGpameHHa IX GiHOpMadi

p

i LN gt
A R

1
Vitr+e

q
§:'ﬁ1__hf;, = — ey
Vit g Viebgt ka2
8BIANLNG #oro exeMeHT Ayrm

= . dp? +-dg* 4 (pdq — qdp)?
do? = A& |- dmp - dCz = , 2
gl (A +p* - g?)F

4 Mipa CRpyTy

Tt
L E:‘ (e ds? = dr? 4 dy® + de?).

&
‘Iill,od 0GYHCIATH MiDy CRPYTY IJ18 aCHMITOTHYHOTL TiHii Tpela,HiACTABATH 3HAYIHHS
< | ‘
T (3), a6o

rdetsdy _ sdwv-tdy

dy —dx (@
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1 Tagr¥EM YHEHOM
: e z2(dy? - da? +-d=?) A2ds?
CFeEFer ~ 0o +aP

L da A ‘
o B L >
Ane po3B’A3yBaHHA (4) a6

| —s+Vs—rt B a8
U= s__lt/s Tt.'.s—}—ty’:tl/sz—rt.

ToMy mis KopeHd (3) At
S j‘jﬁfﬁt (6)
Bt d
Koum BispMeMo 106yToK Mip KPHBHHH [BOX ACHMITOTHYHHX JiHIH, MagMo:
N e
ppz (1 +p°4-0%)

§ 2. CHCTEMA IHTETPAJIBHUAX KPUBUX PIBHAHHSA

Pdx -+ Qdy 4+ Rdz = 0. (1)
Tl ACHMITOTHYHEX KPWBAX CHCTeMH CTHUHA (OCKYJIANiiHA) MIOMMHA €
PX—z)+Q(Y—y)+ E(Z—2) =0, (2)

mo Bimmoimae Touni (z, y, 2). HampauMkaM acEMOTOTHYHHX JiHIK BifOBIIAIOTE
piBHAHHA : ‘
dPdx -+ dQdy + dRdz =0. (3)

ExeMents NyTH cdepuyHoro Bigoopamenns (V2= P?-¢* R?)

ds? 2 (VAP — PAV)? {2 P2 Y ap: — (3 PaP))

i ToMy

1V (PiQ—QdPE I (QdE — RdQ) -+ (RdP— PRy ;
o TP L@ R ds )

" Tpe6a mie MiICTABUTH 3aMiCTH g—%, ;% ix sHauigEa 3 (1) Ta (3). Mlas

bOro Po3B’ameMo (1), (3) BimHOCHO dx, dy, dz:

 dz i dy i dz Sl 5)
QdR —RdQ RAP—PdR PdQ—QdP S
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Tomy
Py S
o —F2+@24:.§2 :

PismaHAs (5) MOMKHa HepenucaTd

QAR — RdQ — Sdx =0
RAP — PAR — Sdy =0
PdQ — QAP — Sde = 0,

a6o B posropHyTi# ¢opmi:

[QR, — RQ, — Sldxz - [QR) — RQy/|dy + [QE. — E¢:']de =0
[RP, — PR,|dx - [RP) — PR, — S|dy-}+ [RP/ — PR/]de =0
PR — QP;,;’]d:U—{— [PQy — QPy/]dy“}— [PQzl—_ A7 -—S]dz=0;

YMoBa 3rigHOCTH WX piBHAHb €

Q.Rm, &= RQ;L-’ = S, QRy/ o RQy, QRz, — RQZI
O= RPm,—PRw/ RPy’_PRy,_S, RPz,—ﬁP-RZI :0-
. POy — QP PQ/ — QP PQ/ —QP/—§

3-ro0 cremeHd BiTHOCHO S. Ane BLIbHHF WIeH
QRS —RQJ, QB/—RQ/. QR/—RQ/
! RP,/ —PR,, RFP/—PR/, RP/— PR/
| P@s — QP, PQ/—QP/, PQ/ —QF/

L2 B P 0O —R @
= Q' Qy € \>< R O—PL':OI)-
SEC R L g A e b

Ilis S 3anuIIaeThCA PiBHAHHA 2-T0 CTelleHd, IO [HOro KOpeHi MalTh
CEPYTH NN NBOX HANPAMEIB I'0JOBHHX [OTHYHHX:

QIS A

Ile Te caMe piBHAHHA, IO MaJd J1Jd IOABIHHHX eJeMeHTIB IPOEKTHBHOL B3a6M-

HoeTH (c. 125).
TakaM 9AHOM :
: 1 —G@==yY@F1h

p . 2B Y

1) ims. O cHeTeMaxX HHTOTPAJbHEX KpuBHX IIfagdosa ypasHeuus, § 4 H. 3an. H.-1. Mar.
Kar. Yxp., I, 1928, crop. 124.
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i ToMy !
Y e
ope . . (PP @R

ooymor mip cwpymy 045 ACUMNMOMUNHUL HANPAMEE DOPIBHIOE I agcosiii
KPUSUHE CUCTNEMU.
Targom i

1 1 G

o TP @ B
§ 3. JIHIMHUA KOMIJIEKC

“[IpadpoBe piBHAHHA JiHIHOr0 KOMIIIEKCY 6 OKpeMH# BHMANOK PiBHaHHA (1)
§ 2, Mo MOXKHA XapaKTeDH3yBaTH HOr0 BIACTHBICTIO MATH KOKHY igTer' padbHy
KPABY 82 ACHMOTOTHYHY. | MOMHA OGIHCHHTH CEDYT iHTer'paJbHOl KpHBOI 3a
JOIIOMOTO0 3arajbHOi (OopMyIH CKDPYTY HPOCTOPOBOT KpWBOL, MmO A i 3pobuB
y ApyroMy sicri.

Asre MomHa 1ud piBHaHHA GopMA:

yda — xdy + kdz — 0 ; (1)
HOKa3aTH, M@ KOOPIWHATA TOYKE C(pepHIHOT0 BiTOOPaiKeHHHA €

1 k

E: e yi’; - = "] == = ,7;"‘,; ot C: “')' =t ; (2)
V& +y+ 1 Va2t R Va2 i
i
uler g, o y NP k(e dy fded)
do? — df2 -} dg - dez — 7 i SCNRT | ST o S B e
ok o | (1/:/:2 i y2+yz)J R g )
TOMY
1985 s k »
b ge. LR (3)

 BHaMIHHS MIPU CEPYMY 3AALHCUMb MAAbKW 610 KOOPOUHAM, MOUKY, AJE
640 oo manpamy He 3adescuwms. lle & BigoMEH pesyabTaT S. Lie. Koam
AigifiEEi KoMJIEKC 3aaHO 3araJbHEM DiBHAHHAM

1.4 \
2 @ix Pi — 0 (4)
ik
BiZIIOBi(HE H(patbdse piBHaHHA €
(@11 @~ Qo Y A3y 2 + @4 dw - (1% + Ay e aazﬁ’l—}— Wg2) Ay -
(@132 F Aoy - @338 - A4g)dR =0 (5)

A = — Oeiy Qi = 0.
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AL TS L UL Bl b e S L

Hampamui kocEEYCcH 6iHopMaJi € A, p, v:
BN b b B o T
021y+ (U312 + gy Gy + (392 - Qaz a13w+a23y—(—a43
1
= ‘ (6)
: V'Y @01y + @312+ aa)
JHaai ,

(G = — 2(@19Uag + U130 + O14003) = — 2(a, @) ;

1 '

A,:F—iGzz—(a,a)Z. |

Tomy piBHAHEA NI S: ‘ i :
S2 4 2(a,a) S+ (a,a)=0,

T06TO |
S=—(a,0a) : i

. !

}_‘:.4_ _(a’)a) A L

0 (@Y 0312 4 0n)? - (@122 + Bag2 - Ay2)® - (U137 - Y s )

& 4. MOHKEBE PIBHAHHA h

Xaii cHcTeMa KPHBHUX 3a/l0BOJbHAE MoH#eBe DiBHaHHA

i,y 2, o'y, 2) =0, el

olHOpizHe BigHOCHO X/, ¥/, 2’. ['0ji0BHI HAOPAMKE BHBHAYAIOTHCA YMOBOIO

O ) B A (2) 4

Binmopimai miromusy,
FL(X—2)+F, (Y—y)+F,(Z—2)=0, (3)

FOTHYHI 10 KOHyCy KOHeKca i ¢THYHI (OCKYJANiHHI) INIOMMHMA BiIIOBIIHOL KPH-
BOI KOHEKCY, 3 TOMY IIyKaHW# pajinc ¢KpyTy BHBHAYAETHCA TAKOK (POPMYION :

VETTRE o

e

=

'o|n—l

e
To= F2 1 F2 F2
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i mirkopeHeBHI BHpa3 €

1 [T2 (dF", ) o W | A, dF,
T oy e el e el e =

TaKHM 9YHHOM

)

|

'

o OF, L dF, )2 e
i e S b T

dF' 2 7 dF'
—ﬁs i G o

ds

dF' T
"ds

O |

HOIIGHHAMH :

[ BT

Aure Wi KopeHeM MaeMo He TiNpEE 2 y 2/, ame i a7, y’, 2.
naemo me madai. [loximmi z”, y”, 2” 38’43aHi 44 aCHMOTOTHYHOT

v Ly y' 22 =0

ae’ x” + Fy’

Ta TIOXimHa Bin (2) [inma cgopma (2)]:

(B oty + e (B 4 e ey 4
e g PR R fm: ¥ oy Y
% ” i l ’ ; ’> e | 2 ]
+o (F i w+02,y+ag ) NS
ze :
OF LOF aF) e d 7
iR Tk PliEgs i e e R s 1
ot (az 6cc+y 0y+” 0z (7 0m+y s (92:)11
i
, £ .
A —|a —+y b
ASE (:c ('?a;—l_ + )
Posp’asyemo ni piBHaHHA BigHOCHO ', ¥, 2
Dyt —— MF(;I/’FZ', — z/)
Dy =—NF(ZF,— 1 F,)
Do = —A2F (z F};,—y’F‘,;,),
Ie
S0 s a]” Ob’ A
B Y o’ Y o T o’ |
3oy 4 ! T /dﬁﬁl | /0ﬁ1 _]_ OF/ :’
e B et e T gy
Mo ML g g, SOl
f ety )~}’/ . 02 |

Mo BEe 00YACHAUIHA iHIIHM CIIOCOOGOM.

TF_,,E” e 0

Tomy posrag-
Jimii cnmiBBin-

()
(6)

)t

)

®
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Orsxe .
oy —y' o =DRFy Yy F,—7F,)—o (@F,—xF,)]=D,_LF.F,
34
g2ty t-2t=1 N F,=rF=0.
Taromx

= D, A2F.F,
y’z"—— Yy :D1A2F FZ

()
8;
|

(\z

JrdepernioeMo Ii BEpasm i MaeMme:

' dA?F

ar,
v —yar="Dusp p 4 0,50 L p B g g

s el 4

MuomnmMo Ba 27, y”, 27 1 momaewmo.

E: >ﬁ A E : .
i (iU, 7 m) oL qd,%l_AzF ! Fa’c/ + DI A2F + Dl a F ZMFZ' .

[lepma Ta TperTd CyMHE IOPiBHIOITH O 3a (6), 1 ToMy

: ds
" dF-’;?' e 1 AF ( I v F' )dF;'_
_.Sf” T ko .2 Tl =V G

TarguM gEHOM

Age

74 i dP‘;.';' ;
e
1 1 r T dF:I'/' ’ : /
o =DRFIFFRHED Y Fy g ) ()
sy
aJle moxigmi 2’, ¥', 2’ me € B 3 cropnui. JiiicHo
ar,, A2F
— Y I " F ¢ <3 _\Fr L
% — APyt P+ Py L P =8P =5 L
dF" ' " 1 i i A2F
_dél—_—AFy,—{—F A S e R D, M
sz" ’ ” ” I’ ‘ d 2 AzF
= AR el L F B A N,

ST ST AT o T

i

o ——— e
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e
Z 2] ir 1 It s I i 7 i
| OB e TR Ve L Ay BB
| r P ' : i 1" ’ i S50 " ’ '
L:| Fmvyl y Fyv » M: | Fyryl ,7/ Fyr s N* Fy(.’;.l ,l/ F it

3a JoMOMOrol UAX BHpasiB MOXKHa 3adHCATH :

ol L

'
@'
1

| L
1 r r 19 | N r / | o !
;:D12+(Fm2’+Fy%+F.J)‘ Y Fy’ AF-y’ =D EF"’”A“ Bl F?/' M\
S N i

ghrodte A il s

- ~ P

Koxm wminopwm MaTHII
L g e
B

HasBeMo a, b, ¢, Tak W0

ax’ 4 by’ -+ ez’ =0,
Boa b Bige=0,

fepiiwi JeTepMiHAHT JOPiBHIOE
GAR A 04 F

a Ipyrui
La-+ Mb -+ Ne,

e
* L="F,,a+F,,b+F,c
M—F., a+F b-+F). c
N=F,a+F,b+F,c¢;
MOMHa TMOSHAYHTH

bt

© x'y

;A13:4421 1 i ,ZI
i TOMYy

La—l—Mb +NC—__——A11a/2 —['—A22b2 "%‘ ['1330“) +2A12a‘b+24.4.13a6+ 2A23b0,

Beamumem 2/, ¢/, 2/ Tpe6a OGYHCHHUTH 3 DPiBHAHD

F(il?, Y, <5 35/; Z/{. 2/):()
Fo'o ob Byl anbe s =0
iy,
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& 5. JIHIMYATHNA KOMILIEKC HE JIHITHTM

S. Lieb Geometrie d. Berithrungstransformationen,B.1.,S.308,1ae Satz271mpo Te, 1m0
IHMESPANOHE EPUST JUHEHMAMO20 KOMNAECKCY, KL MAWOMb CHIALHY MOUKY MA
CriabHy 6i0N0sidnYy domuumny, maroms i CnigsHy cmuuny naowuny. Ale BiE
JZOBOIHUTPH, KPIM TOr0, II0 BOHH MAIOTH 1€ ¥ odHarosuil crpym. llepire TBep-
I:KeHHA IITKOM TeBHe, Go 3a onHOpigHiCTIO MOHKeBOro pPiBHAHHS BiIHOCHO
', Y, ¢ MaeMo:

Fo o 4-F, 5y +F,2=0 . (1)
Ta [ JiHIH9aTOr0 KOMIUIeKCY, KpiM Toro:
F ol L FE g +-F 5 =0 2)

ToMy rocHHyCH HampaMy 6iHOpMaJi A, v, v HpomopIiouanbti F ., F/y, F'r,
1 He saxmeskaTh Bim ', y', 2'. :

AJe 114 mokasy Ipyroi IIOJOBHHEH TeopeMH S. Lie mudepermins mo He-
3anemHid 3MiHHIA s piBHICTE (2), Mo He € ToTokHicTh. Ha 1e 3BepHYB yBary, sag
rame Gambier, mepmuai Lainé (Nouv. Ann. (5) III, 1925!), Gambier?) pusis Ha mij-
cTaBl IH(EPeHIIANBHO - TeOMeTPAYHAX MipRyBaHb IiKaBY (HOPMYJy JJIf CEPYTY
T KPHBOI KOMILTEKCY

=8 or

ne b ¢ ckpyr B Tift camiit Toumi P(r, y, 2) JHIAHOr0 KOMIIEKCY, LOTHIHOIO

J10 TAHOT'0 B3J0BK TBipHO! PT KOHyCa KOMILIEKCY, ¢ — KOHIYHA KPHBHHA KOHYCY

KOMUWJIEKCY TOYKH P, 7 — KpHBHHa KpHBOI. AHaudiTHIHWA noras maB H. Lieb-
mann?) B depBHi 1928 p. Moro Tpe6a Tpoxm o6MipkyBarm. CmpaBa B TiM,
mo Gambier ta Liebmann ropopats mpo TOTHYHEH KOMINEKC AK HpPO ITIKOM
BUSHAYeHWA. AJle JiHIAYATHA EKOMIIJIEKC DAHIY 7> 2 Mae He 6[HHUH TOTHYHHM
KOMIIJIEKC, aJe Geanid NOTHYHEX KOMMIekciB. CnpaBni piBHAHHA KOMIJIERCY

F(®13...034)=0
MOMKHA HHCATH Ille Tak

F (P12, P13y - - - Dss) + (0, D)2 (P12 - - - Pag) =0, (8)
e
(P, P) =P12D34 D13 P1s + P14 P2y =0

1 ¢=0 N0BiTbHAH KoMIlekc (r —2) panry. Tomy B3a piBHaHHSA JOTHYHOTO
KCMILIeKCY He MOMKHA B3ATH

— gi= 10, (4)

1) F. Engel 3 mpumirkax g0 1. lll Gesammelte Abhandlungen von S. Lie, S. 770, xaxe, mpo
unepmui ne spobms Demoulin (C. R. Paris 124, p. 1077 — 1079, 1897. MuB. we Zindler. Ueber
Complexcurven ein Theorem von Lie. Jahresh. D. M. V. VIIL. 1900. S. 199). :

2) Courbure et torsion des courbes d'un complexe linéaire ou non linéaire, Bull. Se..
Math. 1926. 7

%) Die Siatze von S. Lie u. Gambier iiber Kurven eines Liniencomplexes — Sitzungsber
Heidelberger Akad. 1928. Abh 9.
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AR pob6aars Gambier Ta Liebmann, ase

2 %F qir—+ (P, Q)‘P (P12 - . . P34) = O, (5)

7'1

Ie ¢ — N0BiJbHA (QYHROiA paHly 7 — 2. A mpoine 6ci Ui JIHITIHE KOMNIEKCU
Mmaiombs me came Ilfadose pieHarHs.
CupaBai (5) MoxkHa [(eTaJpHiIle Tak IHCATH

§ : oF :
(5_271; +9 -p34)Q12 w=0 (3"
Lk

2,

i B HEOMHOPIMHEX KOOpIHHATAX

Pro=oy —yx, Dis=2 — ¥, Pu=ys —z2y
| )

e Srnhe 4 puz ey ?
Pu=—1u, Pos=——Y, oyt

Tomy Bimuopinwe Ildacgoe piBHaHHA €
—+©.p: ) ( da—xd )—|—(~0—F——|—w P ) (zdw—a;dz)—{—
(6171) Dsy | \Yax Y an, | Pe

' oF
+(§f +¢ 1014) (zdy—— ydz)%—(gﬁm#—cp -pza)dw 4

oK oF
+(0 e PJ1) dy+( +¢ -p12)d33 =0
/D24 P34
a60
- OF oF oF ‘ oF oF oF
el o )~‘~d (.l’ — Lz — )
51/(‘!/0]912—[— Opyy ' 0Py l 0p21+ apsl_{—apn %
8F oF oF
dz 5
£l ( Y g T s

~+ (@pus + 2014+ Ps1) QY - (@P2s+ YD1 +D12) dz} =0.

) {(Jp o+ 2Ps2 - Das) dic -

Kosm mimcraBHMO 3aMicTh pi; [X 8HAYiHHA 3a (6), MaE€MO TOTOEAO 0, GO
®OeillieHTE AH(epeRNianis dz, dy, dz € He IO iHIIe, AK YMOBH IHIHIeHTHOT'0
IOJI0KeHHA TOYKH T2 IPAMOL Towy [I¢pagoBe piBHAHHA # yci BHCHOBEH, IO
38 HBOT'O 3p006JEeHO, € BipHi.

Jlas iHTerPadbHEX KPUBMX KOMIUIeRCY (JNiRifisaTroro a6o HedimiHHOrO)
3 (1) Ta (2) MaeMoO: :

LR el 2
ey y’ il 2 79 75
s B e = T S R
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3a IOIMOMOrol IO03HAYEHD
ey i =200 ey gl ag e ] g ey
saMicTh (1) Ta (2) MOXHA TIACATH :

aF,+8Fy ++1F, =0 (7)
LF, +mFy +nF/=0. (8)

Liebmann nmgepenuioe (8)

aJe 3a JOTMOMOron (7)

d(F’ dF)

b4

)0a+ﬂ

dF'
S
R
1‘ ds '(9),

o VF? S
aJe
R e L N AR

e Mg i e T '6p +‘c’ip1;

Ti s cami omepamil 3 II¢achoBEM piBHAHHAM TOTHIHOTO KOMIJICKCY TalTh.

_PIOE)\ {y(ﬁii)+z(%)+(%fl)}+' (‘§’1~"21Fj Jrapm )+

Koegiuiear mpu —pl €
0

E ll‘Z:—: —EF =V FEFELE? .

Orsme ‘ edada
e ‘ > ; dem e Pm dF}Uu) %
el VF:F§+FF
{ IIpaBy 9acTHy LbOTO piBHAHHS MOMKHA 3B’Si3aTH 3 KOHIYHOH KPHBHHOK

KOHYyCY EOMILIEKCY.
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Xa#t MaeéMO KOHYC
5 (a7 ‘B’ Ai’) = (11)

3 BEPIIKOM B TO4YMOi (z, ¥, 2), TO6TO reoMeTPHYHEe MicIe TPAMEX
X—z Y—y Z—z
% 3 7

Ryt v 1Box mpawomimifinEx TBipHEX o, f, 7 1a a-}-da, B-dB, y-dy BE3HA-
9a€ThCA POPMYJIOK0

oy o Gl o e ke T
V (@ do) + @+ dp)y - (y + dy)e

~

BBInKiJIb

: TR AT V'Y da '/ T
inv= 12— = & do? = —-ds -
e l/ 1+ de Vit Sae 2 E®

Iei sin v, 360 Kpamie v (4K BiIKHHYJH 9IeHH 2 -0 CTeleHs, € eJeMeHT Ayra
chepnyHOl IHTHKATPHCH.

AoTHYH] HIOMARA 10 KOHYCY (11) BIOB (4, 8, 7) Ta (« -+ da, B4-dB, 1+ dy)
F/(X—ux) T F (P B (T =0
Floraa X —)+Foia3 (Y —y)+ Fypq(Z—2)=0.

Binkine nna kyTta w Mik DEME IUIOIMIEHAME MAEMO:

iy ) e NG gl oF.
Fm (Fa —FEWdOC)—I—F@ (F@ +2 0; da)—}—F} (F{ —4}—2 6; da)

COS W — L% 75 3 e 2
V}‘ F. >< V ZF;+ du
VIER
sinw=" 1l 4% _dﬁi darFy |l
vV i

Binguomenasa

sivw _dw_ V¥ (F) dF/ — Fy aryy

sine  dv V Saz V Z*F;z

MOFHA HABHBATH KOMIUHOW KPUSUHOW %OMYycy. IIpEKIazeMo 1o dopMyay 1o
KOHYCY, 1IN0 HAJEXHTh Touni (z, y, 2) KOHEKCY

F (w) p) =0
B HOTO TroJIOBHIN KoiBIHIeHTi!

Fays X—x, Y—y, Z—2)=0.
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Toni Tpe6a NOKJIACTH

A, a8 y,)“
oV Bl

Sy 3
VB NS
(F)

Kounu BisbMeMO Ha yBary, I0 3a NepeMillleHHAM BJOBX CepHIHOI iHIHA-
KaTpHCH ToYKa (¥, ¥, 2) 3aJHIIAEThCA HEPYXOMOW, To6To dx =dy—=dz=0,
MOXKHA IORJACTH, AK TO i 3po6mp H. Liebmann, 1mo

a0o

C (OB <o G feFy o ] d r)F) _d{aF\ ¢ 6F)}
dv (a) e (ﬁa ) =g (dplg, T g (Oplg) T ds (ﬁpm

O =il == e =50

TOGTO
ar, S T eEN e el

R R :Rw(aa)zcls(d;)'
Or:ke 9mCenbHHEE (opmydam (10) 3a [ = 73— pv JOPIiBHIOE

dE,  dFy dFy
das ds ds

o 2 |
} " v

i ToMy

S TS e st =
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ale .
2: oF 2: oF
ﬂ% :0, Z%ZO,
i ToMy .
E Udgga =0 }\——_V;',ZZRFIQ-
FU_
Q'm:e _
= dF./\ ’ P
YA A
T06TO

s Lol ‘/ 2( dS) j vF“ —(VF, ds/
By d e :

p | o

3a mMomoMoromn (12) MaeMo:

R U e
p Do ="
RESUME

Wie in der vorangehenden Abhandlung, hat d. Verf.sich die Aufgabe ge-
stellt die Torsion der haupttangenten Kurven zu betimmen und zwar 1° im Fall
einer Fliche, 2° fiir das System der Integralkurven der Pfaff'schen Gleich-
ung, 3° speciell fiir den linearen Linien-complex, 4° fir das Svstem der
Integralkurven einer Mongischen Gleichung u. 5° fiir deren Ausnahmefall — den
nichtlinearer Linien -complex. Fir d. letzteren wird der Beweis von H. Lieb-
mann der Formel von Gambier in etwas gefinderter Form wiedergegeben.
Die betreff. Resultate wurden an den Versummlungen des Seminars der wis-
sensch. Kutheder der Geometrie und der Charkower mathemat. Gesellschaft
wihrend des ak. Jahres 1927/28 mitgeteilt. ;




COJIOBHOB 11. 0.

IIpo wafikpame HakJIaJaHHA ILBOX 3aMEHEHUX KPUBHX

Xait C ra C miocki, HemepepwBHi 3aMKHeHi KpHBi, MO OANLNANTH OIHO-
B's30] acTuHW S Ta S IJOmMHAE. MoOXHA BBaMaTH, N0 NPH pisHOMAHITHAX

B3a6MHEX TOJIOMEHHAX 060X KPHBHX B ONHifi maommai ix njomi S ta S sapmin
MalTh CHIIBHY YaCTHHY o= 0. -

[lozaagmo gepes .J cymMy a6CONOTHAX
BeJHIUH THX CEIMeHTiB s; 060X MJIOI,

o He € cniaehi 1na S ta S

Jumei N e

Ma€MO TAKO, IO

J=8-+8—2s (1)

Mo#xna mosectw, mo J € HemepephBHA
(VHEIIA NapamMeTpiB, 10 BA3HAYAKThL B3a-
€MHe I0JIOMKeHHA 000X KPHBHX, 0 .J icHye y Beilf maommei i mo Takom

g <848

Orxe HenmepepuBHa, OOMereHa 3JdiBa (hyHEUig J IOXOAHTH OpuHAWMHI oguH
pas cBOro a6coNOTHOrO M nimum’y (J) i Ipm TOMYy B KOHeuHil qacTi mJae-
muHu. Ha3piMo Take B3aéMHe MoJ0MKeHHA 1BOX KpHBHX C Ta O, 3a sKOro
J= m(J), Hatirxpauum Hax./m(zanﬁﬂm, KPHBI— Hadlxpawe wawsadeHumy i BA3HATIM
JIOKOKE4YH]l YMUBH TaKoI'0 HAMKpPAIIOT0 HaKlaJaHHA /IBOX KDPHBUX 33 IeBHHX
YMOB MI0J0 LAX KDHBHAX. :

A caMe TmpHOYCTIMO, IO 32 BCAKOTO B3aGMHOI'0 MOJOXEHHA 060X 3aMKHE-
HUX KDHBUX, NDHHAEMHI 33 I0JIOXeHb HaleBHe He BiAMiHHMX Bij HafiKpamioro
HaKJaJaHHA —

1) 1x maomi S T2 S MaTh 00HO6’A3HY COIAbBY YACTHHY o;

2) 1x kouTypm C Ta C MalOTh %oHe4He YUCA0 CIIILHAX TOYOK;

3) BOHW He gmiwyatomscsi O1HA B APYTY, TO6TO He MoKe GYTH TaKOro
B326MHUr0 M0JI0MEeHHA 000X KPABAX, 8& SKOr0 BCAKA TOYKA IIOMII OJHi6l 38 HHX
6yda 6 To4ko00 uUJOmi APyTOL. :

SaMiTeMo, 10 KOAH 6 OXHY 8 KPUBHX MOMKHA 6Vio 6 BMiCTHTH B Ipyry,

TO caye 3a TaKOl0 BMIIEHHA MajJd 6 a6CoMOVHER minimum m(J).

11 HayrOBi SAIHCKE 3 MATEMATHREH

i ———— ———
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YuMoBE 1° Ta 2° HameBHe CUPABMMYOTHCA NAA 6e3nidi TAKAX I(BOX OIYE-
JAX KPUBHX, IO He MiCTATH KOHIDYe¢HTHHX JIyI. .

1. 3a 3a3HAaYCHHEX BHIIE YMOB UHCJIO TOYOK TepeTHHY IBoX KpuBEX C 1a C (He
Paxyouy MOMJIHBAX IPA TOMY TOYOK TOTHKY) 6 3aBIMIM YHCIO MapucTe 2k. Yncao

THX Cer'MeHTiB S;, IO He 6 CHiJIBHI audg 060X miom; S Ta S, 6yle takom 2k ;

B CBOEMY pOBMillleHHi BIXHOCHO KOXHOI 3 KDHBHX C tra C 30kpemMa Ii cer-
MeHTH 6YIyTh IOCJIZOBHO TO 30BHIIIHIMH, To BHyTpimaiMu. IlosHagmo koopaH-
HATH THX TOYOK IlepeTHHY 000X KPHBHX, II0 HAMH BHBHAI6THCA ceI‘MeHT Si,
qepes )

a’&) @@) (ai—é—ly \Bi*.Ll)’ i=1, 2, 3 ._..2]{,'}

a8 nopamcom X pOBMlIlIeHHH Ha KOHTYpaX [pH UPAMOMY IX 06x01111) Xait
KOHTYp C BH3HAYaSThCA B MapaMeTpHIHii copMi BiTHOCHO HEPYXOMOI cHCTeMH
,Z[efcapl*osnx RoopmmaT x, y PIBHAHHAMIE

z=a(W), y=y(w)

a ROHTyp ¢ BiggocHO CcBoel cucTeM: JIeKApTOBAX KOOPIMHAT &, y-— PiBHAH-

HAMHA ;. a;—x( N4 =y (v), ez, y, T, Y € OJHO3HAYHI KOHEeTH] neplonmm HHe
nep%epnsm G yHRUIT HesaJesmHUX MapaMeTpis « Ta v 1

417 4° MalTh HemepepuBHI Mepmii MOXITHI BIOJOB# BCHOrO KOHTYpa 3a BIl-
EfH’I’ROM Xi6a KOHeYHOro YHWCJa YIVIOBHX i0ro TOYOK.

' 3a3asHaveHHX BUIIE YMOB HAapaMeTPH % Ta U 3aBKIM MOKHA BHODATH, -
TaK, U0 TPH MOHOTOHHOMY IX 3DOCTaHHI BimmoBigHi ToYRH 00iraloTh 06HBA
‘ROHTVpE B npA/MoMYy HANPAMI.

= HOSH&‘IHBIIIII Roopmaam mogaTky O BimHOCHO ocell (zOy) depes & Ta 7

0 ofi. Oac 3 mécm 01: 9epes ©, MaeéMO JJid KOODIHHAT TOTI0K KOHTypa (

B cncTem x Oy plBHaHHH :
: : X:’E;[?:v(é}”)coscp—‘—y(v)sincp‘ @)
Y = -z ) sin o -y (v) cos ¢.

: . 3minHo mapamerpis & 1, o' micTaHeMO BCi MOMJIHBI B3aeéMHI IIOJIOMEHHA
o60x kpmsux C Ta C. '

Todkn - TepeTHHy (2 3;) KOHTYpiB WDHW NAHEX £, 7, ¢ BH3HATANTHCH Pealb-
HENH ROpeHﬂMH ‘CECTeMH plBHaHL .

x (u) = 5—{—90(?) COS(P——y(’b)blIle—X(’U §, )
Y w)=n4z@sinet+y@cose =Y 1, )

Ila cHCTeMa ,ua.ch, 2k Tap SHATIHD %, U B &yﬁmuu napameTplB &7 ¢ ®

()

W—"“w un’ (‘P)

DR | Gl ik e (1 )
g0 i U‘if=”i(5’”’b‘? SR

1Y) Tyr i ckpise maui s ch BeIH9RH, 110 3anema'r1. Big imgerciB TOYOK: nepg'mﬂy,
BBAKAEMO ¢ y o i

£ ﬂ2k+1 == Bl I T- A‘.
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38 YMOBH, IO
: @ dy ‘
ou'  ou o ' | ;;
6x 0¥ %"
o’ o

. Ocragmsa cupaBuxyeThCA ANA BCIX CHCTEM 3Ha‘11HI> E M, ¢ B JIOCTATHBEO
MaJHX iHTepBajaXx iX sMiHH:

| §— & | <8 il mar e |08, o g B,

Agmio kouTypu C ta C TPH NTaHEX &, o, ¢y He MalOTh Hi TOYOK IOTHRY (dAEl : ]
MM IIOKHIIO BHKJINYaEMO), Hi cmiapEmX nyr (2°). :
Y OOpanKoByI0Yd w;, ¥; OIpA AAHHEX £, 7, ¢ 33 IX 3POCTAHHAM

WAk, metina b 1=002,3. .. 2R

IO 3aBM[M MOXKHA 3DOGHTH 32 THX yMOB (4°), M0 3a3HAUeHO [Jd [apaMeTpis, 3

licTageMo IOCJHiTOBHICT KOOPAHHAT (ou, i) TOYOE TIepeTHHY ROHTyplB G’ Ta C
rnpn npamomy iX o6xo0nai

[ +

ety
2

a5=w'ug‘ =X [v; ';C) ) 95»- - |
) =X [ €, m, ), & o] i=1,2,8...2% @

,Bi = & (ut) == Y[Ui (Ey 1, '*?)) M, C?]

. BmsHauMO |s;|. lHTerDyBaHHAM 10 KOHTYPY S; B NpPAMOMY HAIpsaMi
JZicTaHeMo : :

I +1 Vi1 [ 4

s | ]f(xdz/——ydx)—f(XdY Yax) |. i

v

3BaXalOYA Ha Te, INO0 33 YMOBHE 1° CeI'MeHTH S; IOCIHITOBHO GYNYTh TO
30BHIMIHI, T0O BEYTpimEI g0 O 1 mo npm 06X07i KOHTYPIB S; B NpAMoMy HATDAMI

OKpeMi IyrE kOHTYPiB C Ta ¢, 0 06MeKYIOTH S; MYCHMO npoxozmm NOCE-
do6HO TO B MPAMOMY, TO 6 360pOMMHOMY HATDPAMI, MAEMO: :

Uit Vi1 ;
— 1)é+1
| s 1—__( 1) f(xdy ydm)—f(XdY——YdX) y HEB(Gp ;‘

7

IIPH YOMy 8 NBOX BHAKIB = Ilepe]| BUDPasoM AJd |s;| Tpeﬁa 6paTH, HesaJeXHO

Bii TMOKaXYHKA ¢, 3HAK -}, ARMIO IIepIIME CerMeHT S; € BHYTpimHIE 10 O,
1 3Hak —, /KO BiH € 30BHIimHIi.

at
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NuepermioBagHaM (5) M0 mapaMeTpy & MaeMo: B
: Vi1 ;
0|8 — 1)+t : == ——y \ Ou;
i B dhe) o 0 |
(BT, = VX, ) PO — (ol — i) g+ (X — FX J&w | ©

CopaBpai, sBamanim Ha opMmynu (A), MaeMo:

ox ay
B sl
60 Z, y He 3aJeXaTh BiJ ¢ ABHO, i TAKOM
0xX aadx 0y aayY
[ TN i Vs

HTomno OCTAHHIX 4-X 4ieHi B (hOpMyJIH (6), To, ITicad TiXCTAHOBH 3aMicTh

Uiy Vi, Wit1, Viw1 1X 8HAUIED B ¢yHKOil § BEpas MoxHa copocturtd. Cmpasji,

micasg BmsHadeHHS ;= u; (5, 7, ¢) Ta v; =v;(§ 7, ¢) 3 piBHaHb (4) mimeTaHOBa
OEX BHAYIHB %;, ¥; 3HOB [0 TMX DiBHAHB [eEPETBOPIOE IX HA TOTOMKHOECTL

2w =X o)k ol =u

ywEGal=YwiEne),nel=k

Orie, KpiM IHUX TOTOXKHOCTEH, MaeMO TAKOM nn@epeﬂuimhaﬂﬂam mo £

i=1,28...2k (B)

CRCES SRS
. b =1, 2 B2k 33 (A) Ta (B)
Yuge = Yo
Tomy nns i@Eﬂ HicJd HepeTBOPEeHb JiCTAHEMO
Blal _ ., o0 :

= = [— Y @u) 4 ¥ (o) — (G +7 ()] =

=2 (1) Bi—80), : |
ocTaHHe 3a Qopuyaamm (B).
2k 1
| Orme mig J= |s:| Maemo ‘
s i=1 : |

;; - ' | e = %2: T _ Cm
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IinrgoM aHAJOriYHEME MipKYBAHHAME [iCTAHEMO TAKOM :

2% " :
aJ \i
avﬁzthZE (1w ®)

=1

: aJ )
1106 croporuTH 069HMCICHHS T nepeitiMo 0 IUOJAPHAX KOOPAHHAT,

3a yMOBH HaliKpamle HaKJaleHWX KPHBHEX BisbMiMo JOBITLERMI IeHTp IoBep-
TaHHEA KpHBOI C 3a CHLIBHEHA 110M0C 1 10BIMBHOTO HAMPAMY TpAMi, MO €TAJ0
3B’a3aHi ONHA 3 KPEBOM C, Ipyra 8 (/— 3a moJApHI OCi.

Xalt p=p(u), 0 =6(u) € mapaverpmumi moagpHi DIBHAHHA HepPYXOMOI
kpuBoi C mpoTH HepyxoMol K cHCTeMH KOOpAHHAT, & p=p(v), §=0(v) 6 piB-
HaHHA pyxoMol kpuBoi C IIPOTH pyXoMol cHcTeMH; (pyHENIi Xai XapakTepmsy-
0ThCH YMOBAMH, III0 3a3HAYE€HO BHIE B 4°.

Xali ¢ € RyT IIOMi% TOJAPHEX ocCeil; Tomi piBHaRHA EpEBOI C IIDOTH He-

pyxomol cucteMu 6yje
p=p@)

O=0(0)+ 9

HKoopamaats T0490K NepeTHHY 060X KPWBAX BH3HAYAHTHCH pPeaJbHAMH
KODEHAMH CHCTeMH :

(2')

o (u) = p(v)

() = b () 43,

(A)

o jae 2k map KOpeHiB wu;, v;, i=1, 2, 3...2k, B QYHKILil IIapaMeTpa %, 8 PasoM
3 THM i1 2k map 3HadviHb

pi = p (5) = p (v3)
Di = O(us) =b(v5) 4

— PIBHOCTI, 0 MicJad MiJCTAHOBKH %;, ¥; B (DYHEIII ¢ IepeTBOPOITHCA Ha TO-
TOMKHOCTI : :

i=1,2,3...2k (4)

o [z (2)] =p [vi (¢)]
0w (9)] =0 [vi(¢)] + 9 =D

i=1,23...2% (B')

3BaMal0uE Ha ITIOCJiTOBHY 3MiHHICTh BHITPIIIHBOIO T2 B0BHIIIIHEOI0 MOJIO-
AeHHA CeI'MEHTIB s; TIPOTH KPHBoi (, AHAJNOriYHO TOMY, AK i paHim, NI mIONIi
8; MaeMo:
: Ug 41 - Y41

SHECh ! Bl
(—%)j—[/ 02— p?d PD-

\

\ Uy, @1;

iSHzi

3 aHAJOrIYHOK yMOBOI 100 3HAKIB .

e P T S T e ST VS0 40 e S et ettt

oo ersitaa i e

s T S T 5 T

e




166 Sats e ' Counostios II. O.

JuepeniinBaEEAM | ;| [0 IapaMeTPy ¢ MaeMo:
6[S¢| =i(— 1)'5+1[ Ef : dab ) du;.HWP? 0D .d'l)f,+1 5y
6(9 2 r du¢+1 dc? -1 6’01;_;_1 d(P
(e w00 2
Piduw do  Pi0n D¢
I, 88 ToToMHOCTeHd (B'), micad MepeTBOPEEDL AHANOTITHAX MONEPE/(HBOMY

0|s; ) ;
: g;' — 2) [}, — el

oJ
Has 3 MAaEMO

2k
oJ ik ' ] :
7o =55 &4 D =)

i ocTaTogHO

2%k
0J Sl
%—iZ( 1) g3

=1

Otme, doxonewni YMOBH eXxtremum’y ¢yHEOID J €

2%k

(1 : g (-— 1)7: re—l) (7&)
2k
2(— 1)iB =0 (8a)
2k

g(— 1fp=0, - (9a)

piBHAHHS, 10 PasoM 8 PiBHAHHAME (4) Ta (4') JALOTb B3araji JoCMAmMHE “Mucs0
ymos TN BE3HAUCHHS THX [TapaMerpis & u, 9, 8a AREX J(§ 7, ¢) NOXONHTEH.
extremum’y. Cepen HuEX 3HayiHb mHapaMeTpiB £ 7, ¢ € 000B'A3K0BO i Ti,
B KOHEYHOMY 200 Oe3KOHEYHOMY YHCHI, 32 AKHX J IOXOJHTH QOCOMOMHOR0
minimum’y, i, 3Ea9nTh, Kpusi C Ta C GyIe Hatikpawe Haxaadeno.

BuGpatd cepel HEHX TpiiKy sHadi#b £ 7, ¢, MO caMe BJOBOJLHAIOTH
HocTaBJeHil 3a1adi, MOMHA MicCIA CIRI[iAJBHOTO MOCHI/KeHHsA BigmoBiAHOI
KBapaTHIHOI hOPMH, CKIAMEHOI 3 APYTHX NOXinAEX yHRLIT J(§, 7, ¢). SaMirh-
Mo, o ¢opmyam (7), (8), (9) MomHa naicTaTH, # TOCHTH Jerko, 3 IIIKOM
reOMETPHIHHUX MIPKYBaHB. 3

Mu o6MEEYJIA NpH JA0BeJeHHi JOCHIIATH BHIAIKK NOTHKY KPHBAX Cta C-
AJle 33 YMOBH, IO 9YHCJIO0 TAKAX TOYOK 6 KOHeYHe 1 KpHBI 6 aHANITHYIHI, ME
naieTadm 6 Ti % caMe pe3yJabTaTH, JHUINe MPUIYCKAOIH IS OKPEMHX Iap

o =1, Bi=Bip, 1 p=pj+s

ToMy B PiBHAHHAX (7@), (8a), (9@) i YIeHH B3a6MHO O BHHIIHJHCEH.
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OTKe YMOBU HAKPAUO20 HAKAADAHHS AHANIMUNHUT KPUSUE  BopMY.110-
€MbCA, HE 36ANCANYU HA MONCAUBICING MPANUMUCS NPU MAKOMY HAKAAO0HNHT
mouEam O0MUKY 6 KOHEUHOMY HUCHE; 6 OCINAMOUHE gfiopmy./meanuﬂ ewoﬁﬂmb
JUUE MOUKU, NEPEMUMNY.

2. QopMyJIKIMO 3a3HaYeHI BHIIe yMOBH Hau KPAIIOT0 HARIA/AHAL KPABHX
T'»OMETPHIHO.

By.ieMo HasHBATH TOURH HEDETHHY KDHBUX MOUKAMU NAPUCTIUMU, SKIIO
HoMep iX i— mapucmui, i mouramu Henapumn?bMM AKIIO HOMep IX; Hena-
pucmLi. SEL

3anmmnriMo piBHaHHA (7a), (8a), (9a) Tak

k
Qot — 2 Oot 4 : (7}))
Bor = Bagarif i Gk © (8h)

i k ;
PR e (o)

[Tesmaamo madi:

k i k E
ya2t=iﬂ-Xp; Eazt_q =l X E@zf:flﬁYp; E.th—j,=7ﬂyim§

=1 f=1 =1 % —il
k E

FEGZ pgi — Mp = k ? o 211 = Mo

=1

Tomi X,, Y, Mo:XHa BBamaTH 33 KOODIHHATH WEHTDPY NAPUCIMUL TOYOK,
a M, 3a MOMEHT THX TOYOK BiZHOGHO BEODAHOrO MOYATKY ; aHAJOrIYHI 3HATIHAA
MalTh Xim, Yim T8 My 007 Henapucmux T090K, (— MacH = 1).

B HoBHX TO3HadYeHHAX piBHOCTI (7h), (8h), (9b) MOKH2 BaIHCATH TAK:

Xo=Tom . (7¢)
Yp e Yim (80)
M] == Mi/pn- (90)

SaMiTBMO TaKO0K, II0 3a PiBHOGTe# (7¢) Ta (8¢c) piBHICTH (9¢) € IPABHIb-
HOK He Juile BiMHOCHO BH6PAHOr0 MOYAaTRY, aje BiJHOCHO NOBINHHOI TOYRH
HJIOIHHY. 5,

HaBemeni hopMynwm BAABAAWTH, 10 AIA HAKEPaU020 HAKAAOAHHS, 060T
HENEPEPUSHUT BAMEHEHUT AHANEMUNHUT KPUBUX MAKUL, WO

a) 8a BCAKOTO 63Q6EMHO20 NOJONCCHHS TT NAOUE MAIOMb 00HO6’ A3HY
CNIAbHY Hacmumy ),

1) MoxHa YEHKHYTH BHMOTH OZHOB'SIZHOCTH cuinsHOT 9wacTd ¢ maon| S ta S 3@ 6caroeo
B3AEMBOTO HOJNOKeEHHA 000X KPHBHX, AKIO JONATKOBHMH MIpEYBaHHAMH MOXKHA BCTAaHOBHTH,
HIO 774 Tiel 9AGTH NIOMHEHH, B AKill Moke BinOyTHCA Halikpamie HAKJIATaHHS, 5 CKPiah OZ1HOB A3Ha.
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b) moorcyms mamu suwe woHEUHE UUCAO CRIABHUT MOUOK ©

C) He emiwpaiomoses, o0na 6 00wy, mpeda, wod

1) yenmpu napucmux ix mouworx nepemury i HeNnaPuUCmuUL 3JUEAIUCS §

2) MOMEHMU NAPUCINUL TT MOUOK NEPEMUHY T HENAPUCIIUT GYAU NPOMIdIc
ceoe pieHi. : :

danumimMo jjokoHedHi yMoBH (7a) #i (S¢) HaHKPAINOr0 HAKIAHAHHS KDPH-
BHX IMe ¥ Tak: ¢ :

% i ,
E (0o — 09p 1) = 2 (o2t —1 — %ag) (7d)
=1 t=1

k

k
2 (Bor — Bor 1) = E Bot 1 — Bat): (8d)

=1

%41 —0; T Piy1— @ 6 Hpoeknil Ha oci x Ta y Tiel Ayrm c¢; koHTypa C (a6o
OYTH ¢; KOHTYpa (), Mo HAJERUTh CeIMeHTOBI s;. HasmBaiiMo ¢; Ayromo na-
pucmoel0, AKIO iHnexc I 7 € napucmudi, 1 wenapucmoro B 1HIIOMY BHIIAIEY.
Toxi yMoBy 1 MOMHa BWCJIOBHTH Ie @i Tak :

1. s nolispawo2o HOKAGOOHHS KPUSUT 3A3HAMEH020 6uwe muny mpeoa,
oo cyma npoeckyil ix 0ye napucmux 00pisHIBAA® CYMi NPOcKEYLE X Oye He-
RAPUCIUL HO KOHCHY 3 080X 63A6MHO - NePReHOUKY AAPHUT (A00 006iAbHYT) oceii.

AJe mpoeKnia saMEHeHOI KpWBOI Ha MOBITBHY BiCh MOPIBHIOE HYJeEBi; TOMY

k k
Z (oot — a0p 1) -F 2 (o2p—1 — a9g) = 0.
Tt =1

k k
DB B ) TN (Barl s — By
=1 T .

IlopiBHABIIN OCTaHHI QOPMYJH 3 IOMEPedHIMEA, 1iCTAHEMO:

k k
2(“2f—“a‘2t~1):“, Z (a2t—1— @) =0,
=1 t=1

& k
E (Bot — Bot=y) =0, E (B2t—1 — B2z) =0,
=1

=1

T00TO 33 HAaWEPALIOro HaKJaJaHHS 000X KPHBHX MYCATh M0PiBHIOBATH HYJIEBI
80KpeMa HAK CYMH UNDOGKIIA Ha JOBLIBHY BiChb HapHCTUX NOyr, Tak i CyMH
TPOERIIA Iy HENAPECTHX, & Ilé BHAYATD, IMD IPH HAUEDAWOMY HAKAGOAHHT
KPUSL 63AEMHO PO30USAIOMbLES MO Mmawi 0yew — napucmi it Henapucmi, wo 3 0ye
RAPUCINUL  30KPeMa T 3 JY2 HENAPUCMUL 30KEPEMA MONCHA YIMEOPUINU SAMEHEHT
EOHMYPU Aume NAPAACALHUM TT NEPEHECCHHSAM.

dacrocyfiMo momepeiHi YvOBH [0 OKpPeMAX BUNAIKIB. 3aMiTEMO, IO IJa
EDHBAX TOI'0 THIY, m[0 MM GepeMo Ha yBaly, HallKpalme HARIAIAHHA HE MONHCE
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BIOOYMUCS 30 HASEHOCU Auwe 080T 1MOMOK nNepemuny, Xod4a 6 Mpa HBOMY
KDHBI Iile MaJd [0BiIbHe, ale KOHeYHe YHCJIO TOYOK AOTHKY ; 60 OfHA 3 THX
TOYOK IeperdmHY 6yJa 6 MapHCTON, /Jpyra HEMAapHCTOW i, 3HAYATH, NOKOHEUHA
YMOBa Tepia He clipaBl:KyBadacd 6. OTie HaliMeHIle JACJI0 TOYOK IEPeTHHY
KPDHBHX 33 IX HaWKpamioro HawrJaTaHHA € 4OMuUpu.

Arwpo maemno mari Jsi wpusi 3asHaruenoeo 8 ymosax 1° — 4° muny, wo sa
BCAK020 B3AEMHO20 NONONCCHHA BOHU NEPEMUHAIOMBE HE OiAbUL K Y YOMUPLOT
MOUVKEAT, MO 08 HOUKPAWO20 X HAKIAOAHHS MPEOA, oG YL MOUKU NeDEIMUMY
MICTVUNUCS, HA GEPUUHAT NPIMOKYMHUKG, § MaKe NOJOJCEHHS X 6i06ydembes
npunatime odun pasl).

CopaBii, 90TEPHE TOYKH HepeTHHY YTBOPOWTL 4 - KYTHHK ; 33 HaBKpammoro
HARJIAOaHHA KPHBHX I€HTPH HaPHUCTHX ¥ HeNAapHCTHX TOY0K MYCATH B3JIHBA-
THCA; OTHe [iAroHakl 4-KyTHAKA 2p; Ta 2p, MEPETHHAOTHCH IIOHOJaM i, 3Ha-
HHTh, 4 - RYTHAK € napajdencepam; ajie 3a APYrold yMOBOKH MYCHTb OyTH 2p% =
= 2p,%.".2p; = 2p,; OTHe IapaJelorpaM Mae piBHI miaroHaai, To6TO BiH 6 mp.sa-
morymrur. OCTaHHA YacTHHA IOMepeJHBOI TeopeMu 0YeBH/HA, 00 IIOJOMEHHS
HAWKpAMIOro HaKJAJAHHA HEONMIHHO ICHYS. ;

3 8a3HAYEHOI0 BUXOUTB, IO Y MaK 06 KPUSi, K5 MO 6KAIAHO GUULE,
MONCHA 3a84CU GNUCAMU NPURATEME 00HY NAPY KORIPYECHIMHUL NPAMOKYMHUKIE.

POSragHEBMO 116 YACTHHHIMHA BH- i
HaX0K.

Xait C 6 HemepepHBHa, 3aMKHEHA,
¢Kpi3b ONYKJIa KPHBA, TO6TO KOHTYD ii He /
Mae NpAMOJiHIAHWX gacTok. Tomi KosHa °
Tiapa mapaleNbHAR OPAMHEX MOiKe Iepe-
TEHATH C He 6iibHI AK y 4 - X TOYKax. Xai
Bi/lJaTleHHA [UX Hapaje]sHuX € craja BesiuamAa d. HaiiiMo 1okOHeuHi yMoBH
TaKOI'0 TOJIOMKeHHS L6l CMYIr® IIWpHHE d, 33 SAKOr0 BOHA BHpisae 3 IIOMI
KpuBOI HaHOGLIbIIYy JacTHHY o.

- Xait d<D— HalMeHINOT0 3 0NoOpHUL nigverpiB C (BigTHEEa, 1o cIo-
Ay4ye TOYKH [JOTHRY ONODHAX mpaMux,— Stiitzgerade). JIpi mapadeasni, Sxmo
3’6[HATH IX MOBITbHWMA KPHBHMH (LOCHTH NAJEKO 34 kpuBo0 (), MORYTH Ipa-
BuTE 3a kpuBy C. Toni 3 dopmynm (1)

o (B4 8)— T
s B0 e OB 10

MagMO

GRS SRAE R B T S

TOGTO 1A extremum’y o GyZeMo MaTH Ti & cami yMoBE (7a), (8a), (9a), mio
U 138 Qysrmil J.

3a [epIuol yMoBH HAHKPAIIOr0 HARIANAHAA CMYTHE IIAPHEE ¢ i KpuBoi C —
HaKJI3TAHHS, 10 HeOJMIHHO BiI6YBAETHCH, MaEMO, [0 TOIKH IepeTHHy ix 1,2, 8, 4
IpHHAAMHL 0ZIHH Pas MiCTHTAMYThCA Ha BeDIIHHAX HapaJe]orpaMa, i mboro Ii-
- #/1eMO JIAIle TAPAJIeTbHAMA [IepeCyBAHHAMA CMyTH (B HATPAMI MepIeH THRYIAD-
HOMY 0 M CMYyI'W; IepecyBaHHS CMYI'H B3I0BXE caMol cefe He BIIHBAE Ha

') MoxHa ¢TBEPANKYBATH, 110, KOJH Iel NpAMOKYTHHE HE € KBaIpaT, & Hi 0JHA 3 MAHUX
EPHBAX He € KOJO, iCHYe BaBEIH N@PUCHE 9YAGIO0 TAKHX IPAMOKYTHHKIB, TOGTO npHHAAMAL
d6a; IPHE OAHOMY 8 ILHX NPAMORYTHHKIE MAaTHMeMO afcoJiTHHH minimum, npu npyromy — sin-
HOCHHII maximum.
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BeJUIUHY o). OTMHe, Y 8CAKY CKDI3L ONYEAY SAMEHEHY KPUBY MONCHE 6NUCAINY
NPUHQAME 00Ur napasesoepasm OAHoT WUPUHYL d 3 0omamu NAPAAEKLHUM
daromy Hanpamy. : '
SaJmmandd OJHY Napy O0KiB IapalejorpaMa NapajelbHOl IaHOMY
HApAMY o, 6yIeM0 3MIHIOBATH IIAPHHY {Oro ¢ Bil HyJId X0 TOro Hai6inbmIOro

fioro 3HadiHHA, 3a AKOr0 Mexi cMyrm 23, 41 morHrartaMyThed- C. Jlerko mepe-

CBIMYATHCH, 10 Yenes Te, Mo C & cxpi3s onyrk/Aa KPHBA, BilIajeHHA d iHMIOT
‘mapu GokiB mapaJsenorpaMa 6yme HemepepupHob ¢yrnien d, d, = f(d) i npa
TOMY TaKol, Ino, Ko d 3pocmae Bin O...d, f(d) moromonwno cnadae Bil
dy...0; ToMy saBmadm icHye ongHe @ Jmme oJHe 3HadiHHA d, Take, IO
d=7[(d).".d=d,, TOOTO Yy 6CAKY CKPI3b ONYKAY KPUBY MONCHE BRUCAMY, 00UH
i auue 00un Pomo mar, wWo odHa mapa iioeo Ooris Oyde neenozo 0JaHOO M-
NPAMY ©. : '

HpurycTuBimy KpiM TiapajiesbHOTO ITIepeCyBaHHS CMYIH IMAPHHE d Ie
7 il DoBepTaHHH, HicTaBeMo, II0 3a HaWKpamoro HAKIaJaHHA TOYKH 1, 2,3, 4
MiCTATEMYTHCS HA BepIIEHAX TPAMORYTHHEA. Omoice, Y 6CAKY CKDI3L ONYKAY
KPUBY MONCHE BRNUCHIMY NPAMOKYMHUE 00HOT Wupum, d NPUHAEMHL 00HUM
cnocodo.n ). ‘

MomnuBicTh BUHCATH NPAMOKYTHHK II€BHOI'0 THMILy, 30KpeMa KBaapar,
B 3aMKHeHY KDHBY OyJa 3a TeMy Hekiabkox MeMyapis. 4. Emch—,Some pro-
perties of closed convex curves in a plane“ (Amer. Journal of Math. Voll.).
XXXV, 4,1918) — 10BiB, 10 y BCARAH 0BAJ MOXEA BIHMCATH IPHHaiiMHI onmH
kBanpart. [Ilnupeabmar JI. I'— ,0 HEKOMOPLIX 2€0MEMPUNECKUL CEOUCMEATL 3AM-
wrnymoix wpusvir® (Cexu. ectects. W TogH, Hayk Kommymumer. Aran., Mocksa,
1929 I. JOBOIHTH Te ¥ TBepIsReHHA (a pasoy i iBmi) nasf MOBIIBHOT SaMKHe-
Hol amaaitmumoi kpmBoi. 8. Kakeya— ,On the inscribed rectangles of a closed
comvexr curve (the Tohoku Math. Journ., Vol. 9,1916) — nmoBiB, o0 y BCAKY
00VKINY 3aMKBEHY KDHUBY MOMHA BIHCATH NpHHAMIMHI Jsa NPAMORYTHHKH, N0-
Ji6HEX JIOBIIBHOMY IaHOMY, SKINO OCTAHHIN He € KBaipaT, 1 IpEHAWMHLI 00un
rBajpar. [logacTn Tiel % Temu cTocyoThe i 1B samitkm Miss Raku Makita B Toh.
Math. Journ. I mormepensl BHCHOBKHW, NOCHTH 06MeJKeHOr0 XapakTepy, HaBO-
[AJ0CS JHUINe NJA TOro, MoGH HiTKpecaHTH TOH 3B’S30K, IO iCHYE B OKpEeMHX
BHIAJKAX ITOMIXK 3ajadel0 Opo Halkpalle HaKJaJaHHd KPABHX 1 MOMKJIMBICTIO
BIIMCATH B HAX NIPAMOKYTHHE TeBHoro Tmny. lle#l 3B’#30K MOMHA BHCJIOBHTH
TaK: AEw0 060 3aMIEHENI KPUGE € MAKT, WO 30 GCAK020 UL NOAOICEHHS (HunesHe
He GIOMINHO020 610 HATIKPAU020) 8O NEPEMUWHANOMECS, HE GLALUL UK Y WOMUPLOT
MONKAL § HEe BMIUWAIOMbCS, 00HG 6 00HY, MO GepuiuHw 00HIET NAPU KOHSPYEHM-
HUL NPAMOKYMHUKIE, W0 00 HUL MONCHA BRUCAMU, MICIMAMLCS 6 MOUKAT Ne-
peMmURY UYWL KPUBUL 3G YMOBU TT HATKPAU020 HAKAAOAGHHS.

Opanycrivo Temep, II0 YHCIO TOYOK IEPeTHHY IBOX KPHBHX B II0JIO-
#eHHl OAM3BKOMY 10 Hafikpamioro IX HakJagaHHA 6 wicms. 3aCTOCOBYIOYH 10
HBOT0 BHNAJKY 8arajbHi YMOBH HAWKDPalIOro HakIaJaHHsd, MicTaHEeMo, IHO :

1. Uentpm A A -kiB i3 HemapHCTHX TOY0K NepeTHHY 1 MAPHCTHX 3JHBA-
0THCHA 1 MO

2. @+t c=a2--b2+c? ne a b, ¢, @, V', ¢ 6 G0KE 1BOX 3a3Haye-
HEX /\/\ - KiB. ;

1y HagiTh 34 OeBHHEX yMOB He MEHUI AK JBOMA ¢H0oco6aMH, TOOTO y ABOX PIsHHX MOJO-
JeHHSX BiIHOCHO KPHBOT, NHB. NPHMITKY Ha crop. 169.
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3. BeeniMo me oAMH mapaMerp y (OPMYJLOBAHES IOMepeTHBOT 3afiawi, &
eame IyKaiiMo cepeJ CiMeHCTBA KPHBAX :

T (8) =z (s) — n’ (8)
y(8) =y () +ny'(s)

mapaseabnx Jo C [z(s), y(s)] Ty, Mo 3 TaHOK KPHBOI 0 [xs) y(s)] 6y,ue B
HaHkpaulOMy HaKJaJaHHI, TO6TO JNaCTh HailiMenmie 3HadinHA pad J(& 1, ¢, n), 1e-

mep yeke QymREWI me i mapaverpa 7.
Harajaitmo, mo Bei kpuBi ciMeiieTBa C, MalOTh CHLIBHY €BOJIOTY 1 IO Bifi-

THHEHM HOpMaJieil (A,) IIPOMisK KOMHOI IapH KPHBHX CiMelCTBa 6 BeJIMIAHH CTAJi.
3ajmnraogd o6Medmenna 1°, 2° Ta 4° momepenHBoI 3aMadi IIOL0 XapakTe-
PY KPBBEX, nofafiMo [0 HAX e Taki:
5° cepel KpHBHX cimedicTBa C, € HpHHAWMHI X094 OfHA Cpy — HJIA
TapaMerpa [MIATAmil 7 = 7, — TaKa, Mo BMEUACECS, B anBy 0;
6° 0a kpuBa Cpo— OLyKia; 7oAl i Bl KpUBL Cp AIA 7, <7 OYHYTH
TaKo® OIYKJII.

3aMiTeMO, 110 3a yMOB 5° Ta 6° (AKi 06yMOBJANIThH HAFBHICTH Y KPHBHX

oiMeiicTBa C, Takol CHiJbHOI eBOJIOTH, 1[0 HalleBHE BMIiMA6THCA B KPHBY C)
KH MOJKeMo sHATH 3 Kpusux C, o6MemeHHA 3° HOHGpC]leOl 3aa4i.
CupaBm J(m) He Moe 6YyTH HalMEHIIHM IJd KPHBOL C,,, 110 BMIIAETH CA

B 0, Go 3MiHOIW 7 Ha n-An, ne An > 0 IpH D0TPEGL € JOCTATHBO MaJa BeJHIHHA,

MH Jume 3MeHmumau 6 J. Tak camo nag C,., o BMimae C, J He Mome OyTH
Ha¥iMEHIIHM, 60 JHIIe 3MIHOH n' Ha w'— An’ (Aw’' >>0) MH BaBKIH 3MOrIE O
TAKOXK 3MEHIIHTH .J.

Omxe Halikpame HakdajgaHES Kpupoi (' 8 ommien 3 KpmBEX C, BilGyBa-
eThCs Jumie 32 yMoBW, mo C, it C B3aEMHO He BMimalThCA (I 8BHYAKHO He
B0BHi O/[Ha OMHieI), TO6TO 32 YMOBH B3a6MHOIO IEDETHHY kpmBol C Ta i

B Takomy pasi, sadx Hanxpamoro HaKJAaHHS, 3aBHKIH ICHYIOTE z[ym Lok
(=1, 2, 8...2x) kpuBOi C,, mo GyAYTh MOCIINOBHO TO BHYTPIMIHI, TO 30BHIMHI
10 anao'l'@ 1 mo 06memymh BifmOBiZHO TO BHYTPIlIHI, TO B0BHINIHI . cer-

MeHTH Sp;.
HaiiniMo IpuEpicT AS,; — IUIOII] CEI'MeHTs Sy Ha KOMHIE JacTHHHIA nysi

Cni ROHTypa C, TpH 3poCTaHHI 72 Ha -+ An. Sk BigoMo, IIoma CMyrd, o6Me-
MeHO01 IBoMa MapAJbHAMH IYTaMH Cpi, Cn i i ¢ T2 CIIJIBHAMH IX HODMA/IANHA
B RIHIAX Cp;, BE3HAYAETHCA cbopmy.uoxo'

A’n+ (An)2 (2541 — %),

(Cn)

e Cni — JOBERHHA BigmoBiHOL I.[yI‘H RPEBOI a 7-1,<a-2—+ 1 — KyTH, 10 YTBOPIO-
0Th HOTHYHI [0 OYIr'| Cp; B il EiEDAX, 3 J0HaTHIM HdUpHMOM 06l .

BasBmE Ha yBary aMiHy To4o0k mepeTmHy (, 3 C IIDH 3poCTaHHEI 7 Ha An,

MaEMO :
¥ Wl
ASm‘ — (* 1)'"’”1 |l Cni A’n—i—‘; (An)“ (oc,l-+1—--a,;)~i—

il 1
—{—é-iln.'_\.cm;-i— 5 An.Acy,izis

? vv:wmmmm iy

%
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‘Aéni, ACn,; +1— OPAPOCTH NYTH Cn; BiX 4-TOI Ta Bim (¢-f-1)-0f TOYOK Ie-
PeTHHY IpH 3MiHi %, IpwW 9oMy OJd JBOX IIOCHIJOBHAX CEI'MEHTIB Spi, Sy, i+1
Ay, ;11 Ma6 BaBEIM TPOTHIEXEH] 3Hakd. PoJjd MepenHix 3HAKIB —— Taka, AK
: aJ oJ :
I mpm BHpasax s e TR (7), (8), (9)-

Orme

L i=1

homma L Wi Vo
AJ(m)=—+An. (— 1) cp —|~1rA'n,—{~2 ACui ¢
P iy

ok

o7 Y :
w=i§HHW“% - (10)

§=—1

60 33 YMOBH KOHEYHOI'0 9HGJa (2/) CHINBPHEX TOYOK y 060X KPHBHX
2k j '

Acy — 0.
An—0
1'»=1

JlokoHeyHa yMOBa HafKDaIIoro HakJIaJaHHA KpHBOI (' 3 ONHiEW 3 KpHBHX C),
BHU3HAYASTHCH PIBHAHHAM ’
3 2k : X
E (— 1) G==10 (10a)
=1

reoMeTpPHIHO BOHA BHBHAYAE, IO

Bas natinpawoeo Haraadanns wpucoi C 3 00MIE10 3 KPUSUT CLMEUCINEA 1) 0=
neavrux C,, mpeoa, wod cyma napucmux dye wpusoi C, dopiswiosana cymi T
Ayz menapucmur, MOOMo Wo0 KONCHA MAKE CYMA 30KPeME CRANOANA 1010
suny dosacuru wowmypa C,. ;

[Ipmmycrimo, mo kpEBa C,, € KOJO0; ToAi ciMeiicTBO (), € CIMEHCTBO KIJ;
xafi EpuBa ( ¢ TAKOI, 10 8a BCSKOr0 NOJOKeHHA il MPOTH K0Ja MOBLIBHOIO
paniocy (3a BEHATKOM Xi6a MOJOMEHDb, HanecHe GLOMIHHUT Bil HAHKDPAINOro
HaKJaJaHHA) BOHA TEPeTHHAETHCA 3 KOKHAM 3 HEX He GIIBIL K Yy 40mMupbox
TOUKAX ; TONI, 0.8 M020 wod %040 OYA0 8 HAUKPAWOMY HAKNADOHHE 3 KPUEOID
O, mpeda, wod Mouru NePemumy KoAa 3 KPUBOID MICMUAUCI HOA GEPUIUHOT

weadpamy. .
~ CopaBni, 3a yMoB (72) Ta (8a) YOTHPHRYTHHK 1234 € IIapaiejorpam; BiH
BilWcaHAR Yy KoJo, ToMy 1234 € TIPAMOKYTHHR 1 3HAYATH

12— 38, 23=41;
ajie 3a YMOBH (10a) MycHuTh OyTH
12134 =23 +41 .. 12=31—23—41,

TO6TO TMPAMOKYTHHEE 1234 € KBaJIpar.
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~ Ha momamsicTs TaAKOro pesyibTaTy IJd KoJa i II4 ONyKaol KpHBOL 3a-
3HaYeHOTo THOY BKasyBaB Meni Takox C. H. Bepmmre#n. :
: 3aMiThMO, 1110 3a3HANeBy TeopeMy MOXHa NOMIHDHTH ¥ Ha Taki kpusi C, mo,
IpA Y0TEPBOX TOJKAX NEPETHHY MOKYTb MATH 3 OJHHM a6o 3 NeRiJbKoMa KO-
JaMH MeBHHX paliilociB 6 31i9 cOinbHEX TOY0K B (JOpMi KOBHIDYeHTHHX OyT;,

aje Tpe6a, mMOG Hi ofHe 3 THX Kid He 3n@Balocis 3 Ayramu kpasoi C Tak,
mwo6H cyMa OEX Jyr HepeBHULyBaJa MiBOGBiX B3ATOr0 KOJa.

Armo kpuBa C 3BepxX 3a3HAYPHHX BHIlEe PHC Maeé Ty BIACTHBICTH, IO A0
Hel MOMHA BOHCATH Jauwe oduwm weadpam, To, 09eBHHO, 3a3HaYeHA BHAMIE 00%0-
HeyHa VMOB3 HAUKPAmIOr0 HaKIaJaHHd KoJa 3 KDHBOK € pa3osm 3 THM i do-.
CIMAMHBOIO.

dajada, M0 MH TyT I posB’a3yBaJH, ¢ JHUIe O5HA 3 6AraTh0X, 3B’S3aHUX:
8 TPo6JeMOI0 eKCTPEMAJIBHOrO PO3MOJ0EKEeHHA JBOX Me0METPAIHEX 06pasiB. Ame
Ip0 HEX, 3 TaKoXK Npo NOMUpPeHHS i€l HA NPOCTOP — iHIMHEM Pa3OM.

SOLOWIQYV, P.

| SUR LA SUPERPOSITION MEILLEURE DE DEUX COURBES FERMEES
Résumé

Parmi les différentes positions relatives de deux courbes planes fermées.

C et C, situées dans le méme plan, il en existe telle, pour laquelle la
partie commune s de l'aire de la premiére et de la seconde courbe atteint
le maximum. Soit S et S les aires des courbes, C et C respectivement, s; les
segments de S ou de S; alors si s est le mazimum, J==X |s;| =8+ S—2sest
le minimum.

Cette position pour laquelle J atteint effectivement le minimum on peut
appeler la meilleure superposition de ces courbes.

Dans cette note est pcsé le probleme suivant: pour quelle position

relative des courbes C et C la fonetion J (5. ¢,) a la valeur minimume, £ %, ¢
étant les parametres de pos ton de la courbe C?
Au p°1 on dém ntre le théoreme suivante: si les courbes C [z (v),y (v)]

et C [x(u),y (w)] sont telles que pour tous les déplacements dans le méme
plan relatifs:1° la partie commune s dis S et S est toujours simplement

connexe, 2° les contours C et C se ciupent dans les points discrets en n' mbre
fini (2k), 8° une de deux courbes n'est jamais la partie toute entiére de
lautre, 4° les courbes C et C sont les courbes ordinaires, alors les conditions
nécessaires du minimum de J sont

2k

L 2%k
(_1)1 a'i = 0’ (—1)’/ B‘i == 0) (—l)z pig — 0:
=1 =1 >

=l
a;, B étant les coordonnées des points d’intersection des courbes Cet C,p —
leurs rayons-vecteurs correspondants au point queleconque du plan. Génmet-
riquement: pour que C et C airnt une superposition meilleure il faut 1° que

les centres des poinls d’inlersections pairs (ast, B2) des ces courbes et ceuwx

d’intersections impairs (ags 1 Bat 1) soient confondus, 2° le moment des points:
d’intersections pairs et le moment des ceux d’interseclions impairs soient €gaus.
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Particuliérement, si le nombre des points d'intersection de courbes C
et C est égal a quatre, pour la superposion meilleure des ces courbes il
faut que les points d'intersection sont des sommets d'un rectangle. On déduit
de ce derniére théoreme quelques conséquences sur la pos31b1l1te d’inserire
un rectangle dans la courbe convexe fermée. :
Au n° 8 on étudit le probleme' un peu plus générale: quelles sont les
conditions nécessaires pour que la courbe C ait la superposiﬁion meilleure
avec une des courbes paralléles a la courhe Cy, ?
- ‘Pour cela il faut par dessus les conditions précedents, que 14 bomme
des arcs pairs (cx) et celle des arcs impairs (czy1) svient égaux.
Particuliérement, soit la courbe convexe fermée ait coupé par chacune
des cercles pas plus que dans les quatre points. Alors, pour la superposition
meilleure cettene courbe avec un des cercles, il faut que les points dmter—
ection du cercle et de la courbe soient des sommets d'un carré.




€. M. YPHCMAH
IIpo mapu EpuBHX

IlBi EpUBI B3BATHEMEMO napowo, HRDZ[O Migk X TOYKAME BCTAHOBIEHO AKY-

HeOyns Bigmosigmicts. Xad x, y, ¢ i x, y, 2 moTOUHi K0OpIAHATH BiqnoBiz-
HHEX TOYOK Takol mapm kpmsux M i N; f g, h HaupAMBI KoCHHYCH IpsaMOi L,
0 MPOXONATH depes BiqmOBiAHI TOYKH,— TONI piBHAHHS OCTAHHBOI MO HA
HanHcaTH
‘ X=a-+ft, Y=y-tgt Z=z-}ht. g (1)

Ha L neXmrb BiNMOBiAHA TOYKa T, ¥, 2, 3 TOMY
t=x+fo, y=y-tgo, z=2z-}hs (2)

Ie o q)ymcmﬁ ayra s KpuBol J. Xai Ha.IIpHMHl KOCHHYCH IpAMoi L BijHOCHO
JOTAYHOL, TOJ0BHOI HOpMaJIi, 6inopMaJi kpHBOi M GyAYTh 4, b, ¢; KOCHHYCH ¥
OCTaHHIX BITHOCHO Oceit ROOpIHHAT BilITOBigHO oc, B 1l m mi; X p, ¥; B Ta-
KOMY pasi MaTHMeMO CIIiBBiJHOIIEHHS

fat-gb-+hy=a, fl-fgmthn=>8 fitgupthy=c ®

[=aoe-+bl+{ckh g—af+bm-tep, h=ay-Fdu-tcv. (4)

Hexait maxi a, B, -r,l My 05N oy v KOCHHYCH O0Ce#f OCHOBHOTO Tpienpa
KpEBOI N BigHOCHO oOcel RooszHaT, 4, B, C; 4, B, Ci; A2, 'B,, Cs KocH-
HYCH 0Cell TOro e caMoro Tpieapa BigHOGCHO Tpieapa xpmam , TOAL MoMHA
BalnneaTd CHIBB]I[HOIIIeHHH :

260

Yoa—4, Nia=B, Jia=C; ] | i
Yal=4,, 3ii=B, I =0 (5)
MNak=4,, Yii—5B, Zﬁ:@;‘ |
3 SAKAX BHBOIHMO
ta=Adat- Bl C\  T=A0BILC} = Ayt Byl -+ O
B= A8+ Bm-Op, m—AB+ Bim—+Cyp,  p= A8+ Bym—+ Cop; { (6)
T=A71+Bn+0y, n=A+Bn+Cy, v=Ay7-+ Byn-lCy

e e B O R T
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Ta
a=Adat 4,1} 4,5, 1= Ba- Bil+ Byl hizOaide bR
@=A§+A177_?'_+A2!1, szBE—{—BﬂTZ—FBz;, \U‘:GE_!_CIﬁ_‘_CZ;"; (7)
t=A7+Ain-+4y, n=By+Bn+By, v=C1+Cin-tCon.

Nupepenniooan Tenep (2), BEHAIMO «, f, 7 i Ayry s EpmEBoi N:

e ds 5 ; = ds - 2 = g8 ’ ’
a= @[+, B="2(@fgitge), =21 hd4HWe); @)
ds ds ds
dgz 1 /v 9\ £/ 14 Y o
o =1-10621+Lf2 1 92q0¢ | 25af". (9)
S P ;

3a momomoron (4) cuiBBigHOmeHHs (8) i (9) mepeTBOPOITHCH Ha

=ag—§[(l +a'c—]—a5'—bck)a+(b’c—f—bo'—f—a,ck—j—crat)l—{*

(3 “‘}—(C”J—*—CO/*— bcc) }\], -Bz = E (8’)
| o 5 ' :
" (EZZ%) =] +a'c+ds'wbslﬁ)2—{—(b'o+bc’—!—ack—}—Cct)z a
+ (Cld + ¥ — bd'\:‘)z, : : (91)

me k i t mepwa Ta Ipyra KPHBHHA KpuBoi M
IlopiBaionuH (8") Ta (6), BUBOLAMO

A == gi(l -+ a's 4 as’ — bok),
S

B:%(b’a+bc’+(5sk+cct), (10)
S

(= Eli_ (¢'o4-¢cd" —bsq).
s

~ Hudepenilionda & nepnle cniBBigaomenHs (6), TicTaHeMO
E:{j—s_%[(A'—Bk)m+(B'+Ak+cx)z+(c'~31)x] (11)
8 .

il i BmsHauMo A, By, C:

ds 1 :
A mEaee e A/—BI‘:,
G k( )
fR e Oy T T (12)
ds k
ds. il
O = (0 O
: ds Is( i
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Temep As, By, Co MOKHA BHSHAYHTH 32 JONOMOTO0I0 BiJOMHX CIiBBiTHOIIEHB

A2 == .BU] T BlC, Bg e OAI S ClA, CZ — A.Bl —'.A.lB- (13)
Judepennionum & Tellep /Ba iHINI CHIBBifHOIIEeHHS (8) MepIIOro pAIKa,
icTaHeMo
—= o ds , j
—ak—ke=—[(4/ — Bik) ol (B ek 4 Coi -0 — BN, (14)
T=2 1y — Biyat (B + Ak L EIF (G — BN, (15)

ds =
10 3a JONMOMOTO0I0 THX CaMHX CIIiBBiJHOMIEHb (6) MAWTH:

ATs—}—Aﬁ:——?(AI’—BIk),
; S

BE—I-BQ'E—:—%(BI’—*—AII{"I— O]T), (1())

e e %(0{ Ry

A Loy gy

ds =

L R
, By e (B b Akt 17
{ das =t /
i
! Gty 3

as ~
I IIpumyeTivo Tellep, IO HAUPAMHI KOCHHYCH Tpamoi L BilHOCHO oceif

. Tpiexpa KpmBoi N € a;, b;, ¢;, Tag 10

Dfn=ni, D=0 Jfi=¢;
‘TORL 3a pomoMorow (4) Ta (5) micrameMo

aA—l—bB—l—CC:al, aAl—'l-bBl—*—CCI»:bl, aAg'—I—’ng"‘— 002=01. (18)

[lepme cmiBBimEOmenHA (18) 3a momoMorow (10) mepeTBOPIO6THCHA Ha

P R (19)
ds
Ipyre & CUiBBiJHOmeHHA (18) MOEBa cIOYaTEy 3a jomoMoroio (12) meperBo-
DHTH Ha
-gf% [ad 4+ bB 4 ¢C 4 (bA—aB) ki (00— eB)<] =by,
S

42 Hay®oRi 38UHCKH 3 MATEMATHKH
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moTiM IHU(epeHniloBaHEAM PIBHOCTH
aA-+bB+cC=u s

M0Ka3aTH 3a JomoMoron (10), mo
aAd 4+ bB—+¢C =a/ — %S; [@ +sXa24 (al' — a'b) sk +(b'¢c — ' b)ar],
. S g
i 3HOB TaKH 3a MOMIOMOTroK (10) 3HAWTH

bA—aB— gs: [6—(ab’ — a’'b) s — (a2 + b)) sk — acat],
s

(:B—bC:%S:[(b’(‘—("b)s—{—(tcsk—]-(b?—{—cz) at], e
s

aC—cd = gi [(ac’ —da' c)ys4besk—abst—c¢|
s

i RiHelp- KiHIeM IepeTBOPHTH Ipyre CHiBBimHOmeHHs (18) Ha

Z—z_%{al’—%[a’+cﬁa’2—|—2(ab’—a’b)ck+2(cb’—c’b)st—bk+
—[—-(az—{—b?)ck?—{—(b?+02)a':2—{—2acclc'c]}zbl. (21)
lozmo 8-ro cmiBBigHOLIEHHA (18), TO HOr0 MOKHA HOepelHCATH TAaK :
gy
B B B =,
R R

1mo 3a gomoMoron (12) mepTBOPIOETHCA Ha

. - a A — Bk 0 4
b B B |+ b B Ak+4C- —_—%Twl.
gk ¢ C —Br

JlugeperninBanag & (10) 10 s mae

,_dgs dg g (_,‘ii i Tk B Sk A
et ‘
B':iziz(‘i‘?) B+ % [prot 207 1 bo" L (ask) 4 (o), (22)
ds* \ds. ds : ‘
- e s s S y ‘
C _—_ﬁ(%) C+ z [c”a—{—.Zc ¢ +es! —bsr'),
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a TOMY B Uepliowy JeTepMiHaHTI MOMHA WIEHH TPETEOT0 CTOBIYHKEY saMIHHATH
Ha APyri saess NpaBUX YaCTHH (22), nmpyruit e neTepMiHalT N0piBHIOS

A Bk —a(B24C2)r—Clad+bB)k -+ A(b B¢ O)x,
110 3& J000MOrom 1-ro cHiBpimHOMeHHSA (18) HepeTBOPETHCs BHa (¢ — a; O)k —
—(u —a, 1)z, Tar 1o 3-0MYy COIBBiJHOIIEHHIO (18) MOMHA HagaTH BHIY
ds. L [[dsy
- — —{l—=1]A c—a,O)k —(a—a; Ayt | = ¢4, 23
= A:L(ds) +(c—a, C)k—( 1 4) } ; | (23)
IpHE 90MY
g 1-lda—bak = 624 d—(bak) |
A=| b bWotask—+cor b's42b'c 4 (ack) 4 (cot) |

¢ ¢s—box _ ¢"oL2¢ ¢ — (bot)

Jlo nwmx cHiBBiIHOIIEHL NpUSNHaHIMO liie piBHOCTI

L Yoo 3 3 A7
: Lk o e L ey (24)

e—x:—xfﬁf, q—y:_ff7é*£, Q—‘gzﬂ'gf,g

HI0 BH3HAYATH CTPHKIIAHY KPHBY JiHiAYaTOl NOBepXHl1 3 TBIpHOW L, AKINO
BBaiRATH KpHBY M 2a I (HanpaMHY) TpoBinmy kpmBy. [dmdepenninonym (4),
IicTaHeMO

" —= (@ — bk) o (0 - ak-}+ex)l (¢ — byl )

g =@ —bE)B+ (0 +—ak—+cx)m -+ (¢ —Dr)p, J (25)

W= —bk)yy+ O +ak-+—ctyn-(¢' —br),
34, JomoMoron AxMx (24) mepernBopwerbed Ha (247)

oY ea s e (¢ —DbEk) (ae— 0l —+c))

@ — bk D Fak e (¢ = by
i (@ —bk)(ap+bm-cp)
B e ey = e

Ehy (@ —bk) (a7 + bn—+cv)

o

TET T @ —tkE O Fak e @)

KPUBI 3 MAPAJIEJbHUMHU T'OJJOBHUMH HOPMAJIAMH

3acTocy#iMo TMOmepeHi CIIBBi/HOMEHHA 10 BHNANKY, KOJH Kpusi M i N
MaoTh y BiQIOBIJHAX ToYKaxX Tapajenbhi roJoBHl HopMani. Sa (6) Ta (7)

MaTHMeEeMO Telep
A]:Cl:B:B?_IO, BijE:'“.'._'l., (26)

%4 Ba (12) A'=C =0, 70670 4 Ta C & orani.
I3 (13) BHBOJIHMO :
A;—— EC, C,=EA, (27)
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OT#e 0Ci OCHOBHOTO Tpienpa omHOI KpHBOL yTBOPIITH CTAaJdl KYTH 8 OCAMHE
0GHOBHOI'0 TpieZpa Apyrol Kpupol. SajemuocTi (18) Telep mepeTBOPOITHCA HA

bj=Eb, a,—ad4+¢cC, ¢,=E(ed—al). .(28)

Ilpyre @& cmiBBifgpoIlenEs (10) Ta 3adesmHoCTi (20) MOSBOJIAKNTH BHBHAIHTH
3JERHICT, IOMisK MepImol Ta IPYyrold KPABHHOL KpHBOI M, B AKy He BXO-

OATH %, g, ¢. JliicHo Ha mincrasi (26) Apyra sadexHicTs (10) Hae

b's4-bd | ack 4 cat=0, ‘ (29)
a nBa mepuli cmisBifHOMmeHHA (20) ITATH

A of(a? —{—bz)k—{—ac':—}—(ab’—-c‘z'b)] waib

0 5[a6k+(b2+cz)r+(b/c_crb)] (30)
a00
bC
T PR R =0 ap(aty
Je

P=acd—(@*+8)C, Q= (2-c?)A—acC,
R={bc—c'b)A— (ab'—a'b)C.
Baasmim Temep i3 (31) (10rapuTMiYHy IIOXifHY Bil o II0 S Ta MiJCTABEBIIW
BHAYIHHA % B (29), HicTaHeMo '

G n g Ui sa e b ern,

B okpemoMy BHIAIRY, ROJAE a, b, ¢ € craJi,

7

a’:b’:cl=R=R,=P,2Q,:O
i (32) 3BOXETHCHA 10 TPOCTIOIOL 3AJEKHOCTH

aktect  PE Q¢
b PE+@t Sl

- ary pae CmiBar Jahresber. Math. Ver. 32 H. 9 — 12.

ITomo nepumol Ta Ipyrol KpEBUHH KpHBOL N, To IX BHBOAMMO 5a (26)
GesmocepenHbO0 i3 cepelHix cmiBBigHOIEHB (12) i (17). :
TaruM YHHOM MATHMeMO IJia N

- ds — . ds
ds( Gl ds( : ) ) L

2 ds
Ie 3a (opMydaM¥ (20)i (31) MomHa d—_ BHRJIYHTH, AKINO JHIIe BHECTH @, b, ¢
‘ s
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.

f Ta iX Hepmi noxifHi. (34) Jae NpocTy 3aJeXHICTh MiK KPHBAHAMU 060X KPHBHX

M AR AL TR

% A % +C :
—=E T — (35)
: 5 g -
; TOAI6HY 3aJeXHICTH
| AL _pe
-l (35)

a C i + EA
f T

MoHa micTarm is (16) sa ¢opmynavz (26) Ta (27). drmo a, b, ¢ € cTakl BeNH-
qUHA, TO 3aJeEHICTH (19) MOMKHA IpoiATerpyBaTH 1 AiCTaTH KOHEYHE CIIBBIX-

HOIEHHA MiM MIyraMeE s, S 000X KPHBHX Ta BiAJaJeHHAM o IX KiHIIB:
a8 — a8 = 5 — &, (36)

Ie o, BiIjajdeHHS MisK& II09aTKaMH AYT, JKN[0 iX BBATO B JBOX SAKHXHEOYIH
BiZOOBITHAEX TOYKAaX. ' :
SArmo a=c¢=0, b=1, Toxi Ha ImgcraBi (28) Tako® a;=c¢; =0, by=£& ‘
i mpama L cTae CHIJIBHOKN TOJOBHOK HopMatel KpmBEx M i N, To6to M i N St
CTal0Th DepTpaHOBEMH KPHBUMH. ]
CuissigHonrennsa (9) aco (19) Temep xae ¢ =0, To0TO ¢ € CTaJa. )
BuyTpimne pipHamss (natiirliche Gleichung) BepTpaHoBHX KPHBHX MOMKHA E
mictarm i3 (33) a6o i3 1-ro Ta 3-ro cnisBigHOmMeHHA (10), a caMe: -

4 1—ok
: R
; a60 > .

G
. . Saiats : —. . (B - 3
Ha mimerasi & 3-ro cmiBBigHOomeHHS (9) (34) Hae tt= = TO6TO T 1T OLHOIO

BHAKA.
ITAPAJIEJIbHI KPHBI

JocaingiMo Temep BHODANOK, Koad KpuBi M i N MaioTh y BiAOOBITHAX
TOYKaX TapajexbHI MoTHYHI, To6T0 M i N mapatensni. (6) i (7) Temep Ha0Th

B=C=A4,=4,=0, Ay, e (87) [
a Ha mimerasi (12) i (13) Temep MaeMo ’ :
Ol s _Bg = 0. i (38)

Is 4;=C; =0 Buxoputs B2=1, a ToMy Ha TiJcTaBi APyroi saiemnocTH (12)
6yme B, =E, a Ha mifgcrasi Tperrol sajemmoct (13) C;=1, TO6TO 3aBKIH
6iHopmMami [BOX NapajelbHAX KPHBHX HAIpaBleHi OJHAKOBO.
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Hamxi, npyri sanesHocti (12) Ta (17) Hal0Th

rir=ds:ds, Ep:p)=ads:ds (39)
Ta 2 i ) ‘
e ="H(p:\a) : (89"}

ae 7, p pagilncH 1 - ol Ta Apyroi KpUBUHA. Y MOBHE (18) Tenep HepeTBOPOITHCA Ha

G —Ha D, = Eb g—e, (40)
a (19) Temep nmae
ds Ea .
e 007 41
ds G0 e
a Tomy i3 (10) Ha mimerasi (37) ZicTaHeMmo
< P b 7 R ) AN &
LA St L WS e il e G ST (42)
at—1 b & e}

SBijciab BHBOIHEMO, IO JiHIHYaTa MOBEPXHSA, AKY yTBOpIOE TBipHA L, € pO3-
BUBHA; JiHCHO NeTepMiHAHT :

L

‘ e
| g 9
|

<o

el

-2

3-8 (25) NepeTBOPIETHCHA HA

@, bh+-ch (O +ak+cr)i4(¢'—br)r 1
8 bm-tep (W +ak-+c)ym— (¢ —Dbr)p
1 bun+tcv (U +ak-te)n+ (¢ —br)yv |

HI0 JOpiBHIOE HyJeBi Ha mimeTasi (42). fAkmo B piBEaHH] (2) EpmBOl N 3saMi-
HHTH o Ha Po, Ie p JNOBiNbHA cTaxa, TO KpEBa N IepeTBOPHTHCA Ha KPHUBY Np,
IO JemXaTAMe TaKok Ha 1oBepxHi (L). Is BupasiB (10) IJd HAUPAMHHX KOCH-
gycis B Ta C BHOHo, Mo koam B=C=0, T0 Tako® B, = C(C,=0, a TOoMY
KpHBiL N, Takos DNapasedpHi n0 KpuBol M, SRy MOXKHa BBaKATH 33 ONHY
3 xpuBux N,, Koaum p = 0. @opmyaa«(41) Ta 1-ma (39) Mia KpHBAX N, Ma-
TEMYTH BH]

4 CiSA — M_ i ¥ :;'p : dS S dgp, (43)
dsp a-+pd

Tag IO 1Jd TMAX KPHBAX BipHO 6yle

~ h=Ee (142 @y

a
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2 TOMY LAS PMIHAYAHHS 1(€HTPiB KDHBHHH N, MaTHMEMO
4 P
’ ! o (s}
t+pfstri4p—rl, a=y-+pgotam+p_rm,
: .
(=z-tphs+t+ru-—p ST

SBIACH pPoOEMO BHCHOBOK, 1110 OEHTPM KDHBHHA BiNUIOBIAHHX TOY0K KpH-
BEx N, JexaTh Ha DpAMiH

=
=
=

r—7rl q—y—rm L—z—1rn
= — = =0 (45)

RemL G -
fc—{—aafl gc—karm hc-{—am

110 IepeTHHAE IIOBOPOTHHH Py6 MoBepXHI (L), ToMy Mo piBHAHHA OCTAHHBOIO,
fAKe BHBONWMO 3 (24’) Ha mijcTaBi (42), Mae BHI:

=

- — = —af

Ja

g G e
— Y= ==l
G, 1 Y g = =
B orpemoMy BHmanky, koJm kKpEBa )/ miuocka i T=0, Apyre CHiBBifHO-

meHHda (17) mae 1, =0, 10670 BCi KpHUBLI NN, TaKO¥K MNJOCKi.
Armo Takom ¢ =0 i, 3HAYHTH, HA MigcTaBi (40) Tako®E @y =0, a Ha mig-
craBi (19) i (42) o/ =b =¢' =0, Toxnl mepme cmisBigHOmeHHs (10) mas

ol el (46)
ds, 1—0bpsk

1 npyra ¢opMyda (43) IepeTBOPIOSTECA Ha

7y = Epr(1 —bpsk). (47)

3a TaKHX yMOB piBHAHHA MOBOPOTHOr0 py6a (24°) IepeTBOPOIOTHCA HA
: Bl ek __bm—tcp _bn—tew
e e e s e

piBHaHHS KPDHBHX N, MarEMyTh BHJ:
2, —2=(bl4cNap, Pp—y=(bm+tcp)ap, z—z=[On-+tcv)p,
TARMOI0 BifmajdeHHsA BigmoBiTHEX To4oR N, i moBoporHoro pyoa

1 -——0bpsk

;e Op
” Vk

)

2 TOMY MaeMo . _
r, =1 0lds (48)

Hexaii remep sy, #o, po AyTa, pamilocH Nepimol Ta Apyroi KPUBWHHE IOBOPOTHOTO
py6a, g, Bo To; Loy Mo, Nos hoy 1, Yo HAOPAMHI KOCHHYCH 0CEH HOr0 OCHOBHOIO
Tpieipa BiJHOCHO 0CeH KOODAHHAT ; TOII

f=a, g=0 h=2k.

T e T

b3l £

G Rigt 2 4 B ok

i
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udpepeniioBaRAs 0CTAHHIX DiBHOCTeH Jae

ds ;

7 1Bl iHIH Taki s PiBHOCTI; BimCind MaeMO BHCHOBOK
ds

e e o

f“ . : : zozi“,---, kf):?i—églblks (50)
; Tag Mo
- ds
A=2=(el—Db\) i A =——cak,
0 ( ) 0 —i—dso
TO6TO
: s
.; ZO”O—-—Q—-ES—OCGJC,
a60 Ha minerasi (50)
ds
Toﬂ——aE(;Ck.

_ IIprmycrimo Temep, IO Bimmasennas ¢ kpmBoi M Bim IOBOPOTHOTO py6a
JIOPiBHIGE 7,, TOMIL Ha mizeraBi (50) MaTEMEMO

e T

al Ll
4 dey U0
i mo 3-3a (48) 71ae
8 s
4 i L,

& TOMY

TO=——CI\C
i B BHNAJKY
: kst o=t x

OT®e KOJH INIOI(MHA KPHBOL, OpTOrOHAJNBHOI 710 DPO3BHBHOL MOBepXHi
& TMepHeHgEEYIAPHA 10 AKOIBEGYID TRipHOi, TO Ha OCTaHHiH 1-IIa KPHBHHA
Hamoi KpHBoOl JOPiBHIOE AGCOJIOTHOMY SHAIIHHIO 2-01 KPEBHHHE II0BOPOTHOr'0
py6a Ha Tifi camid TBipHIH.

RESUME

Zwei Kurven M, N, die irgendwie sich einander punctweise zugeordnet
sind, nennen wir allgemein nach Salkowski ein Curvenpaar. Seien z, ¥, 2;
z, y, & die laufenden Koordinaten zweier entsprechenden Punktendes Kur-
venpaares, o ihr Abstand, 7, g, b die Richtungskosinus der verbindender Ge-
rade L, so ist die letztere durch die Gleichungen I, also die Kurve N durch
2 gegeben.

Bezeichnen a, b, ¢, die Kosinus der Winkel der Gerade L mit der Tan-
gente, Hauptnormale und Binormale der Kurve M, a, 8, 730 7, 05 Ay V3 as,k,<
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der Reihe nach die Richtungskosinus der letzteren, das Bogenelement, die

Kriimmung und Torsion der Kurve M, «, 8, 15 ...; k, © dieselben GOrdssen fiir
die Kurve N; 4, B, C; A,, By, C;; Ay, B, (U,; der Reihe nach die Kosinus
der Winkel der Tangente, Haupt-und Binormale der letzten Kurve mit
denselben der Kurve M, so gelten die Gleichungen 3. 4. 5. 6. und 7. Die

Ableitungen von 2.nach 8 liefern die Gleichungen (8) und (9), die a, f, 7und
das Bogenelement ds bestimmen Die Vergleichung von (8') mit (6) liefert die
Gleichungen 10, durch welche 4, B, (J;—die Apleitungen von 6. nach S
liefern 11. und 17. durch welche '4;, Bj, €y bestimmt werden. 4, B,, Ca wer-
den jetzt durch 13 bestimmt. Bedeuten iétat'ms, by, ¢, die Kosinus der Winkel
der Geraden L mit der Tangente, Haupt- und Binormale der Kurve N, so
gelten die Gleichungen' 18. die, nach Umformung, nach 19. 21. und 28. fiihren.

. : S8
Aus diesen Gleichungen und 10. kann man allgemein c—l: k, s, & eliminieren :

und zur natiirlichen Gleichung der Kurve M kommen. - ‘

Man kann die Punktzuvrdnung. der Kurven auf verschiedene ‘Arten
angeben und zu verschiedenen -Kurvenpaaren gelangen. (T el

So kann man annehmen, dass die Kurven M und N in entsprechenden
Punkten 1) parallele Hauptnormalen, oder 2j parallele Tangenten besitzen
oder 3) die verbindende Gerade L bildet mit den Kanten beider Dreikanten
von Frenet konstante Winkel, die Gerade L sei die Schnittgerade, 4) der
Schmiegungsebenen, 5) der Normalebenen, 6) rektifizierenden Ebenen ent-
sprechender Punkten. S : e AR

Im ersten Falle kann man zur natiirlichen Gleichung 32. der Kurve M E
gelangen, oder zur Gleichung 83. wenn ausserdem a, b, ¢ und also 4, by, ¢
konstant sind, im zweiten Falle gelangt man zu dhnliher Gleihung 42.

e -

——
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