Sur quelques polynomes aux propriétés extrémales
Par V. I. Smirnoff.
S

‘Le but de cette note est d’indiquer une methode nouvelle pour résoudre
quelques problémes d’extrémum concernant les polynomes. Le moment intrin-
seque de cette méthode est présenté par la maniere de poser le probléme,
le polynome en question devant jouir de certaines propriétés extremales sur
une circonférence du plan de la variable complexe. Remarquons, que nous
supposons dans ce qui suit, que les coefficients des polypomes sont des
nombres complexes.

On sait, que les polynomes trigonométriques jouissent de la propriété
suivante *):

Si pour les valeurs réeles de &, un polynome trigonometrique impair:

S(9) = wisin® - wupsin28 —+. . . .- wnsinnd

satistait & 1’inégalité
S(9)

ah = s
|8(9)| =1, on a S

2

I'égalité n’ayant lieu d’ailleurs, que dans le cas ou S(&) = =+ esinng; ¢|=1.
De l4 suit immédiatement, comme il est bien counu, le théoréme de M. S. N.
Bernstein *¥): Si pour toutes les valeurs réeles de &, un polynome trigono-
métrique ¢(9) d’ordre » satistait & le condition: | g(&) |[=1, on a | ¢'(?) | ==,
Pégalité n’ayant lieu que pour les polynomes de la forme: acosnd - bsinné.
Nous appliquerons mnotre méthode avant tout pour étendre la propriété
indiquée de polynomes trigonométriques impairs & fous les polynomes se
réduisant a zéro pour ¢ =0 ou $=m.

Enongons le probléme extrémal (4):

Parmi tous les polynomes pq,(2) duw dégré 2n satisfaisant auz conditions:

1) . . (£ 1)=0; (2. . .|vm()|=1 pour (¢))=1
?/Jzn(f?)
2

irouver celui qui admet le plus grand mazimum du module sur la cor-

conférence C (|z|=1).

*) G. Polga und G. Szegd. Aufgaben und Leursitze aus der Analysis. A notre regret
il nous & été impossible de lire article de M. Riesz, inséré dans les Iahresber. der Dentsch.
Math, Verein., Bd. 35, S. 854 (1914), ce numéro du journal manquant i nos bibliothéques.

##) 8, Bernstein: ,Legons sur les propriétes extremales etc.“; Paris 1926, p.p. 38—44.
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Introduisons les racines de I’dquation #2* 4 1=—=0:

i 2s+1
as:eqsi (Os= . et EN—I\} :
2n ,

Hih prenant les-valenrs s== £ 1 e afs—1, 2 ... ., 2n—1) pour les
points de T'interpolation, en vertu dela condition (1), Ia formule de Lagrange
pour le polynome w,.(2) sera

?,2"77 £ 12”21p 85(53—60) 52“'}"1
i (1—53) (z—¢,) %0

Il est aisé de voir, que si z se trouve & 'intérieur de P’are de la circon-
férence C, limité par les points &,y et &,, les arguments des facteurs de
wan(3s) sont les mémes, et, par conséquent, en vertu de la condition (2),
nous recevrons la valeur maximale du module de la somme, en posant
waules) =¢, avec | ¢ |=1. Cela nous donne evidement le polynome

T

satisfaisant & la condition (2) sur toute la circonférence C. Pour ce polynomele

U (3 est atteint sur I’arc mentionné au point #

o7 TR
b b e R S

maximum du module

L

d e Py " . -
et ce maximum est égal & 5 En remplagant 2 par (—2) on voit aisé-
ment, que sur larc, limité par les points &,_1 et &, le maximum iien-

St 7
tionné est égal aussi 4 — et n’est atteint que par le polynome (3) pour 2—1:
g 5 que p poiy P

Si 2 ne se trouve pas & lintérieur des arcs (e.—1, &) 6 (eza_1, &), on a

n | n
22—1 | > 2sin Tw’ et la condition (2) donne ’ i (1) f =5
On voit de 1 que le polynome (3) présente- la solution wnique dw pro-
: Wes,, (2 ) 3
bléme (A), et le mazimum de 723’—(1—)- , flant égal @ %, w'est alteint -que

pour =+ 1. En posant z==¢¥ et en remarquant, que tout polynome trigo-
nométrique de Vordre » est de la forme (V). e=»9% et que |e2)i—1|—
—2|siné |, nous pouvons énoncer le résultat obtenu de la maniére suivante:
si un polynome trigonométrique gn(9) de Uordre n se réduit & zére pour =0
et §=m et salisfait & lo condition: |gu(9) | =1 pour toute valewr réele
de &, on a

gn("%)
@) - 3 g 1 L | B0

>

Pégalité w'ayant liew que pour le polynome de la forme ¢B(9) = esinnd
{lel=1) et d—0 au 5

En introduisant an lieu de z une variable nouvelle # conformément & Ia
formule :

(0PTSRS B W SESUDSRE
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nous faisons correspondre le segment double —1 =z <1 a la circonference

C, et Ia fonction Q:fJ sera équivalente & la fonction de la forme:

6). . ...... f(B)=Pux)+Va?—1Qu()
ol P.(z) et Q.—i(z) sont des polynomes du dégré = et n—1, et ou on attribue

a ia ragine Va?—1 les deux signes. Donc, le résultat obtenu peut étre
enoncé ainsi: st ume fonction f(z) de la forme (6) saisfuit aux condilions:

Faliel) =0 [flay]=cl por —1=a>-F1

on a :
| 7‘( z) |
‘ =
Y at—1|T
Pégalité wayani liew que dans le cas ol
sinunb
-Pn(“L) = QH—T(‘T) = ﬂ—T( )mé—;r?( r=100%6 et ]8 I £ ])

el podr o— == 1<
En particulier, s¢
Vi—22| Q@) |=1; (—1=2=1)
on a:
bt l Qn—1 (1) I E %

Pégalité wayant liew que pour @Qn_i(z)=¢e U,(z) ¢t = + S5

En se servant de la solution du probléme (4) ou regoit aisement la solu-
tion du probléme suivant: (B) parmi tous les polynomes p,(z) dw dégré m,
satisfaisant aux conditions:

(1) v o v -« YnlH1)==0 8t |, [ =1 pour |#|=1

trouver celui, qui admet le plus grand mazimum du modul@ ( ) 7 bowr P ==t

En remplagant z par 22 eten se servant de la 1'ésolut1on du probléme (4),
on voit aisement, que le polynome

a1
w(d)=e 552 (le]=1)
| w (x) I
fournit le solution unique du probléme (B), d’aillers le maximum de —Ef—i
dant égal @ g—', w'est attent que pour z2=1.
Considérons un polynome arbitraire ¢,(z }_, asz"—* satisfaisant & la con-

s=0
dition | gale) | L pour |2| = 1.

Le polynome:

\ ;
2y (é @qi) — P (36@2)
2

*) G. Polya und G, Szegt. Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis; Bd. II; s, 90.
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satisfait & detx conditions (7), et, en vertu de la résolution du probléme. (B), on a:

| wj)_"i =2 pour =1,
¢’est-a-dire :
i n—25) an_ | =n
ou ag :
(81 . s ey oy | 0010 = 2egla) | = wpinn falai

Cettr inégalité peat étre ecrite sous forme:

(P93 s,

2
z2

ce qui donne pour = pair le théoréme ci-dessus mentionné de M. S. N. Bernstein.
L’inégalite (8) avec les conditions | ¢.(2) |[=1 pour |z|=1 donue égale-
ment la solation du probléme de A. A. Markoff pour la circonférence C:
précisément

| puls) | = .

Il est aisé d’enoncer et de résoudre le probléme (4) dans le cas d’une
circonférence Cr (|2|= R), le rayon R étant arbitraire. En passant sur le

plan de le variable
TP
—3le+2)

nous récevons la résolution du probléme, pour le cas d’un ellipse Er aux

: ; i 1 .

foyers + 1 sur laxe réel et avec le grand axe 2(1{4—?5), ce deraier pro-
a7

bléme étant analogue au précédent pour le segment (—1, 4 1.)

Les résultats des problemes (4) et (B) donnent immédiatement la réso-
lution du probléme de A. A. Markoff pour le segment (—1,--1). On doit
seulement utiliser ce fait que en vertu de (5). le polynome p,(z) est équiva-
lent & l'expression #.(2).27", ot w2.(2) est le polynome réciproque.

g 2.

Indiquons encore une application de la méthode d’une variable complexe
4 la resolution du probléme extrémal. Enongons le probleme suivant: (C)
parmi lous les polynomes du dégré n

tu(z) =As" bz 4+ .. . 4-b, 42+ B
a coeffecients donnés A el B trouver celui, doul le maximum du module sur le
circonférence Cp est le plus petit. L'existence d’une solution du probleme
est évidente. Soit F.(¢) le polynome, qui foarnit cette solution et soit

gn=max | #,(r) | sur Cg. Considérons un polynome transforme:
2

e e R R D /8,1(,5’)—}—5”(9 n e)’

k étant 1’'un des nombres 1, 2,..., n—1.
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Il est clair, que le polynome B, :(2) du dégré = jouit des propriétés
suivantes: 1) les coefficients extremes du polynome A8, :(z) sont A4 et B;
2) sur la circonférence Cr on a: ]B,Zk ) | = ga, Dlégalité n’ayant lien que

dans le cas ou
Vi) 2;2

Bu(e)—Bule " 2) ot | Bule) | = | Bule " 2) | — g

Il suit de la immediatement, que le module du polynome A.() atteint le
‘maximum en points de la forme:
ZKi 4=

2r
= S LRl
REG . e o e zoe"i;... :oe(n )"Z; (lesl=R)

et que les valeurs du polynome 2.(z) dans tous ces points sont les meémes.
En effet, si un tel systéme de points n’ existait pas, en faisant plusieures
‘fois sur le polynome @.(2) le trausformation (9), le nombre & étant choisi
‘couvenablement, nous aurions pu recevoir un polynome du dégré = aux coeffi-
cients extrémes A et B, dont le maximum du module sur Cp serait plus petit
que ¢g», ce qui est en contradiction avec la condition, que Ie polynome B,(2)
fournit Ja résolution du probleme (C).

Mais si la valeur du polynome 2,(z) aux points (10) est ia méme, ce polynowe
ne contient que le terme en 2z* et [e terme constant; done,

i bty DN Y e

et ce polynome donwne la solution unique du probleme (C).

Appliquons la résolution du probléme (C) & un' polynome du dégré pair.
‘Si on fait le changement des variables (5), la fonction ag.(2)2—" sur C estéquiva-
lente a une fonction de la forme (6) sur 'ellipse Eg, la fixation des coefficients
-extremes du polynome az.(2) 6tant equivalente & la fixation des coefficients
des polynomes P,(z) et Q,._4() d’aprés les puissances les plus elevées de a.
Si R=1, lellipse E se transforme en segment double (—1, 4-1). La résolu-
“tion definitive du probléme (C) nous conduit az résultat suivant sur le plan :
Parmi toules les fonclions de la forme (6) aux coefficients donnés: ay et by des
Dpolynomes P, (r) et Q,—1(x) des puissances les plus élevées de x, la fonction:

() + ;)0 o + ag— bo e St

2"4 2"1
— Zul:(a:—{—]/ T l)"—{— (x—]/zz——l) ] 2“[(mv+]/x2—l)”— (1’2—1/12—1)"]:
:ég% il 2n 11/5'2'—1 Un-1(2)

0
’
smno Ta(2)
siub ~  m

Talny—eomi; Uy (o) — : Lz =—008h)
admet le maximum du module le plus petil sur le segment double (—1, 4-1)
“ou sur Uellipse Epg.

. Pour b,==0 on regoit la resolution bien connue du probléme de Tche-
bycheff coucernant le polynome de la forme a®—4-p, 2"~ 4 ... 4 p, & Pécart



i e
minimal de zéro sur le segment (—1, 4-1) ou sur lellipse E;. En posant

@y =0, la résolution du probléme sera fournie par la fonction de la forme

bo
2"—1

V=1 T, (x).

On peut, au contraire, fixer le maximum du module de la fonction et
chercher la valeur maximale du coefficient de la puissance de z la plus
élevée. De nos considérations concérnant le cas ou a@y=0, on re¢oit immé-
diatement par exemple le résultat suivant: pour toutes les fomctions de la forme:

]‘(7-) = Rl—i (7) + V/'(LZ_']- . Qn——‘l (E) )

telles que: | f(z) | =1 sur le segment (—1, +-1), le coefficienl de Q,_q (z)
de le puissance la plus élevée salisfait o la condition | bo | L 271 Pégalité
n'ayant liew que pour s}/ a?—1 Unilz}l]e|=1) %),

Remarquons que dans tous les problémes concérnant le segment il faut
prendre le signe double d’aprés ya%—1, tandis que dans les problémes con-
cernant l'ellipse Ej on prend la détermination fixée de V22—1 sur cet ellipse.

En appliquant de nouveau la résolution du probléeme (C) au polynome
du degré pair et en posant z=-e% dans ’expression tz(2). 2™, nous recevons.
le resultat suivant: parmi tous les polynomes trigonomélriques d’ordre n

o+ X (200889 + ussinsd)
: s=1

a coefficients donnés 2,, et u,, le polynome
2nCOSNG ~+ w,Sinng

est celua, dont Uécart de zéro est minmimal,

Si nous fixons dans ce probléme un seul coefficient 2y, DOUS devons fixer
dans le probleme (C) seulement la somme' A4 4 B—2,. 1l est aisé de voir
que dans ce cas la solution du probleme sera aussi ez, 422"+ B, ou A 4+ B=—,.
Drailleurs, le maximum du | 4224 B | pour |z|—1 est evidemment égal
& |A|+4-|B|. Donc il nous reste & choisir les nombres complexes 4 et B
d’une telle fagon, que 4 4 B=2, et que la somme | 4|+ |B| soit la plus
petite possible. Il est evident que la solution est fournit par A:B_——-li‘

et par suite le polynome trigonométrique cherché i 1’6cart minimal de zéro

pour le coefficient 4, fixé est présenté par 2,cosn®. D’une maniére analogue,
en fixant p,, nous recevons USinng.,

*) Pour un cas particnlier de ce résultat voir G. Polya und G. Szegd op. cit. Bd. II;
S. 90; Ne 77, 3

**) L Privaloff. Sur les sommes trigonométriques 4 I'écart minimal de zéro (en russe);
Math. Sbornik. t. XXX: 3 p.p. 474—478 (1916).



