Sur la détermination des fonctions par les zéros
de leurs dérivées

par W. Gontcharoff.
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Soit (D) un domaine (complexe on réel) et (F) une classe de fon-
ctions définies dans (D). Je désigne par E(f) 'ensemble des zéros de la
fonction f(x). qui se trouvent dans (D), en tenant compte de leurs ordres
«de multiplicité. On peut étudier les conditions nécessaires ou suffisantes
pour qu’il existe une fonection f(2) de la classe considérée (F) telle que
Pon ait E(f™)= E, pour un certain nombre (fini ou infini) d’indices
de dérivation = *), ou les E, sontdes ensembles donnés; on pourrait aussi
chercher a construire des fonections de cette espece. Dans ce qui
suit, ce n’est pas la question dexistence mais la question dunicité
que jessaierai de résoudre dans quelques cas particuliers: les relations.
E(f™) = E(p®™) (ou f(x) et ¢(z) appartiennent a (F)) entrainent-l-elles
9(z) = Cf(2)?

On sait bien que la réponse est affirmative, par exemple, si Ion
prend comme (D) le plan de la variable = tout entier, et pour (F),
la classe des polynomes ou des fonctions entiéres de genre zéro, et que
I’on se borne a s’imposer une seule relation: E(f) = E(g). '

Je vais généraliser ce résultat en étudiant le cas o (D) est, comme
précédemment, le plan de z, (F) la classe des fonctions méromorphes d’ordre
fini et a multiplicité  bornée, ayant leurs poles fizes **) (le cas des fone-
tions entieres n’étant pas exclu). Je dis qu'une fonction méromorphe
est a multiplicité bornée §’il existe un nombre positif K = K(f) tel que
tous les zéros et tous les pdles de f(z) sont d’ordres de multiplicité
non supérieurs a K. Dans ces hypotheses, deuz relations E(f) = E(p)
et E(f') = E(9') suffisent pour qu’il sen suwive @(z) = Cf(x). Il ne se présente
que deux cas exceptionnels: '

() f(z) = A4e*"™, g@(r) = BefP® (P(z) polynome)

() f(z) = A [1 +eP@]", g(z) = B[14e~?@]" (P(z) polynome,
m entier).

*) Qu considére la fonction f{z) elle-méme comme la dérivée d’ordre » — 0.
**) On tient compte des multiplicités des poles.
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En voici la démonstration. En vertu de

BT o e W e (1) et EG):‘E(;) e G
on a
o=y TR R (2)
oll P(z) est un polynome. Ensuite, les relations
1 i '
Bmey b
H=E) - @ et B(L)=E(L (=)
nous donnent: ' i
et e ek el S SR (4)

ol Q(z) est aussi un polynome. En prenant la dérivée de (2) et en élimi-
nant ¢'(z) a laide de (4), on obtient ’équation différentielle:

Fla) [0 — T =PI @) : « o s's o vie . (3)

En admettant que Q(z) est identiquement égal a une constante (que
Fon peut évidemment supposer différente de 2naq), on est rameéné au cas
exceptionnel (1).

Soit @(#) un polynome qui ne se réduit pas a une constante. Eeri-
vons (5) sous la forme:

f'@)__ P
it A Dob s 6 Tad ‘

Le premier membre étant une fonction méromorphe qui n'a que
des pbles simples dont les résidus sont des nombres entiers bornés, il
doit en dtre de méme pour le second membre. L’équation ¢#®)—1=0
posséde une infinité de racines avec un seul point-limite a I’infini; il est
possible d’en extraire une suite infinie a1,az,...a4,... (lim ay=oo) telle
que : (1)a, est une racine simple de €@ —1 (car (9% —1)' = Q' (z)e?™® n’a
qu'un nombre fini de zéros), (2) P'(a,) %0 (car P'(z) n’a qu’'un nombre
fini de zéros). Les résidus
P'(x) o ot B4E)

\ |
Ay = = al
§ !

@ = 1) e=ap Q@) lo=a,

doivent avoir une limite délerminée pour n»co, puisque

P(x)
. Q' (z)
fonction rationnelle: or, les 4, étant bornés, cette limite est finie. D’autre
part, les A, étant entiers, on doit avoir nécessairement, pour des valeurs.
de n assez grandes:

est une:

A=, :
oll m est un nombre entier. Il s’ensuit, identiquement:
P,
Q'(x)

Alors, I'équation (5') nous fournit:
Flaee B =2 M thicin st twinas SRS (6),
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et d’aprés (2):
Pla)y=C' (@ —1)m . L. (8Y

et nous sommes ramenés, a notations pres, au cas exceptionnel (II),

Il importe de remarquer que la restriction qui concerne la multi-
plicité bornée est tres essentielle. Soit, par exemple, F(t) la fonction
génératrice des nombres de Bernoulli:

» €‘+1
i 2¢f—=1’
et posons:
1 ¢ x? .
f () == 27 S) O a p(n) — 2 E’”‘ B

Les fonctions f(z) et g(x) sont holomorphes dans tout le plan sauf

les yoints x=2na: (n entier) qui sont des pdles simples avec les résidus

; 3 y :
n de la fonction °_yz7F(x); donc, le point z=2na: est un zéro d’ordre

n (s »>0) ou un pole d’ordre |n| (sin<0) des fonctions f(z) et o(z).
Par conséquent (d’ailleurs, on le voit immédiatement): E(f) = E(e). D'un
autre coté:

]‘(.'L) 1 ()_}_ cp'(x)_ 1 Pl e z

flo)~ 2m olz) 2m 4

a7’ @lz) 2@ )’
done:

v@) o) 2F@)—z_

f'(2) flx) 2F(x)+= ;

d’ou I'on obtient, E(f') = E(¢') . D’ailleurs il est facile d’établir que la fonc-

1 z
tion w(x):emg””‘“ (et par conséquent f(z) et ¢(x)) est d’ordre 2%).

*) Je w’appuie sur la théorie de M. R Nevanlinna (Zur Théorie der meromorphen
Funktionen, Acta Mathematica, 46 (1925)). L'ordre p de () est égal a

T lgT(r) :
> 0 [gi‘

ol
o= ¥
1(r) = m(r) -+ N(r), m(r):ri:\‘]; ’L!J(Teiﬁ)‘d ,N(r):S?itt) i,
T 0

+
lg A désignant lg A ou O suivant que A>1 ou 4 <1, »(t) le nombre des pbles de
4(x) dont les modules ne dépassent par ¢ Dans notre cas, on vérifie immédiatemant que

drdf = Sg lP(z)
X 12\<r

drdy < k72,

2= 2 r
1
m(r) <Z—S lg|d Te'G)’ < SS{F(M!Q)
0 00

an

t 2 v 2
S ! Ve =08 = y NS ——— ‘.)2;
7l(f)~1+2T~--+[;>v-»»] L R e

ddnc, T(r) < (ky -+ k,)r? = kr2, ce qui nous donne: p = 2.



D

En ajoutant la troisieme relation E(f") = E(g"), méme sans exclure les -
fonctions & multiplicité non bornée, on obtient les cas exceptionnels plus
restreints:

(t’,) f(x) = Ae**,  @(z) = Be?®,
1) f(z) = A (1 exst), q:(x): B(1 4 e-w—b),

gt 1

(D) £6) =4 om—i =8 5o
(P(x) étant un polynome quelconque).

En effet, en multlphant (5') par f(z) et en prenant les dérivées
on obtient: : <

= (e@(f’)( ) —1)? [P%(z) + P'(z) (e — 1) — P'(z) @'(x) e2@]. . . (7)

D’une maniére analogue, en se servant de (2) et (4), on a:

70) = B [Pa) 09 P (09— 1) — P @) - . 9

Grace a E(f')= E(¢"), on obtient 'identité:

P’Z(x) ef(=) + P"(x) (eg(m) D 1) et P'(w) Q’(IL‘) o bl
PYa) - F@) (0@ —1)— P(2) @(0) 8@ *

(ou R(x) est un polynome) ou bien:
(P(2) @'(a) — (o) 010 - (P'(a) — P2(z) en + (P'(a) + P2(#)) e +-
» - : +(—Px)—P@)Q@)=0 . . . .. . ... (9)

Dans ce qui suit, je me sers du résultat classique suivant: I'iden-

"

tité ZA (z) %@ = 0, ou des Ai(z) et Gi(z) sont des polynomes tels que -

G,(x) — Gi(x) F=const. (2 = k), ertraine A@(:v) Qi =t liing. 1

Faisons d’abord I'hypothése que @(r) est une constante, et posons
e?® = 3, d’ailleurs on peut admettre 1 1. L’identité (9) se réduit a la
suivante:

[2P%(@) + (2 —1) P'@)] — [P22) + (. — 1) P@@)]e®9 =0 . . (10)
Si R(z) = const., on doit avoir séparément:
AP%(z) + (2 —1) P'(2) =0
P2(z) + (A —1) P'(2) =0,

d’ott il s’ensuit P'(x) =0, donc f(«) = const.
Soit B(x) 6gal a une constante, et posons ef® — u;alors, on tire de (10):

(1 — @)(1 =) D)ol BU®) v ot oai e ()
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- Si @ était égal 4 1, on aurait- P'(x)—0, P(z)= const. (car 2 = 1);
en écartant cette derniére hypothése, on obtient

(i~
Py -~ (1—p—2’ .
-ou Pon doit avoir nécessairement 1=y, ce qui nous raméne an cas (I').

Supposons maintenant que @Q(z) n’est pas une constante. Alors, R(x)

est une constante. En effet, plagons-nous dans le cas contraire.
8i R(r) = — @(z) 4-C, on deéduira de (9)

Fl(g)— F2(2) =0, P'(z) & Pa)=0,. ..:. . . .(i2)

el ensuite P'()=0. Si R(z) = @(z)+C, on trouvera d’une maniere
analogue : '
. P@Q@—P@=0, P@)Qe@+PE=0, ... .. (13)
d’ot il s'ensuivra toujours Pl(z)=0 (car @'(x) =0). Enfin si ni
E(z) + Q(z) ni R(z)— Q(2) ne sont des constantes, on aura simultané-

ment (12) et (13), avec la méme conséquence P'(z)==0.
Posons : ¢®® =y, Alors, (9) se réduit a

[« (P'(@) @'(z) — P"(2)) + (P'(z) 4 P*(2))] €9® + [t (P'(x) — P?(x)) +

gl e)— Pl ioNl=0 " &« i 0 0 (14)
ce qui entraine deux identités:
#(—F(2) Q@) — P'@) + (P'(2) + Poa)—0 . . . . . (15)
#(P'(@) — P2@) 4+ (— P'(2) — P(@) Q@) =0 . . . . . (16)
Ajoutons (15) et (16): ‘
(= 1) Pl@)(P@) — Q@) =0 . . ...... (17)
Si w1, P(z)*0, on a Pz)—Q'(x)=0, et {15) et (16) deviennent:

(=) Plg) 1+ p P2y=0:" . " . 15", (18)

1 Y. pally : e Teios e
donc, (m) =[?1. On a nécessairement g=—1, puis P,(—z)f--fconst,

F(z)=¢q'(x)==a, ce qui nous donne le cas ar). -
Enfin, en admettant =1, on écrit (15) et (16) sous la forme:

P'(z) (P'(z) 4 Q(x)) — 0;

on pose P'(r)=—¢'(z) dans (5'), et I'intégration de (5') ainsi que la
formule (2) nous rameénent au cas [HELT

Je tiens a remarquer que dans les cas (I'=1III') on a méme les
relations :

E(f®) = H(g™)

pour toutes les valeurs de n,

Au sujet des fonetions d’ordre infini, je me bornerai a signaler
ceci: quelle que soit la fonction méromorphre f(z), on peut en indiquer



une autre @(z) (p(x) = Cf (x)), possédant les mémes pdles et vérifiant les
conditions E(f) = E(g), E(f') = E(¢'). Telle est, par exemple:

7/(2)

o) = (a) 79

olt on choisira F(x) parmi les fonctions entieres qui possédent comme
zéros tous les zéros et tous les pdles de ().

(e @) 1) d

8 2.

Passons maintenant dans le domaine réel. Soit (D) l'axe réel et (F)
la classe des fonctions réelles indéfiniment dérivables et périodiques,
de période 2x. Je vais démontrer le théoréme suivant.

f(@) étant un polynome trigonométrique réel (de période 2, f(z) == const)
et @(x) une fonction quelconque de la classe (F), si, pour toutes les wvaleurs
de la variable réelle x et pour wune suite de valeurs indéfimiment croissontes

de n, on
f™(z) ™(x) > 0,

il existe entre f(z) et @(x) une relation Lindaire:

g(z) = Cf(x) + C.

La constante C' peut effectivement étre différente de zéro, comme
le montre 'exemple

f(x)=1-cosz, o(z)=3-2c0sz.

Cependant, si lon sait que f(2)g(z)>0 et que f(2) s'annule en
changeant de signe pour une valeur de =z, on: obtient immédiate-
ment C'=0.

Il faut établir préalablement certaines inégalités que doivent vérifier
les coefficients du développement de Fourier d'une fonction supposée
non négative. Soit

F(x)g%?—{—;(A,,cosnx—{—B,,sinnr), il A RS

la série étant uniformément comvergente. Les coefficients A, et B, sont
donnés par les formules

2% 2r
An= ylr \ F(x) cosnx dx, B,,:«J%J Fiz)sthazde. .« -12)
o 0

Nous admettons: F(z) >0, Par conséquent:

2r 2r

A, cosnt - Bysinnt | = 1% sﬂF(rr) cosm (x — 1) dr! Q%J‘F(xﬁ d=—=rAy ,(3)
. |
0 0

Dane;:
R B A TR e



Remarquons, maintenant, que, f(z) et ¢(x) étant deux fonctions
périodiques qui se laissent développer en une série trigonométrique
uaiformément convergente:

(o) = ~)O + X (a, cosvr + b, sinvr), ]|
; S o e e 1)
s 50 -+ 2 (zy cosvz -+ 8, sinvz),

leur produit f(z) () est susceptible d’un développement de la méme nature:
f(z) p(z) = %9 + X (dycosrz - B,sinvz), . . . . . .(9)
ou les coefficients sont donnés par les formules:

Ao—"—(f‘fntﬁ(aaw—bs) }
|
24, = (aoet,F-eoa, “}‘v("Paq—bPGq)‘}'Z(ap“q‘!“ q)TZ(aP“q+bp6q % (10)

=y =
2By = (agfy *aob«)‘}"_a(bp“q“‘“pﬂq) 1 Z( q—0pBq)— 2 (bpetg—tpBy), }
= P q«t P—g=—N
les sommations étant toujours étendues i toutes les valears entidres et posi-

tives des indices p et ¢ qui vérifient les égalités placées sons les signes Y.
Supposons ainsi qu'il est exigé dans I'énoncé de notre théordme que
f(z) est un polynmome trigonométrique dont le degré soit désigné par

N(>1) de maniére que, dans la formule (8), on pourra poser:
ANt =b1\r_i_1 =Ctzv+2=b¢v+2 =t itk ol redn T (11)
par ‘contre, on a:
AR NL  e oN
L’inégalité f™(r) @ (r) > 0 est satisfaite pour une infinité d’indices 2.
Admettons, pour fixer les idées, qu’il est possible d’en extraire une suite
d’indices croissant indéfiniment et qui sont tous multiples de 4. Pour
ces valeurs de », nous obtenons:
f™(z) = ¥ o (a, cosre + b, sinve } (12)
g ) ==) ¥ (¢, cosvr -t Bsinpg) 0 T T

En vertu des tormules (9), on a

(n
F™(x) g™ (x) — A)) X (A cospr - B sinwa), +o. .. {(18)
ol :
AP = VQMam+bﬂ) ]
gAY Bpnge (apetg—bpe)+Lp"g" (pCq1-DpBy) —i—/_;p (]"(Up“q'{‘bpﬂq ’} '
it p—a=y - (14)
2B — - EqP:'Q" p“q+”pﬂq}—§; qP’Q"(bp“q—”pﬂq)I;LP_JQ"(%“Q"(’M?)

Nous allons voir que @(z) est aussi un polynome trigonométrique
de degré N.
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En tenant compte de (11), il est facile de déterminer 1’ordre de
‘croissance ‘et les parties principales de 4™ et BY", lorsque n > oco:
A — (axay + bxBy) N2# o (N2) ]
24% — (ayarsy + bsfap) NN o)l o (N )19 L. . . . (16)
249 — (— byaysy + axbars) [NV 42)]"+ 0 ((N(F +2])" |

Soit » un nomore entier positif quelconque.
L’inégalité f™(z) () > 0 ayant lieu, on doit avoir, grice a (7):

W ER VSR

or, en s’appuyant sur (16), on s’apercoit que le second membre de cette
inégalité est d’ordre O(N?%), tandisque la partle pr1n01pale du premier
membre est égale a

3V sty bxptna gl o (— bty axéiysg? [N(N4p))»
Par conséquent, il est nécessaire que I'on ait:

ax@yip+ bx8y1p=0 }
— byeyip T ArBryip=0

Le déterminant ay-b% ne s’annulant pas (11'), ou en conclut:
@y, =Byi,=0. Donc, ¢(z) est un polynome trigonométrique de degré N.

Si f(z) posséde 2N zéros distinets (qui sont alors forecément simples)
dans la période (0, 2x), on voit immédiatement que

¢(z) = Cf(a).

Dans le cas général, la dérivée #’iéme f®(z), pour des valeurs de » suffisam-
ment grandes, aura nécessairement 2N zéros distinets; il s’en suivra que
() = Cf™)(x);

o(z) = Cf(z) + C,
par des intégrations répétées (en tenant compte de la périodicité).

Je ferai une application de la’ proposition qui précede en faisant
voir qu'une fonction ¢(z), donnée sur tont l'axe réel est définie par les
conditions suivantes:

(1) o(x) est indéfiniment dérivable;
(2) E(p™) = E(sin™z) pour n=0,1.2....
(3) ¢'(0)=1.

En effet, d’abord, en vertu d’un théoréme de M. S, Bernstein *) la fonction

¢(x) est analytique pour toutes les valeursréelles de z; ensuite, on voit que

sl 2ol 20

done ¢(z) est périodique de période 22 ; on s’appuie alors, sur la propo-
sition précédente, en posant f(z) =sinz, et I'on en conclut @(z) = Csina;,
enfin, ‘de {3), on tire U= 1

. (18)

on remonte a

.. *) Lecons sur les propriétés extrémales et la meilleure approximation des fonctions.
analytiques d’une variable réelle, p. 196 — 7, Paris, G. — V. 1926,



