Sur quelques cas des groupes finis sans la loi de I'inversion univoque.

par
A. Suschkewitsch.

1. Nous considérons des groupes finis, dont 1’operation est uniforme,
associative, mais pas invertible uniformement. Ces groupes représentent une
généralisation des groupes ordinaires que nous appelerons ,classiques“ pour
les distinguer de nos groupes généralisés. J'ai prouvé *), qu’'un tel groupe
généralisé a toujours un sous-groupe spécial K**) que j’ai nommé ,le noyau*;
ce groupe K est composé de r.s groupes classique C,y (x =1, 2,..7; 1=1,2,...s),
simplement isomorphes deux & deux et sans €léments communs (chaque paire;
leurs unités meéme sont différentes). Cette composition s’éclaireit du tablean
suivant:
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Les A, sont des groupes avec la loi gauche de l’inversion uniforme;
de méme signifient les B, des groupes avec la loi droite de [Iinversion
uniforme.

De plus j'ai éxaminé des propriétés de ce type des groupes, dit ,groupes-
noyaux“ et j’al trouvé le moyen de les représenter tous. :LX savoir un tel
groupe-noyau est complétement défini, si 'on connait:

1) le groupe classique C,; =C (comme groupe abstrait);

_ 2) les nombres r et s;

8) tous les produits EynE, (# =2,.r; 2=2,..s), comme des éléments
du groupe C; les £, signifient les unités des groupes C. .

Ces 3 conditions peuvent étre choisies arbitrairement.

*) Voir ma thése ,Teopusa meficTBrd, kaw o6mas Teopud rpynn”, Boporex, 1922, Ch. VL
#%) JKupHBIE MPHQT B3AT BMECTO I'OTHIECKOTO PYKONHMCH.
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Des groupes avec un seul coté de la loi de l'inversion uniforme aiasi que
des groupes classiques forment des cas spéciaux des groupes-noyaux, si un des
deux nombres r, s ou tous les deux sont égals a [Tunité,

Rappelons encore quelques formules concernantes des groupes-noyaux et
faciles a démontrer. On a:
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ou plus précis: A,; étant un €lément de (,;, on a:
Ay_)_ CH‘" == C:J.;\ s C‘{L\, Ay_)‘ = 07_\1 P e (Za)

G étant un groupe quelconque et K son noyau, on peut toujours trouver
dans G des éléments X et Y a propiriété suivante :

XG:B-L; B o lee o e

(p. €. on peut prendre pour X chaque élément de B; el pour Y chaque élé-
ment de A,); on aura aussi:

ZGY =M B0 =BTC =K igiarai unasnidl

Svit £ un élément quelconque; ses puissances ne peuvent pas étre toutes
différentes; le cas suivant doit donc se présenter :

Pitm— pi

Les plus petits possible des nombres & et mn doivent s’appeler k— le genre,
m—ordre d’6lément P. Il est clair que le genre d’élément appartenant & un
groupe classique (ou plus généralement, & un groupe-noyau) est égal & 1'unité
(ces éléments doivent aussi étre appelés classique).

Les éléments du groupe &, qui n’appartiennent pas a K, nous partageons
en deux classes: la 17 classe est formée des éléments, dont une puissance
quelconque (et par consequent toutes les puissances suivantes) appartient a K;
la 2% classe est formée des éléments, dont aucune puissance n’appartient pas
a K. Il est clair que, P étant du genre k et de la 17 classe, P* est la plus
petite puissance de P qui apppartient & XK.

De méme distinguons nous entre les sous-groupes de G ceux qui ont des
éléments communs avec K (et que nous appelons de la 17 classe) et ceux
qui n’ont pas de tels élements (nous les appelons de la 2- classe); les sous-
groupes de ce dernier type sont formés exclusivement par des éléments de la
2% classe. Il est facile de voir, que chaque groupe G qui a un élément P de
la 29 classe a aussi au moins un sous-groupe de la 2% classe, p. e. le
groupe {P}, formé des puissances de P. Un groupe G qui n'a pas de sous-
groupes de la 2% classe soit nommé ,du premier rang®™. Si un groupe G a des
svus-groupe de la 2-4¢ classe et du premier rang, nous appelons alors G ,du
second rang“. En général un groupe G soit du rang =, lorsqu’il a au moins
un sous-groupe du rang n— 1, mais pas plus haut.



2. Prouvons encore quelques théorémes généraux.
Théoréme 1: Tout sous-groupe d'un group2-noyau est aussi un groupe-
noyau (ou un des ses cas spéciaux).

r 8
Démonstration: Soit K= 3, A, = > B, =X (,; legroupe noyau, K'—
‘I‘:‘l Pl
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un de ses sous-groupes. Prenons un des groupes C,, ; K' et C,; peuvent otre
sans éléments communs et peuvent aussi en avoir; dans ce dernier cas tous éléments
communs de K' et O, forment un groupe D (K',(,;)==C,;*), qui est clas-
sique, comme un sous-groupe du groupe classique C,;. Supposons de plus que
K' contient un élément Ap, du groupe Cu,; K’ contient alors le systéme
€, 4p., qui a autant d’éléments divers que le groupe C'y;; de plus on a:
Ly Apy == Clypy < Uy **); (’aprés (27)); nous ne pouvons pas encore affirmer que
0’y soitun groupe; en tout cas le systéme (', produit un groups {('w;} =~ C"yy,
qui est contenu en Cp, et en K'. Cela établi, nous trouverons de méme fagon
que le systeme C”,; E,;=C,;, avant plus d’éléments divers que C/,; est aussi
contenu en K' et en C,,; c’est une contradiction, car (', =D (K, Cy). Par”
conséquant, il est: {(/p;} ==C'p,, c'est & dire C'py est un groupe. Il est, de plus:
{'y; = D(K',Cp;). Nous trouverons de- méme, K., étant l'unité de C'y;:
€' Epy = C'uy. 1l s’ensuit de cela que (', est simplement isomorphe avec
{,;, car 1'équation (. Ey; =Cp, donne un isomophisme simple entre (.,
et Cpy **%). On peut trouver de méme fagon: Ap, 'y =D (K, () =0C;
AUl =0, Aug=— DI, €,,) =Clpy; tous ces groupes €'y, €y, 00, Ol
sont simplement isomorphes entre eux.

K' est donec comprosé des groupes C'yy. Supposons p. e. (cela revient
done & nos dénotations) que K' contient des groupes C'yq, C'iz,... C'1y, (5'<Cs),
mais pas de groupes Cy, pour » >s', — ainsi que C'z,...C", mais pas C'p,
pour x>#'; il s'ensuit alors que K' contient tous les groupes C; pour
se=1,2,..7r; 1=1,2,...5, et aucun autre. Soit: C'y1 ... €Cuy, ™= A'ys;
Oy .0y =D ; il est facile de voir que A', est un groupe avec la loi
gauche de l'inversion uniforme, tandis que B’ est un groupe avec le coté
(druit de ce loi.

Nous avons donc:
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K= 21,=2B,= 3 X (', ce que démonire notre théoréme,
o =1 =g

Théoréme 2: Si G est un groupse & noyau K, Bl —un sous-groupe
du G de la 17 classe, et D (K, H) =K', -— K' est le noyau du groupe H.

Démonstration: D’aprés ie théoreme précédent K' est un groupe du type
‘noyau ; nous dénotons la structure du K' comme dans le théoréme précédent.

Soit K< €',y < K'; nous avons alors **%): HK < GK = A", HK<H;
done: HE < A, —=D(H, Ay); dautre part: A, < K < H A K=—1V',;
done: HK=A"_; et de méme: KH=F',.

L

*) D est le signe du plus grand commun diviseur; le signe = signifie que uous désignons
*expression composée D (XK', Cy;) plus simplement par Cy).
) La dénotation (/) < Cpy signifie que chaque élément de C'p) est cont nu en Cp.
**) Voir ma thése déja. citée, ch. V1.



Nous obtenons un tel résultat pour chaque élément K de K.

Soit maintenant H un élément de H (mais pas nécessairement de K'):
le groupe HH contient toujours des éléments de K', car, K étant un élément
de K', il est aussi KH < K'. Done, si nous désignons par K’ le noyau du
groupe H, K' et K’ ont nécessairement des éléments communs ; soit /X un tel
élément; soit p. e. K< (', ; il est alors: HE=A" <« XK' KH=B8 <K’
d’aprés (4) on a: HKH =X"; d’autre part:

r’

HEH=HB,=H.3 (¢, =4, =K'
Fi=r

done: R Kl g Lo

Considérons maintenant des groupes GP et QG, P et Q 6tant des élé-
ments quelconqnes du groupe G. D’aprés le théoréme 2 e noyau du groupe
G; =GP est: K, =D (G, K), car G, est manifestement de la 1-re classe (K étant
comme ci-dessus le noyau de ). Admettons que K; contient un groupe
A, <A, ilestalors: B, < K ; G En = A'y; d’antre part: G, E,) = G(PE,);
donec A', = A, (car I'ordre de A, est la plus petite des ordres des groupes
GX, ot X< G). Le groupe-noyau K; a donc¢ la structure sujvante :

l(1=Aa1+Aa,+. e '_;—ACU" = Bll + ];12 +’ - '+B’s;
&1, Gy« &y Etant 1’ (=r) quelconques des indices 1. 2

B = o+ Fn 23 e -

s

autrement dit:
K =20, pour x=0,,a,...0,: 1= it
7'»}\

En prenant le groupe QG =@, nous obtiendrons des résultats analo-
gues. Dong:
Théoréme 3: Le noyau K, du groupe GP (P < G) est composé d’un nombre,
quelconque 7' (=7) des groupes A,; antrement dit, K = ZCV.;\, hd=—=12 _ =
%k ;
et x est égal & » quelconques des indices 1,2,...7. De méme, le noyau K, du
groupe QG (@< Q) est composé d’un nombre quelconque s'(=s) des grou-

pes B ; autrement dit, ¥, — ZC.,_,;_, ou %x==1,2,...7, et 1 est égal & s’ quel-
%A

conques des indices 1,2,...s,
Colloraire: Le noyau du groupe QG P a la structure suivante : €y, oft %
ST
parcourt »' quelconques des indices 1,2,...r, et 2 parcourt s' quelconques
des indices 1,2,...s.
Soit P un élément de G de la 1-r classe; et du -genre % Plus précis,
s0it P* <7 Cyy; nous avons alors ;

G > PG> P> ... > GP = A,

et de méme :

G> PG> PG> ... > PG =B,,
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Suit maintenant P de la 2-9 classe; aucume puissance de P n’est pas
contenue dans K; G contient P; donec GP > P2, GP:> P3, ect. Chaque
groupe GP™ aura donc toujours des éléments de la 2% classe et ne pourra
pas par conséquant 8tre égal & A,. De méme, P"G ne pourra pas éire égal
4 By. Nous avons donc une nouvelle définition des éléments de la i™ et de
la 2-%¢ classes. Donc:

Théoréme 4 : Tout élément P de G de la 17 classe a la propriété sui-
vante: k étant le genre de P, il est GPr=A,, P'G=DH8,. Si P est de la
2-t¢ classe, l'ordre du groupe GP™ (pour chaque ) est plus grand que l'ordre
de Ay, et de méme, ordre de PG est plus grand que l'ordre de B;.

Posons la question suivante: quelle est Ja plus petite puissance d'un €l6-
ment P de la 17 classe, pour qu'on a: GP'=A, ou P'&G==B,? P est contenu
dans @ ; il doit donc étre: P'+1<A,; il est done I-+1==/k le genre de P;
I=Fk—1. Il est évident que cette condition, étant nécessaire, n’'est pas
suffisante,

- Soit GP=A,; un tel élément P de G soit nommé le réducteur droet
de G; de méme, si PG=B;, P soit nommé le réducteur gauche de G&; si tou-
tes les deux conditions sont remplies en méme temps, P doit étre appelé le
réductewr & deuxr cotés. Tous les éléments du noyau K sont des réducteurs
A deux cotés de G; il sont tous du genre 1; mais G peut aussi avoir des
réducteurs R du genre 2; ils ne sont pas contenus dans K. Le théoréme sui-
vant est évident:

Thénréme 5: Tous les réducteurs de G (les éléments de K inclus) forment
un groupe dont 1 uoyau est K. En général, si I'on adjoint & K un ou plu-
sieurs réductenrs de G, on obtient de nouveau un groupe.

3. Considérons maintenant un groupe & noyau classique; soit G un tel groupe
et K~=FE-+ A+ B} C-}... sont noyau classique (E étant I'unité de K).

Seit P un élément quelconque de &, mais pas de K. Il est GE=EG=K;
A cause de cela PE est EP sont des éléments de K; p. e, PE==A4; de plus:

EP=(EPyE=E(PE) = EA == A; doue:

s g e e e i |
Soit B<K; PB= P(EB)=(PE)B=A4B; de méme: BP= BEP=BA
Done: BB =2 A s B P BT i s Srs e 16)

Appelons A4 I'élément dunoyau conjugué avec P. En général les éléments
P et ¢ doivent otre appelés conjugues, lorsgu’il est PE= QF (donc aussi
EP— EQ).

Soit A conjugué avec P, B—avec @, nouc avons:

PE—=EP=—4d, (L—=FEJ=28;
QP(E=P(QE)=PB =A4B: et de méme: E(PQ)=AB; dc'est & dire P@
est conjugué avec Y B. Donc:

Theoréme 6: Le groupe G est généralement isomorphe & son noyau clas-
sique K; cet isomorphisme est donné par la formule: GE=K:



Corollaire 1: P étant conjugué aves 4, il est aussi P conjugué avec A
Si m est 'ordre de 4, I est conjugué avec E.

Corollaire 2: L'ordre de chaque élément P est divisible par lordre
d’élément du noyau, conjugué avec F.

Corollaire 3: Si I'ordre de P est rélatif prime avec 1’ordre du noyau K,
P doit étre conjuqué avec l'unité E de K.

Un cas particulier des groupes a noyau classigne se présente, si notre
groupe est commutatif, c’est & dire, si nous avons: PQ= QP pour tous les
¢léments P, ¢ de notre groupe. Il est alors:

(PQ" = Pr@~,

Soit un de ces éléments, p. e. P, de la 17° classe et du genre k; P* est
alors contenu dans K; donc:

(])Q)k : P?.-Qk < K’

(car tous les éléments de K sont des réducteurs du groupe G); cest 2 dire
FQ est aussi de la 17 classe, du genre<=k. Il §’en suit:

Théoréme 7: Dans un groupe commutatif le produit d’un élément de la
17 classe et du genre % par un autre élément quelconque est aussi de la
17eclasse et du genre =k.

Corollaire: Dans un groupe commutatif tous les éléments de la 17 classe
et du genre =k forment un groupe.

4. Sur ,lUaddition® des groupes classiques. Soient A et B deux groupes
classiques sans éléments communs (leurs unités sont aussi différentes). Nous
posons le probléme suivant; est-ce possible que G==A -+ B soit un groupe?
Pour ce but nous devons defmlr tous les produits AB et BA, A étant< A, et
B <B. 1l est évident que la loi de I'inversion uniforme ne peut pas étre rem-
plie pour G. En effet, soit, p. e., AB=A'< A en désignant par A’ le pro-
duit 4—14"'<A, nous obtenons: AA" = A', c’est & dire: AB—AA" sans
avoir B=A/". En prenant 4B < B nous obtiedrons le méme,

Tachons alors & définir AB et BA de telle fagon, pour que la loi asso-
ciative au moins soit conservée pour .

Soit done G=~A + B un groupe associatif, mais sans la loi de linver-
sion uniforme. D’aprés la théorie général @ doit avoir un noyau K, qui
consiste en groupes classiques sans éléments communs et isomorphes deux
& deux. Dans notre cas il doit étre: 1) K= BitAy om.2) E=4,
ou 3) K=B,; A, signifie un sous-groupe de A (peut étre = A); de méme,
B, est un sous groupe de B (ou=B); dans le cas 1) A; et B, doivent étre
sunplement isomorphes. Prouvons que dans les cas 1) ou 2) A, doit étre = A.
Soit E P'unité de A, par consequent aussi de A.; la théorie générale nous
apprend, que EGE=A, (d'aprés (4)); d’autre part: EAE—=A; A<G;
EAE<EGE; A<A;; donc: A,— A. De méme, dans les cas 1) ou 3) B,
doit étre égal a B. Trois cas donc sont possibles: 1) K_A-rB_G,
2 K=A4; 3) K=8B.
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Le cas 1) peut se présenter seulement, si A et B sont simplement iso-
morphes; dans ce cas un coté de la loi de Iinversion uniforme est rempli
pour G; il est: AB=A, BA=B, ou: AB=B, BA=A.

Les cas 2) et 3) présentent évidemment le méme. Considérons, par exemple,
le cas 2). G a dans ce cas le noyau classique A. D’apres le théoréme 6 G est
généralement isomorphe a4 son noyau A, Un élément quelconque P de G est
conjugué avec 1’élément PE = EP du noyau (I étant 1'unité de A). Donc:

BE=~ A, < A,
Prouvons que A, est un groupe. Soient P et @ des ¢léments de B;

PO R: P~ 4 OQE=B RE=C: A, B, C sont des dloments de rAg
Nous prouvons que 4B = C; en effet:

AB—(PE)B— P(EB) — PB:P(QE) = (FQ)E:BE: .
A, est donc un sous-groupe de A; A, est donc classique; B est isomorphe
2 A a lélément P de B correspond un seul élément PE de A,; mais pas
inversement : il peat arriver que, P et ¢ étant des éléments différents de B,
il soit: PE=QE==A4 < A,. Cest & dire le groupe B est homomorphe & A,
(d’apres Frobenius) ; d’apres la théorie des groupes classiques A, est dans
; . : e A
ce cas simplement isomorphe au groupe complémentaire -, C étant un sous-

¢
groupe invariant de B.

Itant donnés deux groupes classiques A et B, prenons un de ces groupes,
p. e. A, comme mnoyaun de G. Choisissons un sous-groupe A, de A, qui soi

]3 de B. Suit:

B = C+ CP+CQ_]!_ . E AR
M=E+ A4+ B+...;

: s B .
Pisomorphisme de A, et T donne une corréspondance :

simplement isomorphe & un groupe complémentaire

C correspond a E ('unité),
CP t5 b ‘1’
CQ » b 1}

y

Définissons maintenant: pour chaque é'ément S<C
SE—FE (SPYE—=4, [S0\E=—05, ..>
en vertu de (5) nous devons admettre:
ES—=F ESE =4, B8 =2F,...
et ep vertu de (6):

Pd=—=(PHyA, AP==A(E}),
P étant< B, 4 <\
Ces conditions définissent le groupe G entierement. Il est facile de se
convainere que la loi associative est remplie pour le groupe & ainsi construit.
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Faisons encore quelques observations, Si K est l'unité du groupe B, il est
toujours K < C, donc: KE = EK = E; pour chaque élément A4 <A il est:
KA=AK=A; K est donc 'unité générale pour tous les éléments de G.

On peut prendre C=B; nous aurons alors pour chaque P< B:
PE=FEP=F, PA—AP— A pour chagque A< A, C'est 4 dire tous les
éléments de A sont pour le groupe B les ,éléments-zéros“; ce cas est
le plus simple; il est le seul possible, si B est un groupe simple, et A n’a pas
de sous-groupe simplement isomorphe & B. Le second cas-limite nous avons,
si B est homomorphe au gr upe A tout-entier; il est dans ce cas: A;=A,
BE=FEB = A. Ce cas comprend ausi le cas, ou B est simplement isomorphe
a4 A; dans ce dernier cas une autre constraction du groupe G est possible,
a savoir, — comme groupe avec la loi droite ou gauche de linversion uni-
forme. Excepté ce cas, nous voyons, que & est toujours du 2-! rang; lé groupe B
est ,,subordonné“ au groupe A. Observons que A;+4 B==G, est aussi un
groupe avec le noyaun A,.

Théoréme &: Titant donnés 2 groupes classiques A et B sans élément
commun, on peut toujours construire un groupe associatif &= A 4 B; excepté
le cas, ou A et B sont simplement isomorphes, le groupe G est & noyau
classique.

(e théoréme est aussi vrai pour » groupes classiques donnés et sans élé-
ments communs. Cependant ce cas général présente des difficultés spéceifiques;
nous reviendrons & ce probleme dans un autre article.

PE3IOME:
0 HexoTOpbIX CAYYaAX HOHGYHBIX rpynn 083 3aKOHA OLHO3HAYHOA 00PATHMOCTH
A. Cymresny.

Bravamre mnepeuymcadgiorea ocHOBHEE CBolicTBa TIpYHII Ge3 3akoHa
0HO3HAYHOH 00paTHMOCTH. OJIeMeHTH W IOJATPYHIBE TAaR0OH TIPYNNH
Jeadarced Ha 2 rjacca JlORasEHBAKTCA TeOpeMH : BCARad IOANpyNIIa Tak-
Ha3HB. TIPYUIH - 41pa eecThb Toe rpymna-giapo. Heam G — rpymna
¢ anpom K, a H ee moarpyuma 1°7° KJacca, To AApo TPYIOH H ecTb
oO1IHIl HanOoJbIIHH MeauTens Tpynl K u H. BusgcHaerca cTpoenme Amep
rpyun: GP, @&, QGP, rne P u @ — siaeMenTH u3 G. Jlasee, paceMaTpu-
BalOTCSA TPYHIH C KJIACCHYCCKHUM ApPOM M, KaKk YacTHHI HX BU, —
KOMMYTaTHBHHEe Tpynie. Hakosel, paccMaTpuBaeTca mpoGiaeMa ,,Cloime-
HUA® RIACCHYECKUX TPYII, KOTOpad MW peuraercs Liad caydad IBYX
TpYIIIL.



